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UBER EINEN GEOMETRISCHEN CALCUL 
(VERKNUPFUNGS-CALCUL) 


VON 


GERHARD HESSENBERG 


in BERLIN-CHARLOTTENBURG. 


1. Es wird in dieser Arbeit ein geometrischer Caleül mit den Punkten 
einer Geraden aufgebaut, und zwar auf Grund folgender 3 Sätze: 


D Durch zwei Punkte ist stets eine und nur eine Gerade möglich. 
Il) Zwei Gerade schneiden sich stets im einem (und wegen Y mur in 
einem) Punkt. 
III) Gehen die Verbindungslinien homologer Ecken zweier aufeinander 
bezogener Dreiecke durch einen Punkt, so schneiden sich die ho- 
mologen Seiten in Punkten einer Geraden. 


Der erste Satz ist ein ebenes Verknüpfungsaxiom. Der zweite könnte 
durch das Parallelenaxiom ersetzt werden und gilt auf Grund desselben, 
wenn man die ideale unendlichferne Gerade mit den idealen unendlich- 
fernen Punkten einführt. Die Sätze I und II sollen daher als die »idealen 
ebenen Verknüpfungsaxiome» bezeichnet werden. Es sei bemerkt, dass wir 
nur die ebene Geometrie betrachten. 

Satz III ist der Desargues’sche Satz, dessen Beweis in bekannter Weise 
geführt werden kann, wenn noch die räumlichen Verkniipfungsaxiome vor- 
ausgesetzt werden; man zeigt nämlich, dass die durch den Satz beschriebene 
Figur der Schnitt eines vollständigen räumlichen Fünfecks ist. 


2. Der aus diesen Sätzen zu entwickelnde Caleül steht in enger 
Beziehung zu zwei anderen geometrischen Rechenverfahren. Das erste ist 
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von SrAUDT begonnen und von Herrn Lürorn * durchgeführt worden. 
Das zweite hat Herr Hinperr angegeben.” Allen drei Rechenverfahren 
gemeinsam sind die commutative und associative Addition, die associative 
Multiplication und die Verbindung beider Operationen durch die distributiven 
Gesetze. Angewandt werden diese Operationen im Sraupt-Liirorn’schen 
Caleül auf die Würfe, im Hinperr’schen auf die Strecken, die in einer 
Geraden legen und einen gegebenen Anfangspunkt haben, in unserem 
auf die Punkte einer Geraden. Zur Begründung der associativen, com- 
mutativen und  distributiven Gesetze benutzen Sraupr und LürorH den 
projektiven Fundamentalsatz, Herr HirnbERT, und nach seinem Vorgange 
auch ich, allein den DzsARGUES'schen Satz. Und zwar geht Herr HrrgenT 
nur von derjenigen Specialisierung des Satzes aus, die durch das Parallel- 
werden homologer Seiten der beiden Dreiecke entsteht. Aus dieser Speciali- 
sierung kann man aber in einfacher Weise mit alleiniger Hiilfe des Axioms 
I und des Parallelenaxioms den allgemeinen DEsARGUES' schen Satz her- 
leiten,‘ so dass die Grundlagen unseres Caleüls nieht umfangreicher sind, 
wie die des HiILBErT’schen! 


3. Die unserem Calciil zu Grunde liegenden Constructionen sind die 
zu den Sraupr-Lirorn’schen Verfahren gehérigen Linealconstruktionen, 
andererseits erkennt man in ihnen leicht eine projektivische Verallgemeiner- 
ung der HirgBERT schen. Alle drei Rechenverfahren gehen also auf eine 
gemeinsame Grundlage zurück. In der That hat man gezeigt, dass der 
projektive Fundamentalsatz aus dem Drsarcuss’schen Satz und dem spe- 
ciellen Pascan’schen Satz bewiesen werden kann. Mit dem »speciellen 
Pascar'schen Satz» ist der folgende gemeint: 


IV. Ziegen die Ecken eines einfachen Sechsecks abwechselnd auf zwei 
Geraden, so schneiden sich die Gegenseiten in Punkten einer Geraden. 
Beiträge zur Geometrie der Lage, Heft II, S 19, ff., S 27 ff. 

Über das Imaginäre in der Geometrie und das Rechnen mit Würfen. Math. Ann. 
Bd. 8 und 9. 
Grundlagen der Geometrie. Kap. V. Der Drsarcurs’sche Satz. 
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* Über eine noch weitergehende Eigenschaft des DrsARGUEs'schen Satzes hinsicht- 
lich seiner Beweisbarkeit aus Spezialisierungen siehe meine Arbeit Desargues’scher Satz 
und Centralcollineation Archiv der Math., Bd. 3, Heft 1. 
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Der Hınserr'sche Calciil wie der unsrige enthalten nun diejenigen 
Eigenschaften des SrAauvr-Lüror#'schen Verfahrens, die allein aus dem 
DesarGues’schen Satz folgen. Das sind die beiden associativen, die beiden 
distributiven Gesetze und von der Addition das commutative. Das com- 
mutative Gesetz der Multiplication wird direkt mit dem Pascar'schen 
Satz identisch. Der letztere ist mit den Sätzen I bis III nicht beweisbar 
und darf daher in unseren Untersuchungen nicht angewandt werden. 


4. Da wir keinerlei Anordnungsaxiome voraussetzen, können wir über 
die Anzahl der Punkte einer Geraden keine Angaben machen. Doch 


bleiben unsere Ergebnisse giiltig — auch wenn sie unter Umständen tri- 
vial werden, — falls wir die Existenz eines vollständigen Vierecks an- 


nehmen, d. h. die Existenz von 4 Punkten, von denen keine 3 in einer 
Geraden liegen. Da hierdurch nur ein sofort zu übersehender, gänzlich 
trivialer Fall ausgeschlossen wird, ist diese Voraussetzung unter den Grund- 
lagen unseres Calciils nicht angeführt. 


Il. Projektivische Verknüpfungen. 


5. Unter denjenigen Gebilden der projektivischen (Geometrie, die 
allein aus dem Dersarcugs’schen Satz gefolgert werden können, ist be- 
sonders die Centralcollineation bemerkenswert, d. h. diejenige Collineation, 
in der entsprechende Gerade sich auf einer festen Geraden, der Axe, 
schneiden, und entsprechende Punkte auf Geraden liegen, die durch einen 
festen Punkt, das Centrum, läufen. Der Nachweis ihrer Existenz ist sehr 
leicht, wenn man beachtet, dass die Figur des DEsAncGUEs'schen Satzes aus 


zwei centralcollinearen Dreiecken besteht. ' : 


6. Nunmehr denken wir uns eine Figur @, die aus irgendwelchen 
Punkten und gewissen ihrer Verbindungsgeraden besteht. Es sei genau 
angegeben, wieviel Punkte die Figur enthält, welche davon in gerader 
Linie liegen sollen und welche nicht, und welche Verbindungsgeraden ge- 


zeichnet sein sollen. Die Anzahl dieser Geraden sei m. 





1 In der auf S. 2, Fussnote, citierten Arbeit komme ich darauf ausführlicher 


zurück, 
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Wir nennen zwei Figuren, die auf Grund derselben Angaben ge- 
zeichnet sind, vorübergehend »gleichartige Figuren». Beispielsweise sind 
zwei einfache Fünfecke, aber auch zwei vollständige Fünfecke, oder zwei 
Fünfecke mit den Diagonalen einer bestimmten Ecke gleichartige Figuren. 

Wir schneiden die x Geraden der Figur ® mit einer Geraden a in 
den » Punkten 4,, 4,, 4,,...,4,. Diese projicieren wir von einem 
b 


Ziehen wir nun durch den Schnittpunkt von a mit b eine Gerade s, die 


Punkte 5 auf eine zweite Gerade b, in die Punkte B,, B,, B,, ..., B,. 


von a und à verschieden ist, und bilden diejenige Centralcollineation mit 
dem Centrum 5 und der Axe s, in der die a der à entspricht, so entsprechen 
den Punkten A; die Punkte 2; und diese sind die Schnittpunkte von ) mit 
den Geraden der zu ® collinearen Figur #', welche natürlich mit 4 gleich- 
artig ist. 

Es folgt also: Ist eine gerade Punktreihe 4,,..., 4, der Schnitt 
einer Figur @, so ist jede zu ihr projektivische Punktreihe der Schnitt 
einer gleichartigen Figur. 


7. Im allgemeinen werden nicht alle Punkte 4;, die zu dem Schnitt 
einer Figur ® gehören, beliebig sein. Ist eine Figur ® so beschaffen, 
dass von einem ebenen Schnitt derselben nicht alle Punkte willkürlich 
gewahlt werden dürfen, so wollen wir sagen, zwischen den Schnitipunklen 
bestehe eine Verknüpfung. Eine solche besteht beispielsweise nicht fiir die 
Schnittpunkte eines Dreiecks mit einer Geraden. Zu 3 beliebigen Punkten 
einer Geraden, kann vielmehr jederzeit ein Dreieck gezeichnet werden, 
dessen Seiten durch diese 3 Punkte gehen (vgl. S 4). Dagegen dürfen 
von den 6 Schnittpunkten eines vollständigen Vierecks blos 5, von denen 
eines vollständigen n-Ecks blos 2» — 3 willkürlich angenommen werden. 


S. Die Geraden der Figur ® mögen mit a, ,a,,a,, bis a, bezeichnet 
sein und die a in den Punkten A,, 4,, A, bis A, treffen. Es mögen 
sich ferner 3 Gerade, etwa a, , @,, a,, darunter befinden, die nicht durch 
einen Punkt gehen, und deren Schnittpunkte der Figur angehören und 
durch weitere Gerade, a,, a, bis a, mit anderen Punkten der Figur ver- 
bunden sind. Ist nun a mit den Punkten A, bis’ A, bekannt, ferner 
4, ,d, und a,, so können wir a, bis a, einzeichnen. Wir werden im all- 
gemeinen unter den Schnittpunkten der a, bis a, untereinander neue Punkte 
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von ® vorfinden und durch dieselben neue Gerade 4,,, bis «, ziehen 
kónnen, die wieder neue Punkte liefern. Werden auf diesem Wege nach 
und nach alle Stücke der Figur erchópft, und bestimmt diese Figur zugleich 
eine Verknüpfung zwischen den Punkten 4;, so soll diese eine projektive 
Verknüpfung genannt werden. Das Bestehen einer Verknüpfung äussert 
sich dadurch, dass von einzelnen Geraden a,,@,,@,,... bei unserem 
Verfahren zwei Punkte ermittelt werden, so dass die Punkte A,, 4,, A, 
nicht willkürlich sind. 





Fig. I. 


9. Wir wollen nunmehr beweisen, dass diese Punkte A,, 4,, 4,,... 
für eine projektive Verknüpfung von der speciellen Wahl der drei ersten 
Geraden a, , a,, a, unabhängig, also durch die willkürlichen Punkte 4;, ..., 
A, eindeutig bestimmt sind. Wir zeichnen eine zweite, gleichartige Figur 
Y mit den Geraden 5; in derselben Reihenfolge der Stücke durch dieselben 
Punkte 4,,4,,44,, ..., A4,. Die drei Geraden 0,, 5, 0, durch A,, A,, A; 
bilden ein Dreieck, das mit dem Dreieck aus 4,,4,, 4, auf Grund des 
DrzsAnGUEs' schen Satzes centralcollinear gelegen ist. Denn die homologen 
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Seiten schneiden sich auf a, also gehen die Verbindungslinien homologer 
Ecken dureh einen Punkt 5. 

In dieser durch 5,5,5, bestimmten Collineation entsprechen die Ge- 
raden D, bis 5, den Geraden a, bis a,, da die Ecken der Dreiecke a, 4,4;, 
b,b,b, sich untereinander und die Punkte A, bis A, als Punkte der Axe 
sich selbst entsprechen. Daher entsprechen auch die durch 45,,..., 5 
neu gefundenen Punkte von ¥ und hinwiederum die dadurch neu ge- 
fundenen Geraden 0,,, bis 5, den homologen Stücken von ® in unserer 
Collineation u. s. f. Speciell entspricht zuletzt 5, der a, und da sich 
entsprechende Gerade auf der Axe der Collineation schneiden, trifit /, die 
a in dem Punkt 4,, dessen Lage mithin von der speciellen Wahl der Ge- 
raden a,a,a, unabhängig ist, w. z. b. w. 

Indem wir das Resultat des § 6 beachten, folgt: Besteht zwischen den 
Punkten A, bis A, eine projektivische Verknüpfung, so besteht sie zwischen 
den Punkten jeder dazu projektivischen Punktreihe A, bis A, 


n* 


IIl. Die Vierecksverknüpfung. 


10. Wir betrachten diejenige projektive Verkniipfung, die entsteht, 
wenn die Figur ® ein vollständiges Viereck ist, und nennen sie Vierecks- 
verknüpfung.' Sie besteht zwischen 6 Punkten einer Geraden und bestimmt 
den sechsten eindeutig aus den fünf anderen. 

Im Anschlusse an die vorhergegangenen Betrachtungen greifen wir 
drei Seiten des Vierecks heraus, die sich in drei Ecken ABC des Vierecks 
ABCD schneiden und bezeichnen sie (abweichend von der bisherigen Be- 
zeichnung) mit a,,5,,c,. Wir beachten, dass jede einem andern Paar 
Gegenseiten des Vierecks angehören muss, da sich zwei Gegenseiten nicht 
in einer Ecke des Vierecks schneiden. Die Gegenseiten DA, DB, DC 
seien bezw. mit a,, b,, c, bezeichnet. Werden die Schnittpunkte mit der 


! Die Eigenschaften derselben sind von Sraupr als Ausgangspunkt seiner Geometrie 
der Lage gewählt und ohne die allgemeine Betrachtung des Abschnitts I direkt aus dem 
DesarGuEs’schen Satze hergeleitet worden. 
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festen Geraden a mit den entsprechenden grossen Buchstaben benannt, 
so wollen wir die Verknüpfung durch das Symbol 


(4, „Ay, Baba, Cy Cs) 
abkürzen. 





Fig. 2. 


11. In diesem Symbol sind zweierlei Permutationen zulässig. —Erst- 
lich dürfen die Punktepaare beliebig mit einander vertauscht werden, aber 
ohne dass die Elemente eines Paares mit einander vertauscht werden. 
Dies folgt aus der Gleichberechtigung der drei Gegenseitenpaare. 

Zweitens dürfen in zwei Punktepaaren die Elemente gleichzeitig ver- 
tauscht werden. Denn wenn sich a,,d,,c, in drei Ecken des Vierecks 
schneiden, so gilt das gleiche von 4«,,5,,0,5;a,,5,, c, und a, , 5,, c. 
Dagegen schneiden sich a,,b,,c, in einer Ecke, ebenso a,,5,, 0,5 a,b, €; 
4,,0,, €. Die Vertauschung der Elemente in einem oder allen drei 
Punktepaaren ist also unzulässig, sofern ihre Zulässigkeit nieht besonders 
erwiesen wird. 


12. Denken wir uns zwei Punkte in der Vierecksverknüpfung ver- 
ünderlieh, so sagt das Bestehen der Verknüpfung aus, dass sie projektive 
Punktreihen beschreiben. Für uns kommt lediglich der Fall in Betracht, 
dass die veränderlichen Punkte verschiedenen Paaren angehören. Dann 


C. sind. Wir halten die 


kann angenommen werden, dass es die Punkte B,, C, 


Geraden a,, a, und b, fest und damit die Ecken A und C des Vierecks. 
Da ©, fest ist, bleibt auch AC, — e,, mithin auch B liegen. Bewegen 


so bewegt sich D auf a, und wird von C und B 


sich jetzt D, und C 


9) 
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aus nach ©, und B, projiciert; also beschreiben C, und B, projektive 
Punktreihen. Fällt D nach A, so fällt B, nach C,, C, nach B,. Fällt 
D in den Schnittpunkt von a, und a,, so fallen C, und B, nach A 
fällt D nach A,, so fallen B, und C, nach A 


D 
JE 
13. Im folgenden denken wir uns die Punkte A,, A, und P, fest, 
so dass wir sie in der Bezeichnung nicht weiter anzudeuten brauchen, 
Wir schreiben dann abkürzungsweise 
a Y ft 
B, Tm (C, C;) 
um auszusprechen, dass die Verknüpfung 


(AA, EB, SB ONG) 


besteht. Die Bezeichnung ist eine provisorische. 
Das Resultat des letzten Paragraphen kann dann so ausgesprochen 


werden: 


V. bewegt sich ein Punkt‘ X, so beschreiben die Punkte Y = (CX) 
und Y’ = (XC) zu X projektive Punktreihen. Die Elemente A, und A, 


sind selbstentsprechende; fällt X nach B,, so wird Y = Y' — C. 


Wir verallgemeinern dementsprechend unsere Bezeichnungsweise durch 


die Festsetzungen: 


(4,X) = (XA) = 4,; 
(4,X) = (X4,) = 4,; 
(B,X)— (XB) 2 X,. 


Ill. Das associative Gesetz. 


14. Es besteht das Gesetz: 
3I Y ber a] pone. Y x 1 
(C, (C,C.)) Fr ((C, C,) C.) 
welches wir rein formal, ohne einen Schnittpunktsatz zu Hülfe zu nehmen, 
auf Grund der bisherigen Entwiekelungen beweisen kónnen. 


Zunächst konstruieren wir den Punkt B, = (C,C,) mit Hülfe eines 
Vierecks ABCD, von dem, wie bisher, die Seiten BC, CA, AB durch 
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A,, B,, C, die Seiten DA, DB, DC durch A,, B,, C, gehen. Sodann 
finden wir den Punkt P = (B,C,), indem wir die durch A,, A, und B, 
gehenden Seiten beibehalten, folgendermassen: Wir ziehen B,D bis zum 
Schnitt E mit A,B, EC, bis zum Schnitt F mit A,D. BF trifft a in 


pe (C, €,)C,). 


a 





Fig. 3. 


Trifft nun CF die a in Bj, so ergiebt das Viereck CDEF die Ver- 
knüpfung (4,, A,; B,, Bi; C,, C; oder B; = (C,Cj. Sodann folgt aus 
dem Viereck ABCF die Verkniipfung 


CAP A BE PAC D) oder Pi (Cli (CIE; C)): 


Damit ist das associative Gesetz bewiesen. 





15. Figur 4 zeigt, wie der Punkt D — (C,C,C,...C,) zu konstru- 
ieren ist. Man zieht durch C, einen beliebigen Strahl, der die a, in P^, 
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die a, in À, schneiden möge. D,R, schneide a, in P,, C,P, die a, in 
R,, allgemein B, Z5 , die a, in P,, C, P, diea, in R,. P,R, trifft a in D. 
Allgemeiner würde P;R,, wenn k i ist, die a im Punkte (C;C;,,...C;) 
treffen. Die Konstruktion versagt nicht, wenn eines der C, etwa C;, mit 
B, identisch wird. Alsdann wird RB, = R,, P, = P,,, und die Kon- 
struktion ändert sich nicht, wenn C, überhaupt fortgelassen wird. 


16. Die »Auflésung» der symbolischen Gleichungen (MX) = N und 
(XM) — N nach X kann auf Grund des associativen Gesetzes in der be- 
kannten Weise ausgeführt werden,’ indem man einen Punkt Y = (M^!) 
aus der Verknüpfung (YM) = B, oder 


(Av, 45 Be Be) 


J 


konstruiert. Vertauscht man nach S 11 die Elemente im zweiten und 
dritten Paar, so entsteht die Verknüpfung (4,, 4,; B, , B, ; M, Y) oder 
(MY) = B.. 

Hiermit folgt aus (MX) = N; (YMX) = (YN) oder (B, X) = (YN) 
oder X = (YN); ebenso X = (NY) aus (XM) —.N. 


IV. Das commutative Gesetz. 


17. Das commutative Gesetz ist identisch mit dem Satz IV (Pascar'scher 
Satz), also auf Grund der Sätze 1 bis III nicht zu beweisen. 


Das Bestehen der beiden symbolischen Gleichungen 
Les DAMN Yo 
B, = (C, C.) ee (6,0,) 

bedeutet die Existenz der beiden Verknüpfungen 

; ; 3 x t Y / : LA 1 

(A,., 4,388 Ba: CSA ERA MH win morn a) 
Wir denken uns das zur ersten Verknüpfung gehórige Viereck mit den 
Bezeichnungen des § 10 gezeichnet und konstruieren das zur zweiten ge- 


hórige unter Beibehaltung der 3 Geraden a,, a,, b, also der Ecken 4, C. 
An Stelle der Geraden €, = AB, c, = DC treten. jetzt c; = AB’, c; = D'C. 


! Vel. hierzu $ 25 und 27. 
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Es ergiebt sich also B’ als Schnitt von C,A4 mit «, = 4A,C, D' als Schnitt 
von CC mit a, — A,A. By ist der Schnitt von D'D' mit a. Soll es 
mit B, — (C,C,) zusammenfallen, so laufen die 3 Geraden BD, D'D' und 
a durch einen Punkt. 

Dann aber ist das Sechseck ABDCD'B' ein PascaL'sches, dessen Ecken 
abwechselnd auf zwei Geraden liegen und dessen Gegenseiten sich in Punkten 


B,C,C, einer Geraden schneiden. Die obige Behauptung ist damit erwiesen. 


c 
eu 
BAN | 
N 
SU 
Sate / 
AV Cy 
LI > wo ry 
GIG 2, N 
BY |: \ 
a Hi 
) | 
B MOS: | 
$c ON y \p 
PAS ivt 





a 
1 2 B, 1 2 a 
Fig. 5. 


18. In speciellen Füllen kann eine Verknüpfung auch auf (Grund 
des DEsAnGUES'schen Satzes commutativ sein. Der einfachste, bereits in 
§ 16 angewandte Fall, tritt ein, wenn zwei Elemente eines Paares zu- 
sammenfallen. Denn dann kommt eine Permutation der Elemente dieses 
und eines zweiten Paares, die nach S 11 zulässig ist, auf eine alleinige 
Vertauschung der Elemente des zweiten Paares hinaus. Davon giebt es 
zwei Anwendungen: 


VI. Ist (C,C,) = B,, so ist auch (C,C,) = B.. 


VIL. Wenn A, und A, zusammenfallen, so ist allgemein (C,C,)=(C,C,). 


Im Falle des Satzes VII wird aus Figur 5 ein PascaL'sches Sechseck, 
dessen Existenz sich auf Grund unserer Entwickelungen aus dem DESARGUES - 
schen Satz ableiten lüsst.' 





1 Vgl. meine Arbeit: Uber Beweise von Schnittpunktsätzen, Archiv der Math. 
Bd. 3, Heft 1. 
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V. Symbolischer Caleül und distributive Gesetze. 


19. Sind A, und 4, von einander verschieden, so gleicht unsere 
Operation der Multiplication: Es giebt zwei Elemente A die durch die 
Operation (LA) bei beliebigem Z in sich selbst übergehen. Wir legen 
daher A, das Zeichen co, A, das Zeichen o bei. B, 
Einheit und werde daher mit 1 bezeichnet. An Stelle der Verknüpfung 


(condos 1 re) 


spielt die Rolle der 


schreiben wir von nun an symbolisch 
P-- AB. 
Diese Operation ist associativ, aber nicht commutativ. 
20. Fallen A, und A, zusammen, so gleicht unsere Operation der 


Addition, D, der Null. Wir bezeichnen daher A, = A, mit dem Zeichen 
co, DB, mit o und schreiben für die Verknüpfung 


(co. «oo Ones GA eB) 


von nun an symbolisch 


S = A + B. 
Diese Operation ist associativ und commutativ. 


21. Wir führen jetzt auf einer Geraden diese beiden Verknüpfungen 
mit denselben Fixpunkten ein, also 


(co, o ; 1 P| A,B); P= AB, 
(09, G9 $05 SRPARUB); S = A+B 


Dann sind beide durch die distributiven Gesetze verbunden. Nach Satz 
V ist nàmlieh die Punktreihe 


GO. 0, d. ud ERES NUE 


) 
projektivisch zu den Punktreihen 


co, 0,.L, LA, DBELS DER 
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und 
eo 9 SAL Bins SE XJ. u, 
Da nun die Verknüpfung S = À + B den Punkt 1 nicht enthält, 
andererseits eine projektivische ist, folet aus 
i ap rdehe coco voi Are) 

sofort LS = LA + ZB, nümlich 

(Cory CO OS AEB) 
oder 

L(A + B) = LA + LB 


und analog 


(AE RYE =A DAE BL, 


VI. Der Ring aus 3 Verknüpfungen. 


22. Ein vollständiges Fünfeck V,V,V,V,V, schneidet mit seinen 10 
Seiten V;V, =v, eine Gerade a in 10 Punkten V; (6,k =1 bis 5). 
Zwischen diesen bestimmt es 5 Vierecksverknüpfungen {1}, {II} bis (Vj 
entsprechend den fünf Vierecken (I), (II) bis (V), die durch Weglassen 
einer Ecke, V,, V, bis V,, aus ihm gebildet werden kónnen. 





Z 
A 
Wo Zi FTN 
À I 
e SA 
A (| 4 
/ | 
vA X 
/ Y AE 
rd ^f 
7 LAM + 
x A \ 
HE | vol 
ET Om rn ea REED m 
A V Vale. alec Ks 
Fig. 6 


Die Verknüpfung (Vj bestimmt aus 5 beliebig angenommenen der 


Punkte V, (i,k — 1 bis 4) den sechsten. Nimmt man weiterhin V,, 
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und V,, beliebig an, so hat man die Geraden V,V, und V,V, (falls das 
Viereck (V) gezeichnet ist), und mit diesen die Ecke V.. Aus dem Viereck 
(LII) findet man sodann V,,; besteht umgekehrt die Verknüpfung {IIT}, 
so geht V,V, durch V,,. Endlich geht V,V, durch V,,, wenn die Ver- 
knüpfung {II} besteht. 

Allgemein wird also das Bestehen dreier der Verknüpfungen hin- 
reichend sein, damit die Punkte V; die Schnittpunkte eines vollständigen 
Fünfecks sind. Je zwei der fünf Verknüpfungen sind daher Consequenzen 
der dritten, in unserem speciellen Falle {I} und {LV} von {11}, XIII} und (Vj 

23. Wir betrachten nunmehr das specielle Fünfeck, welches entsteht, 
wenn V,,V,,V, in gerader Linie liegen. Unser Satz wird dann nicht 
mehr bedingungslos gelten, da die zwei Verknüpfungen {IV}{V} durch das 
Zusammenfallen der Punkte V,,, V,,, V,,, d. h. die Degeneration der 
Vierecke (IV), (V) bedeutungslos werden. Aber unsere specielle Schluss- 


DLE EROS N TR RS A 
QR ES I PIE S" 


Fig. 7. 


weise bleibt wörtlich gültig, und mit ihr die Folgerung, dass die Ver- 
knüpfung {1} eine Consequenz von {II} und (III) ist. Die diesen Ver- 
knüpfungen entsprechenden Vierecke degenerieren nicht. Aus einer kleinen 
Abänderung der Bezeichnung wird zugleich die Symmetrie der Beziehung 
zwischen (Ij, {II}, (III) klar werden. Wir nennen diese, durch ein spe- 
cielles Fünfeck vermittelte Beziehung zwischen drei Verknüpfungen einen 
Ring und sagen: die drei Verknüpfungen {1}, {11}, {III} bilden einen Ring. 
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24.- Wir andere die Bezeichnungen V, , V, in 8’, T; Vi V, LV, 
un PULSU SV ine go = Fe “in À: Ve or Tan 
) 45 12 23 31 41) 42) 43 


SS S OS, Veo. V. xum, T's Alsdann lantet unser Satz: 


) 53 

VIII. Von den drei Verknüpfungen 
COS Ee Sarai. SELL SES (On. ISSUE TS) 
ist jede eine Consequenz der beiden andern. 


Der Satz ist leicht direkt, ohne die allgemeine Betrachtung des § 22 
an der Figur 7 zu beweisen, und zwar ohne Anwendung von Schnittpunkt- 
sützen, rein formal, wie in der hier gegebenen Ableitung. 

Macht man die Substitutionen 

OREL BPS SS Big ig 0 
SINCE (prr par PIC, 


A3 





so nimmt Satz VIII die Gestalt an 
VIIL,. Die drei Verknüpfungen 
ARE MT EI Cour ANAL PAP CH BA Aas Cs PS B 
bilden einen Ring. 
Unter Verwendung der abgekürzten Bezeichnung des § 13: 
VIII,. Die Verknüpfungen 
(LZ Diner lata ee aca C BELLE 72» E (oro BR TE) 
bilden einen Ring. 
Nach Elimination von B, nach § 16: 
VIH,. Die Verknüpfung 
(4,, 2, 5 P, ;7P)5 €,, C,) st identisch mit P, = (C,(P:*)6,) 


(Transformation des dritten Fixpunktes). 


Der § 16 selbst enthält bereits in den Verknüpfungen 


(MY) B “K+ (WY), 


on 


(XM) = N 


) 
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einen Ring, der aus VIII, durch die Specialisierung P, = B, und die Sub- 
stitutionen 
PIN BAAR, 0. m: Ce 


1 


hervorgeht. Die Existenz des Elementes Y = (J4^") folgt also direkt aus 
Satz VIII, ohne die Betrachtungen des Abschnittes III. 

Anmerkung. Unter Beachtung dieser. Thatsache kann man das asso- 
ciative Gesetz aus Satz VIII ableiten. Ersetzt man, wie eben gezeigt 
war, die Verknüpfungen des § 14 


(A Aor Bray Basak C340 bezw aed pte Bi jes = Gh) 

durch 
(A, , 4); B, , BC PA) val Eee) 

und 

(Ai FA, D, CR Bey “bezwa (Ag eA. ERA CHINE) 
so folgt hieraus und aus 

(A, Aes By oP B,C) bezw. (AA SB) 
auf Grund des Satzes VIII! 

(A ASS HP CAC) bezw- (AT. APP) 


also P = P', da die Vierecksverknüpfung jedes Element aus den 5 andern 
eindeutig bestimmt. 


26. Die Eigenschaften des Ringes geben uns ein Mittel an die Hand, 
um aus einer Verknüpfung eine andere abzuleiten, in der zwei Elemente 
ein Paar bilden, die in der ersten getrennt waren. 

Es sei durch geeignete Permutationen bewirkt, dass die getrennten 
und zu vereinigenden Elemente an vierter und fünfter Stelle stehen. Sie 
seien mit A und B bezeichnet und unsere Verknüpfung laute 


(V, U; HB ABER) [2 (U AV 5A; B , .F)]. 


1 Man mache die Substitutionen 
LOUPE CRISIS ONIS MM MOI oul ~~ ON Rs PS SE TH ee 
A, AsO, B,, PH; Bi 0 eee V nae ee 
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Wir führen sie über in 
(E SABE. EN [-(U,V;A,B;E;F) 
nach VIII und durch die Substitution 


Q,R;S,S8', S"; T,T', T" 
PUB CARSBE AS 





als mittelste der Relationen VIII ergiebt sich: 
(eU Bo FU ASA) I (Ur Vadim FEES 


Aus den eingeklammerten Umschreibungen ersieht man leicht folgende 


Regel: 


IX. Um B mit A zusammenzubringen, lasse man das weder B noch 
A enthaltende Paar unverändert, vertausche B mit dem zu A gehörenden 
Element E und ersetze das letzte Element F durch eim neues F’, welches 
aus einer dritten Verknüpfung zu entnehmen ist. 

Diese wird so gebildet: Das von A und B freie Paar lasse man stehen; 
das zweite Paar entsteht durch Verdoppelung von A. Das dritte besteht aus 
denjenigen Elementen, die zuletzt übrig bleiben, wenn man die vertauschten 
Elemente (B und E) auch noch ausscheidet, — dass sind F und F'. 


27. Als Beispiel wählen wir nochmals die Auflösung der Gleichung 
B, = (C,C,) nach C,. 
Es ist in der Relation 
(4, , 4,; B,, B,; €, , C;) 


C, an die Stelle von B, zu bringen, da es mit B, ein Paar bilden soll. 


Wir vertauschen es mit B, und schreiben C; für C, (erste Hälfte der Regel): 
(A, 5344; By; €; B, €;). 


C; ergiebt sich, indem man À,, A, stehen lässt, D, verdoppelt, die ver- 
tauschten (B, und Cj) ausscheidet und die übrigbleibenden, — C, und C; 
— als drittes Paar wählt (zweite Hälfte der Regel): 


(49,143 ;-B; , By 5€: GH. 
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Dies sind die drei Relationen 


B,—(60) CG =(BC), (G0) = B,. 


VII. Coordinaten, Gleichung der Geraden. 


28. Projieiert man einen Punkt P der Ebene auf zwei verschiedenen 
Wegen auf dieselbe Gerade a, so sollen diese Projektionen X und Y die 
Coordinaten des Punktes heissen. Führt man auf a einen Calciil ein, so 
kann man nach der Relation fragen, die zwischen X und Y besteht, wenn 
sich P auf einer Geraden bewegt. 

Wir wählen als einfachste sich bietende Methode die direkte Projek- 
tion aus zwei verschiedenen Centren Z und //; SP treffe a in X, HP 
treffe sie in Y. Ausserdem sei der Schnitt von HZ mit a durch U be- 
zeichnet. Wenn X und Y nicht beide nach U fallen, ist P eindeutig 
bestimmt und liegt nicht auf ZH. Die Punkte von ZH müssen also vor- 
läufig als ausgeschlossen betrachtet werden. 








Fig. 8. 


29. Schneidet die Gerade PP, die a in A, und sind X,Y, die 


Coordinaten von P,, so folgt aus dem Viereck ZHPP, die Verknüpfung 


(U,A; X,, Y; Y,, X), 
die die notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist, dass P auf AP, liegt. 


Da allen diesen Verknüpfungen das Element U gemeinsam ist, em- 
pfiehlt es sich, dasselbe als Fixpunkt des: Caleüls zu wählen, am besten als 
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co, da dieser in der Addition und Multiplikation an erster Stelle steht, 
wührend die Rollen von o und 1 in beiden Operationen von Grund aus 
verschieden sind. 

Es handelt sich jetzt darum, die Verknüpfung 


(U, AK KR CY AX 


durch die speciellen unseres Caleüls, in dem die Elemente o und 1 irgend- 
wie angenommen seien, auszudrücken. ® 


30. Erster Fall: A falle nach o. Wir schreiben nach Satz VIII, 
sofort hin: 


BEDIENT 


wenn E = Y,X;! gesetzt wird. 

.Wie man sieht ist E die Y-Coordinate desjenigen Punktes, für den 
X in den Einheitspunkt fällt. Man hätte diesen Punkt als P 
können, wodurch die Verknüpfung sofort die Gestalt 


(SO Ont 4 Ye Br M oder X — EX 


, wählen 


angenommen hätte. 


31. Zweiter Fall: 4 falle nicht nach o. Die Y-Coordinate des- 
jenigen Punktes, für den X nach o fällt, sei N. Wir wählen diesen 
Punkt als P, und erhalten: 


(cor 24:10 ol” NX) 
Wir vertauschen nach Satz IX o mit A 
(1) (Comor Ar, ZEN, TX) 
und erhalten nach demselben Satz für Y': 
(2) (SS CINE, YN’, X). 
Für (1) schreiben wir nach VIII, 


EN ARE 





1 Fällt A nach co, so enthält man Y — N+ X; dies entspricht einer Festsetzung 
AT! =O im Endresultat. 
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und fiir (2) nach demselben Satz: 
Y= N— YX: 
Damit ergiebt sich nach Elimination von Y’: 
Y=(1— NA")X+N 
= EX+N fir E=1— NAT. 


Also ist die Gleichung der Geraden stets vom ersten Grade und die Coeffi- 


cienten stehen links von den Coordinaten. 





Fig. 9. 


32. Zieht man die Gerade Zo, projiciert P von co auf dieselbe nach 
Z und Z' von H nach Z auf a, so erhält man die projektive Verallge- 
meinerung des von Herrn Hırzerr benutzten, dem cartesischen analogen 
Systems. Zwischen Z, X, Y findet man aus dem Viereck Z’PZH sofort 
die Verknüpfung 
(COCOON 7) 
oder 


y =F EX. 
Danach wird die Gleichung der Geraden in X und Z 
Z+X= (1 — NAT)X+N, 
Z=EX+N fir E'=— NA" 


also wieder vom ersten Grade. 
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Hieran kann, fast mit den Worten des Herrn Hritperr, der Beweis 
angeschlossen werden, dass eine ebene Geometrie, in der die Sätze (I), (II), 
(III) gelten, als Teil einer räumlichen aufgefasst werden kann, in der die 
räumlichen Axiome der Verknüpfung in der bekannten Erweiterung durch 
ideale Elemente gültig sind, und in der es fünf Punkte giebt von denen 
keine 4 in einer Ebene liegen (cf. S 4). 


VIII Gleichung der Vierecksverknüpfung. 


33. Wir lösen noch die Aufgabe, mit Hülfe unseres Caleüls die 
Bedingung dafür aufzustellen, dass zwischen 6 Punkten die Verknüpfung 


(A,, A,; B, , B,; C,, C,) bestehe. Wir zeichnen ein Viereck ABCD, das 





A 


in gewohnter Weise die Verknüpfung ergiebt, wählen D als & und den 
Schnittpunkt von Zoo mit AB als H. Danach ergeben sich sofort 5 von 
den 6 Coordinaten der Punkte ABC. Nämlich: 


NT ais 2h67 
Rk, PC, 
My Ci. 


Um Y, zu finden, giebt es zwei Wege: Man stellt die Gleichungen 
der durch C gehenden Geraden a, und 5, auf: 


Y = E;X + N,, PEN, 
und wählt X — X,=C,. Die Vergleichung beider Ausdrücke für Y liefert 
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die notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz der Ver- 
knüpfung. 


34. «a, geht durch A,; für diesen Punkt ist X = Y = A, also 
A, = E, A, =F NS nj IX ACE (E, ER 1) A). 


Damit wird die Gleichung von a, zu 


peser Xon 


oder 
Y— X= (#, —1YX — 4,) = FAX — 4A). 
Setzt man hierin die Coordinaten von B ein, so erhält man für F, 
ER TE (B, P C,)(B, ED A)”, 
also 
Er (B, =; C,)(B, TE A,)"(C, TE À) 


und aus der Gleichung für b, folgt analog 
Fe Sr X, a zu (A, LESS C) (As = B) (C, = B;). 


Durch Gleichsetzen ergiebt sich die in jedem ihrer Elemente lineare Be- 
dingung 
(4; — C, (4, — B,) (CG, Sim B, XC, = eus n A, )(B, 77 = SI 
3s. Fällt einer der Punkte nach co, so hat man die beiden Fak- 
toren, in denen es auftritt, fortzulassen.' Fällt beispielsweise A, nach co, 


so kann man wieder D nach Z, zugleich aber auch A nach H legen. 
Dadurch wird 


X, = B,, x De C, Y, = C, 1% 


c 


= B, 





! Dies ist bei Zulässigkeit von Stetigkeitsbetrachtungen sofort klar. Der Ausdruck 
(As — CiX 42 = Bar = (1 == €i Ag Y(1 E P) 


geht für 4, — co in den Wert I über. 
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und die Gleichung der Geraden A,BC hat die Form 
Y —X = F(X — A)) 


aus der sich nach Einsetzen der speciellen Wertsysteme und Elimination 
von F' die Relation ergiebt 


(C, EL. B, (C, = "7 CB, En A,)(B, Ft GE > 


Fallen zwei Punkte nach co, so kann die Gleichung der Verknüpfung 
mittelst der Sätze VIII sofort hingeschrieben werden. 


36. Die Punkte einer Geraden bilden. unter Ausschluss des Punktes 
co ein complexes Zahlensystem im Sinne des Herrn Hinserr:' Es fehlen 
die Gesetze der Anordnung, der Stetigkeit und das commutative Gesetz 
der Multiplication. Die Rolle der beiden letzteren hat Herr HrirsERT 
durch seine » Nicht-Archimedische» und » Nicht-Pascalsche» Geometrie klar- 
gestellt. 

In der Geometrie der reinen Schnittpunktsätze (Geometrie der Lage 
im Sinne Srauprs) sind die Anordungssätze scheinbar unwesentlich: Aus 
den Lehrsätzen verschwinden sie nach der Einführung imaginärer Elemente 
gänzlich; bei den Beweisen sind sie nur hin und wieder notwendig. Auf 
ihre Bedeutung für diesen Zweig der Geometrie beabsichtige ich in einer 
zweiten Arbeit zurückzukommen. 


August 1901. 


1 Grundlagen der Geometrie, § 13. 
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UBER DIE BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DER DARSTELLUNG 
EINES EINDEUTIGEN ZWEIGES EINER MONOGENEN FUNCTION 
DURCH HERRN MITTAG-LEFFLER, DER METHODE DER MITTELWERTE 
DES HERRN BOREL UND DER TRANSFORMATION DES HERRN LINDELOF 


VON 


L. HANNI 


in WIEN. 


Es sei durch die Potenzreihe 


(2) F(a) = YL F%(a\e—ay, 


die innerhalb eines Kreises mit endlichem Radius convergiere, in einem 
gewissen Bereiche, der sich über den Convergenzkreis von (1) hinaus er- 
streckt, eine monogene Function F(x) definiert. Nach den bekannten 
Theoremen ! des Herrn MrrrAG-LEFFLER lässt sich innerhalb des zu den 
Elementen 


(2) Fa), FOG.) FOC, ... 


gehörigen Hauptsternes A der Functionszweig FA(x) auf verschiedene 
Arten durch Ausdrücke darstellen, in denen wie bei der heihe (r) ausser 
den Elementen (2) und den Potenzen von x—a nur noch Constanten 
vorkommen, die von den Elementen (2), von r und von a unabhängig 
sind. Mit diesen Darstellungen von FA(x) stehen nun die Darstellungen 
eines Functionszweiges, die man durch die Methode der Mittelwerte des 
Herrn BonEL und dureh die Transformation des Herrn E. LiwpELÓF er- 
halt, in engem Zusammenhange, wie wir im Folgenden zeigen werden, 


indem wir diese drei Methoden mit einander vergleichen. 





! Acta Mathem., Bd. 23, 24, 26. 
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I. 

An erster Stelle untersuchen wir, in welcher Beziehung die durch die 
Methode der Mittelwerte sich ergebende Darstellung eines eindeutigen 
Zweiges von F(x) zur Darstellung desselben durch Herrn MrrrTAG-LEFFLER 
steht. Dabei nehmen wir unter den verschiedenen Arten von Mittelwerten 


den sehr allgemeinen Fall, welchen Herr Boren in seiner Preisschrift ' 
angegeben hat. Ist 


=> a Fa) — ay, (v—0,1,2,...) 


so definiert hier Herr Boren als Mittelwert der Partialsummen 


CC CUN 


den Ausdruck 


(3) m, = lim AO AS DEE ER vhs Onl) Sats 
: re Det) OU) en ae 





wo die c,(£) Functionen von ¢ sind, die folgenden Bedingungen genügen: ? 


1) Sie sollen für 7 7 o nicht negativ werden und es soll für diese Werte 
von ? höchstens eine endliche Anzahl derselben verschwinden. 
2) Es soll in (3) der Nenner ¢g(¢) für t>o gleichmässig convergieren 
und lim ¢(¢) = + © sein. 
t=4+x 


Qu 0 eee : 5,41 (7 - 
3) Es soll für jeden beliebigen Wert von » lim - u e + co sein. 


{= 4o e(t) 





"Ann. de l'école norm., III ser., 16, (1899), p. 54. 

* Wie man ausgehend vom Begriffe des arithmetischen Mittels von n Grössen zur 
Einführung dieser allgemeinen Art von Mittelwerten gelangt, führt Herr Boren aus in 
den Lecons sur les séries diverg., chap. III. Hier gibt er zugleich auch eine etwas ein- 
fachere Definition eines Mittelwertes, indem er c,(t) = c,t" setzt und ausserdem nur 
noch annimmt, dass die erste und zweite der oben angeführten Bedingungen erfüllt 
seien. Doch kann in diesem Falle im allgemeinen auch die dritte Bedingung erfüllt 
werden, indem man nämlich die Art des Grenzüberganges lim f = + co entsprechend 
wühlt, so dass dann diese Art von Mittelwerten ebenfalls unter der im Texte definierten 
enthalten ist. 
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Der so definierte Ausdruck (3) hat nun die Higenschaft, dass er fiir 
alle Werte von x innerhalb des Convergenzkreises von (1) gleichmässig zum 
Grenzwerte I(x) convergiert, da in demselben für ein endliches 7 die Func- 
tionen c(t) , ¢,(#), ..., c,(f) wegen seines distributiven Charakters gleich 
Null gesetzt werden können, ohne seinen Grenzwert zu ändern und die 
Summen s,, s,,,,... für v>r sich sämmtlich dem Grenzwerte s der Reihe 
(1) beliebig nähern. Es kann aber auch der Fall eintreten, dass m, noch 
für Werte von x ausserhalb des Convergenzkreises von (1) convergiert und 
die Function F(a) darstellt. Da für die Verwendung der Methode der 
Mittelwerte zur Darstellung eines Functionszweiges nur dieser Fall in Be- 
tracht kommt, so können wir über die Functionen c,(f) noch folgende 
Annahme machen: 


4) Ist B ein einfach zusammenhängender Bereich, der ausser dem Ein- 
heitskreise wenigstens noch einen endlichen Bereich enthält, so 
sollen die c,(t) so beschaffen sein, dass der Mittelwert » der 
Partialsummen der Reihe 1 +x ++... in jedem beliebigen 
in B gelegenen Bereiche 5’ gleichmässig convergiert. 


Unter dieser Voraussetzung ist dann m, in P eine analytische Function 


à RE : I s 
von æ und es ist daher in diesem Bereiche om; == . Da sich nun 


ES 
mittels des Caucuy’schen Integrals die Transformation der Reihe (1) auf 
die der geometrischen Reihe zurückführen lässt, so ist diese letzte Vor- 
aussetzung über die Functionen c,(f) dazu hinreichend, dass auch ein ein- 
fach zusammenhüngender Bereich J£, existiert, der ausser dem Convergenz- 
kreise von (1) wenigstens noch einen endlichen Bereich enthült, und in 
dem m, = FE,(x) ist. 

Der so definierte Mittelwert m, ist somit eine Transformation der 
Potenzreihe (1) in einen Ausdruck mit grösserem Convergenzbereiche, wenn 
Functionen c,(f) existieren, die diesen Bedingungen genügen. Dass es 
wirklich solehe Functionen gibt, zeigt der bekannte von Herrn Borer aus- 

/ d : : 5 
führlich behandelte Fall c,(f£) = s (exponentielle Summation). 

Auf den Mittelwert m, kann man wieder denselben Prozess anwenden 
wie auf die Reihe (1) indem man ihn als Grenzwert einer Reihe von 


Functionen ansieht, deren Partialsummen 6,, 9, , ..., 6, ... 8O beschaffen 


28 L. Hanni. 
sind, dass lim e,— m, ist. Um in einfacher Weise eine solche Reihe zu 
v=+% 
erhalten, lassen wir in (3) den Parameter ¢ der Reihe nach die Werte 
(—0,1,2,... durchlaufen und bilden die Ausdrücke 
EEE ae aD Sa 
(ADs CAP) Sele oe ae Cn Ol oreo (v—0,1,2,.-) 





m,(v) = 


Den Grenzwert (3) kann man dann durch die Reihe 


(4) m,(o) + Y Im + 1) — m (v)] 

ersetzen, da diese Reihe zu demselben Grenzwert wie (3) convergiert und 
dasselbe Verhalten zeigt. Wenn nämlich (3) für alle Werte von x in 
jedem Bereiche E; gleichmässig zum Grenzwerte FE,(x) convergiert, so 
convergiert daselbst auch die Reihe (4) gleichmässig zu diesem Grenzwerte 
und umgekehrt. Durch Einführung der Reihe (4) erhalt man jetzt in 





: s 3 : 10%: 
derselben Weise wie Herr BonEL' in dem Falle, wo c(t) = Im ist, als 
zweiten Mittelwert der Summen s,, 5,, ..., $,, ... den Ausdruck 

ML e(t) m, (0) + TE estoy QU) m 93) Ee. 
: T OD) se Co) erp ooo ae 45)! meae 


Dieser Ausdruck zeigt wieder denselben Charakter wie der Mittelwert m,. 
Denn zwischen den o, und den Partialsummen einer Potenzreihe besteht 
kein wesentlicher Unterschied, und auch der Convergenzbereich E, kann 
unter sehr allgemeinen Bedingungen betreffs seines Randes auf das Innere 
eines Kreises conform abgebildet werden. Es folgt daher auch in diesem 


Falle ebenso wie bei m, aus der über die Functionen c,(£/) gemachten 


1 
Annahme 4), dass ein einfach zusammenhängender Bereich E, existiert, 
der in seinem Innern den Bereich Æ, enthält und in dem m, = F'E,(z) ist. 

Diese Methode, aus einem gegebenen Mittelwerte einen neuen ab- 
zuleiten, kann man beliebig fortsetzen und erhilt so folgende Kette von 


Mittelwerten 


‘Ann. de l'école norm., III ser., 16 (1899), p. 53. 
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learn. 
: ere et) +e(t)+...+ea(t) +... 





e (t) m,(O) + ¢,(t)m,(1) ste ate Oot )m,(v) +. 











m, = lim TE 
T eS UERSUM du e 
ee Ran e,(t)m,(0) + ¢,(t)m,(1) + ... + ¢,(t)m,(v) EE 
Er A Code aaa es ae. 
i sks de Posen 
m, — lim Co(t)an,—,(0) + malt) +... + o(t)miri(v) + ..- 
bees? BIKE DENS 


die eine Verallgemeinerung der von den Herrn Hörper ' und Crsàno* 
aufgestellten Kette ist. Jeder Mittelwert dieser Kette ist wieder von dem- 


selben Charakter wie der Mittelwert m,. Da man infolge dessen die 


Schliisse, welche bei der Einführung von m, und m, 


Functionen c,(f) gemachten Annahme 4) gezogen wurden, auch auf jeden 


aus der über die 


folgenden Mittelwert dieser Kette übertragen kann, so existiert eine Folge 
von einfach zusammenhängenden Bereichen Æ,, E,,..., E,,... von der 
Beschaffenheit, dass jeder Bereich E, (v — 1,2,...) im Innern des fol- 
genden Bereiches liegt und dass für alle Werte von x in demselben 
m, = FE,(x) ist 

Wollen wir diese durch die Methode der Mittelwerte erhaltene Dar- 
stellung eines Functionszweiges mit den von Herrn MrrrAG-LEFFLER ge- 
gebenen Darstellungen vergleichen, so haben wir zu untersuchen, ob sich 
ein beliebiger Mittelwert m, der Kette (5) auf eine derselben zurückführen 


! Mathem. Ann., Bd. 20, (1882), p. 535, ff. 
? Bull. des sciences mathem., 1890, p. 114, ff, 


30 L. Hanni. 


lässt, und ob die eben gemachten Annahmen dazu hinreichend sind, dass 


lim m 
n=-+o 


convergiert. 


n 


in dem ganzen zu den Elementen (2) gehörigen Hauptstern À 


Um zur Lósung dieser Aufgabe zu gelangen, stellen wir zuniichst m, 
durch folgende Doppelreihe dar 











es (t) | F(a) + FP? (a)(r— a) + Bre | 


ey(t) f ni (1) en. I Tv) / Le A 
2) ie (a) + F? (ax —a)+...+ pa (a)(x — a) | 


in der £ grösser sein soll als eine beliebig grosse positive Zahl M. Diese 
Doppelreihe convergiert für alle Werte von x, für welche m, convergiert, 
und es ist dann ihr Grenzwert gleich »,.  Bezeichnet nämlich 57? die 
Summe derjenigen Terme, welche den ersten s Zeilen und 7+ Colonnen 
dieser Doppelreihe angehóren, so besteht die Gleichung m, = lim ( lim SE 
s=+0 \r=+» 
nicht nur für 7 ==s, sondern sie bleibt wegen des distributiven Charakters 
von m, auch noch giltig wenn r und s verschiedene und. von einander 
unabhängige Werte annehmen. Daraus ergibt sich, dass S® auch zum 


Grenzwerte m, convergiert, wenn man 7 und s gleichzeitig und unab- 


hüngig von einander zum Grenzwerte + co übergehen lässt; es besteht 
somit für alle Werte von x, für welche m, convergiert, die Gleichung 
m, — lim 5/9. Es kann aber der Convergenzbereich von lim S auch nicht 


r,s=+® r,s=+% 
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grösser sein als der von m,, da aus der Convergenz dieser Doppelreihe 
wieder die Convergenz von m, folgt. Aus der Convergenz von m, folgt 
ferner, dass auch die einzelnen Colonnen dieser Doppelreihe convergieren. 
Da dann nach einem zuerst von Herrn O. SroLz aufgestellten Satze’ auch 
die Reihe der Colonnensumme zu demselben Grenzwerte wie die Doppel- 
reihe convergiert, so gilt für alle Werte von x, für welche m, convergiert, 


auch die Gleichung m, = lim (lim $7). Endlich kann der Convergenz- 
r=+o ‘s=+o 
bereich der Reihe der Colonnensummen dieser Doppelreihe nicht grósser 


sein als der Convergenzbereich von m,; denn wegen des distributiven Cha- 
rakters der Reihe der Colonnensummen ergibt sich in derselben Weise wie 
aus der Convergenz von m, wieder die Convergenz der Doppelreihe. Die 
Gleichung (3) geht somit durch diese Transformation über in die aqui- 
valente Gleichung 


(6) m, = lim SHOT Fol) — a): 





t=+o 1-9 be 
SS EU) à 4 N , 1 
wo Cue) — a(t) ist, und es ist auf diese Weise m, schon als Grenz- 
D SEL TET 
= 


wert eines Ausdruckes dargestellt, der von derselben Form ist wie der von 
Herrn MırrAG-LEFFLER in der I. note seiner Abhandlung für ein g,(c) 


aufgestellte Ausdruch > CFO (a)(x — ay. 


In derselben Weise kann man jetzt auch den als m, definierten Aus- 
druck transformieren. Berücksichtigt man, dass 


| 


m,(v) = (2) F(a) + c9 (y) FO (a)(x — a) + &(v) = FP(a)(x —a) + 


| W 


ist, so erhält man für m, die unendliche Doppelreihe 


1 Mathem. Ann., Bd. 24, (1884), p. 159; über die weitere Ausführung der 
Theorie der unendlichen Doppelreihen vgl. man: PRINGSHEIM, Sitzungsber. der baier. 
Akad., math.-phys. Cl. 1897, p. 101 ff, Mathem. Ann., Bd. 53, (1900), p. 289 
ff, Lonpon, ebenda, p. 322 ff. 
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(1) F(a) + (1) FO (a)(e—a) + P(1) 5 F(a)e—a)? +... 





Ve, =” un” —— 


(2) F(a) + e? (2) FO (a)(z — a) + (2 2) js E (aye — a)? +... 





im (0) F(a) + d (0) F9 (a) — a) + (0) „ F (a) — a)? +... 
À 


falls {> M ist. Durch dieselben Schlüsse wie bei der früheren Doppel- 
reihe ergibt sich auch hier wieder aus der Convergenz von m, die Con- 
vergenz der Doppelreihe (7) und ebenso ist der Convergenzbereich von (7) 
gleich dem von m,. Da ferner wegen der über die Functionen ¢,(¢) ge- 
machten Annahme 2) die einzelnen Colonnen von (7) sicher im Conver- 
genzbereiche von m, convergieren, so besteht für alle Werte von æ in 
diesem Bereiche wegen der Convergenz der Doppelreihe (7) auch die 
Gleichung 





5 l oo ex (0) ( a E po» N 
(8) min DIRT, (ax — a) 
— lim > e (t) — n — FO (a)(z — ay. 
t—R 19 


Endlich kann der Convergenzbereich des Ausdruckes auf der rechten Seite 
der letzten Gleichung nicht grósser sein als der von m,; denn aus der 
Convergenz der Reihe der Colonnensummen von (7) folgt wieder die Conver- 
genz der Doppelreihe. Da somit », durch den Ausdruck auf der rechten 
Seite von (8) ersetzt werden kann, so ist auch dieser Mittelwert dureh 
einen Grenzwert dargestellt, der dieselbe Form hat wie der eben für m, 
erhaltene Grenzwert (6). 
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Mit Hilfe der fiir m, erhaltenen Reihe (8) kann man nun auch m, 
in derselben Weise wie m, transformieren und so beliebig fortfahren. Hat 
man nämlich einen Mittelwert »& , durch den Grenzwert 


oo 


lim ce» E. FO (ax — ay 
ee a a a) 


dargestellt, so hat man, um auch m, durch einen Grenzwert von derselben 


Form darzustellen, nur in der Doppelreihe (7) die (y) 8 ge OP» 2 ) 


ui = 
durch cf (u) zu ersetzen. Dadurch erhält man wieder eine unendliche 
Doppelreihe von derselben Form wie (7) und es ergibt sich durch Wieder- 
holung der früheren Schlüsse, dass ihr Grenzwert m, dem Grenzwert der 
Reihe ihrer Colonnensummen gleich ist und ihr Convergenzbereich mit dem 
von m, identisch ist. Durch diese successive Umformung der Mittelwerte 
der Kette (5) erhält man somit ebenso wie für m, und m, auch für jeden 
folgenden Mittelwert eine Darstellung von der Form 


(9) m, — lim et) a F'?(a)(y — ay . 


Vertauscht man nun in dem Ausdrucke auf der rechten Seite von 
(9) das Summenzeichen und das lim-Zeichen mit einander und setzt man 


lim c(t) = c, so geht derselbe in die unendliche Reihe 
t— + © 


wo 


D dp F%(a)(e— a) 
res a 
über, deren Glieder von derselben Form sind wie die der Polynome g, (x). 
Diese Vertauschung des Summenzeichens und des lim-Zeichens ist wirklich 
gestattet, da dadurch weder der Grenzwert noch der Convergenzbereich 
von (9) geändert wird. Es bleibt nämlich der zweifache Grenzwert (9), 
da in demselben ¢ und À von einander unabhängig sind, unverändert, 
wenn man / und À unabhängig von einander zur Grenze + co übergehen 
lässt und somit convergiert auch der Ausdruck 


v 

= n) I (A) \ ) 

(10) lim VY (t) — F?(a)(x — a) 
ty=+o 1-0 |^ 


für alle Werte von x, für welche (9) convergiert, zum Grenzwerte m,. 


Ala mathematica. 29. Imprimé le 4 août 1904. 5 


34 L. Hanni. 


. fin Li 
Wegen der Convergenz von lim e(t) FO (alla — «y ergibt sich daraus 
t= + 


schon, dass für ¢ Jerte von im Geltunesbereiche von die Gleich- 
chon, dass für alle Werte von x Geltunegsl J m, die Gleich 


ung besteht 


j AE oe 1 : - Een 
lim c®(t) — F?(a)r—a)-— lim Y(t) — FO (a) — a) 
YES te [À Wong [À 


und daher 


eo 


(11) M, = Y FO (a)(x — a) 
2=0 [= 
ist. Da ebenso umgekehrt aus der Convergenz der Reihe auf der rechten 
Seite von (11) die Convergenz von (10) und aus der Convergenz von (10) 
wieder die des Ausdruckes (9) folgt, so kann der Convergenzbereich der 
Reihe (11) auch nicht grösser sein als der von m, und es darf somit die 
Gleichung (9) durch die Gleichung (11) ersetzt werden. 

Nachdem so durch die Verwandlung in eine unendliche Doppelreihe 
ein Mittelwert m, (n—1,2,3,...) der Kette (5) in die Reihe (11) 
transformiert worden ist, kann man die durch die Methode der Mittelwerte 
sich ergebende Darstellung eines eindeutigen Funetionszweiges FE,(x) 
jetzt unmittelbar auf dieselbe Form bringen, welche die von Herrn Mrrrac- 
L£errter in der I. note seiner Abhandlung durch den Grenzwert eines 
Polynoms 9,(x) erhaltene Darstellung eines Functionszweiges FX (x) hat. 


Setzt man nämlich 


Yn 


Larne 
2) > (a)(x — a)‘, 
fec ou 
so kann man in derselben Weise wie Herr MirrAG-LEFFLER in dieser note 
Zahlen N, 


x im Bereiche E, aus der Gleichung (11) die Ungleichung folgt 


von solcher Beschaffenheit bestimmen, dass für alle Werte von 


| FE, (x) — f,(x)| SE, Veen: (n=1, 2,3; ...) 


Diese Ausdrücke f,(z), auf welche jetzt die Mittelwerte (5) zurückgeführt 
sind, unterscheiden sich von den Polynomen g,(r) nur noch durch die 
Form der von den Elementen (2), von æ und von a unabhängigen Con- 


s(n) 


stanten co”. Doch ist dieser Unterschied zwischen den f,(r) und g,(x) 
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insofern nicht mehr ein wesentlicher, als auch die /,(x) durch die in der 
I. note der Abhandlung des Herrn MirrAG-LEFFLER angegebene Methode 
erhalten werden können. Wie Herr MrrrAG-LEFFLER bemerkt,' lassen sich 
nämlich durch diese Methode ausser den g,(x) noch beliebig viele andere 
Polynome angeben, welche denselben Bedingungen wie die g,(x) genügen 
und sich von diesen wie die f,(æ) nur dureh die Form der Constanten 
c” unterscheiden. Es ist somit die durch die Methode der Mittelwerte 
sich ergebende Darstellung eines Functionszweiges nicht nur von derselben 
äusseren Form wie die durch die 7,(x) des Herrn MrrrAc-LrrrrER, sondern 
man kann sogar zu den Ausdrücken (5) anstatt durch die Methode der 
Mittelwerte auch durch die in der I. note verwendete Methode des Herrn 
MirTAG-LEFFLER gelangen. 

Die Methode der Mittelwerte steht ferner auch in enger Beziehung 
zu der in der II. note des Herrn MirrAG-LEFFLER angegebenen Darstellung 
eines Functionszweiges. Die als Mittelwerte definierten Ausdrücke (5) kann 
man nämlich auch durch n-fach unendliche Reihen darstellen, welche ana- 
loge Eigenschaften besitzen wie die von Herrn MrrrAc-LrrrLER in dieser 


C 

note zur Darstellung eines Functionszweiges FA «) (a) verwendeten n-fach 
unendlichen Reihen. Zu dieser Darstellung der Ausdrücke (5) gelangt man, 
wenn man den Ausdruck auf der rechten Seite von (9) in der Form schreibt 


mi: Eco ea I X) 1) Cy, (i) Ca (Aeon CA (An) 
m, — lim pi ae a à TE F?»(a)(x — a)" NDA UI CS TEA 


tern À 0 Ang, |! 











Da man auch hier das lim-Zeichen unter die Summenzeichen setzen kann, 
so erhält man für m, die an + 1-fach unendliche Reihe 


oo 





\ (n A) NY 
L2 ASS > E > e EV (a )(a — a) (121,3, 3,...) 
(12) aoa oso nea Mae (a) 
wo 
(n) lim I ex, (t) €) iia (An) 
C = = HR 
en I3es IA, g(t) (An) 


ist. Diese » + 1-fach unendlichen Reihen sind nun schon denen des Herrn 
MrrrAG-LErFLER analog. Denn zunächst haben die Reihen (12) gleich den 





1 Acta mathem., Bd. 23, p. 60. 
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genannten die Eigenschaft, dass für alle Werte von z, für welche m 


n 


gleichmässig convergiert, auch die einzelnen Reihen 


e FO» (@)(a — a)" 


"n Mig... Ant) 


TA aS = » 


angi 


oc 
RS E m TAE 
An=9 


IR = 2 f, 


- 
f= 2h, 
eleichmässig convergieren, so dass nach der Definition des Herrn Mrrrac- 
LErrLER! für diese Werte von x auch die einem Mittelwerte m, ent- 
sprechende n + 1-fach unendliche Reihe (12) gleichmässig convergiert. 
Während ferner eine Reihe (12) bei dieser Art der Summation für alle 
Werte von æ im Convergenzbereiche von m, convergiert, kann man sie 
ebenso wie die n-fach unendlichen Reihen MrrrAG-LErrLEn's auch in solcher 
Weise summieren, dass sie nur innerhalb des Convergenzkreises der Reihe 
(1) eonvergiert. Sodann treten in den # + 1-fach unendlichen Reihen (12) 
ausser den Elementen (2) und den Potenzen von x — a in derselben Weise 
wie bei den Reihen des Herrn MrrraAc-LEFFLER nur noch Constanten 
nu auf, die von den Elementen (2), von z und von a unabhängig 
sind. Endlich enthält zufolge der über die Functionen c,(/) gemachten 
Annahme 4) der Convergenzbereich einer # + ı-fach unendlichen Reihe 
den Convergenzbereich der dem vorhergehenden Mittelwerte m,_, ent- 
sprechenden »-fach unendlichen Reihe als Theilbereich. Somit unterscheiden 
sich die »--1-faeh unendlichen Reihen (12) von denen des Herrn Mrrrac- 
LErrFLER nur dadurch, dass die Constanten 655, ;,,, von den in den letzteren 
Reihen auftretenden Constanten ¢,,,.,, verschieden sind und infolge dessen 
auch die Convergenzbereiche der Reihen (12) nicht dieselben Eigenschaften 
besitzen wie die von Herrn MrrrAG-LzrrLER in der II. note definierten 





! Acta mathem., Bd. 24, p. 189. 
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1 

Bereiche Als) Da sich aber auch durch die Methode der II. note ausser 
den dort von Herrn MirraAG-LEFFLER eingeführten n-fach unendlichen 
Reihen noch beliebig viele andere Arten von n-fach unendlichen Reihen 
angeben lassen, die sich von denen MirraG-LEFFLER’s wie die Reihen (12) 
nur durch die Form der darin auftretenden Constanten unterscheiden, so 
ist die zwischen den #-fach unendlichen Reihen (12) und denen Mrrrac- 
LrrrLER's bestehende Analogie schon dazu hinreichend, dass die Reihen 
(12) auch durch die Methode der II. note erhalten werden können. Dar- 
aus folgt, dass man zu den Ausdrücken (5) anstatt durch die Methode 
der Mittelwerte auch dadurch gelangen kann, dass man von den Eigen- 
schaften der n-fach unendlichen Reihen ausgeht. 


Dieses dureh die Transformation der Ausdrücke (5) erhaltene Resultat, 
dass man zu den Mittelwerten (5) auch durch die von Herrn Mirrac- 
LrrrFLER in der I und II note seiner Abhandlung angegebenen elementaren 
Methoden gelangen kann, bietet einerseits eine Ergünzung zum § 2 der 
IV note dieser Abhandlung, wo Herr MırraG-LEFFLER zu Herrn Boret’s 
limite généralisée der Folge 5,,5,,..., $,,... kommt, indem er vom 
Caucuy’schen Integral ausgeht. Andererseits ist dasselbe von besonderer 
Bedeutung für die weitere Ausbildung der Theorie der Mittelwerte. Es 
ergibt sich nämlich durch diese Zurückführung der Mittelwerte auf Poly- 


"n 
nome von der Form > eo z F®%(a)(x — a) und auf n-fach unendliche 
v=0 [= 

Reihen von demselben Typus wie die des Herrn MrrrAc-LrrrLEn die 
Eigenschaft der Mittelwerte, dass sie ausserhalb des Convergenzkreises der 
Reihe (1) die Function F(x) darstellen können, als eine Folge davon, dass 
diese viel allgemeineren Ausdrücke dieselbe Eigenschaft besitzen, und findet 
so darin gewissermassen ihre Erklürung. Zugleich bietet sich dadurch, dass 
man die Mittelwerte als speciellen Fall dieser allgemeineren Ausdrücke 
auffasst, auch die Möglichkeit, die Methode der Mittelwerte zu vervoll- 
kommnen. 


Dass eine Vervollkommnung dieser Methode wirklich wünschenswert 
ist, findet man schon, wenn man untersucht, ob die im Anfange gemachten 
Annahmen dazu hinreichend sind, dass lim m, innerhalb des ganzen zu 


n= + co 


den Elementen (2) gehörigen Hauptsternes A convergiere. Dabei ergibt 
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sich nümlich, dass die Methode der Mittelwerte nicht denselben Grad von 
Allgemeinheit besitzt wie die Methoden des Herrn MırrAG-LEFFLER. Denn 
daraus, dass der einem Mittelwerte m, entsprechende Bereich E, den Be- 
reich E, , in seinem Innern enthält und die für m, gefundene Reihe (11) 
von derselben Form ist wie die Polynome g,(#), welche die Eigenschaft 
haben, dass lim g,(æ) innerhalb A convergiert, folgt noch nicht, dass lim m, 


n=+o0 n=+» 


innerhalb des ganzen zu den Elementen (2) gehörigen Hauptsterns 4 con- 
vergiert. Um dies zu zeigen, hat man nur in (5) 


v 


CAL) = “und F(a)=1+4¢+4+27+... 




















|v 
zu setzen. Man erhält dann für m,, m,,m,,... die Werte 
& 
> v 2 : I et{z—1) 
m =lim et? ) (4-5 +... +2) = lim | — | 
2 tthe c= 0 lv (drei dn gx 
2 
x tv’ I er(z—V) : I ei(e1—1) 
m; — lame NE . | = — irm | | 
Free = |. ATL I ole a — qm ET 
3 = ty I ei Ns i I ge 193) 
m, — him er » | e | — in — = 
POT vm lv I—@ I—@ aun Li See I— € 


Setzt man z — £-F xi, so sind die Convergenzbereiche £, , IE, Ei ua 
dieser Mittelwerte bestimmt durch die Ungleichungen 


ET 
EeTCosn<I 


Q^ 1097-3 cos (sin y) < 1 
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Zufolge der ersten Ungleichung ist der Convergenzbereich von m, jener 
Theil der Ebene, welcher links von der im Punkte x — + 1 auf die reelle 
Achse gezogenen Normalen liegt. Die zweite Ungleichung ist zunüchst 
wieder erfüllt für E< 1. Sie ist ferner erfüllt für alle Werte von 2 HS 
welche cosy negativ ist, also für 


2km + <n < 2kn > k=o,+1 


: E dee 


c obo 


Diese Werte von z liegen in Streifen von der Breite z, welche parallel 
zur reellen Achse in Zwischenräumen S, von der Breite x ins Unendliche 
verlaufen. Endlich ist die zweite Ungleichung noch erfüllt für solche 
Werte von x, für welche S2 ist und cosy zwar positiv, aber genügend 
klein ist. Diese Werte von x liegen in den Zwischenräumen S, auf der 
äusseren Seite der Curven &*c0os» = 1, welche die im Punkte = +1 
auf die reelle Achse errichtete Normale in den Punkten 


B = 2kz, SONG Ti eem pas c 


berühren und die Grenzgeraden der Zwischenräume S, zu Asymptoten 
haben. Ebenso wie in der zweiten Ungleichung lässt sich auch in den 
folgenden Ungleichungen die linke Seite in zwei Factoren zerlegen, von 
denen der erste für alle Werte von z, für welche die vorhergehende Un- 
gleichung erfüllt ist, kleiner ist als Eins, wührend der andere ein Cosinus 
ist. In diesen Ungleichungen zeigt somit der erste Factor dasselbe Ver- 
halten wie &'' in der zweiten Ungleichung; dagegen unterscheidet sich 
in denselben der aus dem Cosinus bestehende Factor von dem in der zweiten 
Ungleichung auftretenden analogen Factor cosy dadurch, dass er nicht mehr 
negativ werden kann. Infolge dessen bleibt unter den eben gemachten 
Annahmen durch die Bildung der Mittelwerte »,, m,,..., m,, die Ver 
grösserung des Convergenzbereiches darauf beschränkt, dass in jedem 
Zwischenraume S, an Stelle der Grenzeurve des Bereiches Æ, (v > 2) eine 
andere Grenzeurve tritt, die zwar innerhalb des von der Grenzeurve des 
vorhergehenden Bereiches eingeschlossenen Gebietes liegt, aber zugleich die 
im Punkte z — + 1 auf die reelle Achse errichtete Normale im Punkte 
7 = 2kz berührt und sich in ihrem weiteren Verlaufe wieder den beiden 
Grenzgeraden von S, nühert. Da der zu den Elementen 1,/|2,/|3,..., 9... 
gehórige Hauptstern A aus der ganzen Ebene mit Ausschluss des Theiles 
(+1, + co) der reellen Achse besteht, so convergiert daher der Grenzwert 
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lim m,, den man durch fortgesetzte Anwendung dieser Art von Mittel- 


n=+o 

bildung auf die Partialsummen der geometrischen Reihe erhalt, nur in 
einem Theilbereiche des zu diesen Elementen gehörigen Hauptsterns. Wie 
dieses einfache Beispiel zeigt, sind also die im Anfange dieses Paragraphen 
über die Functionen c,(f) gemachten Annahmen noch nicht dazu hin- 
reichend, dass man durch Anwendung der Mittelbildung auf die Partial- 
summen $,,5,, $,,..., S,, ... der Reihe (1) zu einem Ausdrucke gelangt, 
der im ganzen zu den Elementen (2) gehörigen Hauptsterne A convergiert. 


a 
' 

Ebenso wie die Methode der Mittelwerte steht auch die Transforma- 
tion des Herrn LixpELOF! mit den Methoden des Herrn MrrrAc-LEFFLER 
dadureh in enger Beziehung, dass man zu der Darstellung des Functions- 
zweiges FA(x), die man durch diese Transformation erhält, auch von dem 
Gesichtspunkte aus gelangen kann, von welchem Herr MrrrAG-LEFFLER in 
der II note seiner Abhandlung ausgeht. Bevor wir jedoch dies nach- 
weisen, wollen wir das zu diesem Beweise Nothwendige aus der Arbeit 
des Herrn LiwpELOrF hier anführen. 

Wie Herr MirrAG-LrrFLER setzt auch Herr LiwpELOF voraus, dass 
die Function Z(z) durch die Reihe (1) und deren analytische Fortsetzung 
definiert sei. Um diese durch die Elemente (2) bestimmte Function in 
einem einfach zusammenhüngenden Gebiete 7', innerhalb dessen sie überall 
regulär ist, durch einen expliciten Ausdruck darzustellen, verwendet er die 
conforme Abbildung. Nach dem Diricater'schen Princip existiert nämlich 
unter sehr allgemeinen Bedingungen betreffs des Randes von 7 eine ana- 
lytische Function t= (a), durch welche der Bereich 7' conform auf den 
Kreis |?| X 1 abgebildet wird. Diese Function g(a) ist dann im Innern 
von T regulär, und ebenso ist auch die umgekehrte Function x = d(t) 
regulir im Innern des Kreises |/|« 1. Ordnet man dem Punkte «=a 
den Punkt / — o zu, so erhält man daher in der Umgebung des Punktes 
Lo Tür % 





a eine Reihe von der Form 


(13) e—a=at+al’+.... 


! Acta soc. scient. Fennicae, tom. 24. 
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Indem nun Herr LiwpELÓr diesen für æ— « erhaltenen Ausdruck in die 
Reihe (1) einsetzt und dann die auf diese Weise sich ergebende Reihe 
nach Potenzen von ¢ ordnet, erhält er für F(x) eine Reihe von der Form 


(14) Fa) = 8, + Be(x) + Ale) + Alea) + …, 


die innerhalb des Bereiches 7' convergiert. Da nun der zu den Elementen 
(2) gehörige Hauptstern A ein Bereich 7’ ist, so kann man, falls der Bereich 
A conform auf einen Kreis abgebildet werden kann, durch diese Trans- 
formation auch eine Darstellung des Functionszweiges FA(x) erhalten. 

Der oben angegebene Zusammenhang der Transformation des Herrn 
LispeLör mit den Methoden des Herrn MrrrAG-LErrLER ergibt sich nun 
daraus, dass man zur Einführung dieser "Transformation auch gelangen 
kann, indem man von den Eigenschaften der unendlichen Doppelreihen 
ausgeht. Diese kónnen niimlich noch convergieren, ohne dass eine einzige 
Zeile oder Colonne convergiert; ferner kónnen ausser der Doppelreihe z. B. 
auch die einzelnen Colonnen convergieren, wührend die Zeilen divergieren. 
Indem sich aus diesen Eigenschaften der unendlichen Doppelreihen die 
Móglichkeit ergibt, eine Potenzreihe in eine unendliche Doppelreihe zu 
verwandeln, in der die einzelnen Zeilen z. B. nur innerhalb des Conver- 
genzkreises der gegebenen Potenzreihe, die Colonnen aber und die Doppel- 
reihe selbst ausserdem noch in einem gewissen Bereiche ausserhalb dieses 
Convergenzkreises convergieren, erscheint die Vervandlung einer Potenz- 
reihe in eine solehe unendliche Doppelreihe als ein geeignetes Mittel, um 
jene in einen Ausdruck mit grósserem Geltungsbereich zu transformieren. 
Unter den vielen móglichen Arten, eine Potenzreihe (1) in eine Doppel- 
reihe mit grósserem Convergenzbereiche zu verwandeln, ist die sehr nahe- 
liegend, eine solehe Doppelreihe dadurch herzustellen, dass man x als 
Function einer neuen Veründerlichen darstellt. Denn setzt man wie vorhin 
4pm e(t), so dass wieder für genügend kleine Werte von ¢ die Gleichung 
(13) besteht, so geht die Reihe (1) in die Doppelreihe über 


F(a) + F?(a)a,t + F?(a)a,t* + FO(a)ast +... 
I 


RSS ig fests 
ie F®(a)ait? + — F(a) 2a,a,t° +... 
aa = 


Ts ex ie 
- F9(a)ait? +... 
2 
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welche schon den Bedingungen geniigt, unter denen man durch die Ver- 
wandlung einer Potenzreihe in eine unendliche Doppelreihe zu einem Aus- 
drucke mit grósserem Geltungsbereiche gelangt. Da nämlich die Reihe 
der Colonnensummen dieser Doppelreihe mit der Reihe auf der rechten 
Seite von (14) identisch ist, so convergieren ihre Colonnen und die Reihe 
ihrer Colonnensummen innerhalb des Bereiches 7, während dies bei den 
Zeilen und bei der Reihe der Zeilensummen nicht mehr der Fall ist. 
Ausserdem folgt nach einem Satze des Herrn Srorz aus der Convergenz 
der Reihe der Colonnensummen dieser Doppelreihe, dass auch die Doppel- 
reihe innerhalb 7' convergiert. Somit kann man zur Gleichung (14) auch 
gelangen, indem man davon ausgeht, dass eine unendliche Doppelreihe und 
die Reihe ihrer Colonnensummen noch convergieren kónnen, ohne dass ihre 
Zeilen convergieren. Da die Doppelreihen dieser Art ein specieller Fall 
der n-fach unendlichen Reihen MirraAG-LEFFLEW's sind, so ist dadurch zu- 
gleich nachgewiesen, dass man die durch die Transformation des Herrn 
LixpELÓF sich ergebende Darstellung eines Functionszweiges auch durch 
dasselbe Princip erhält, von dem Herr MrrrAG-LErrFLER in der II note 
seiner Abhandlung ausgeht. 


FRE: 


Schon zufolge der bisher erhaltenen Resultate stehen auch die durch 
die Methode der Mittelwerte und durch die Transformation des Herrn 
LINDELÜF sich ergebenden Darstellungen eines Functionszweiges dadurch 
zu einander in Beziehung, dass man zu denselben durch Anwendung des- 
selben Princips gelangen kann. Ebenso wie die Transformation des Herrn 
LinpeLor kann man nämlich auch den Mittelwert der Partialsummen s 


= 
s,, $,,... und allgemein den Mittelwert der Ausdrücke m,(a) (v= 1, 2, 
3,...; 4=0,1,2,...) einführen, indem man von den Eigenschaften 


der unendlichen Doppelreihen ausgeht; denn auch die Doppelreihen (6) 
und (8) und die der letzteren analogen Doppelreihen, welche den Mittel- 
werten m,, m,,... entsprechen, haben die Eigenschaft, dass sie und die 
Reihen ihrer Colonnensummen noch in einem gewissen Bereiche ausserhalb 


des Convergenzbereiches der Reihe ihrer Zeilensummen convergieren. Man 


' Mathem. Annalen, Bd. 24, (1884), p. 169. 
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kann aber die durch .die Methode der Mittelwerte und die durch die Me- 


thode des Herrn LINDELÜF sich ergebenden Darstellungen eines Functions- 
zweiges nicht nur durch Anwendung desselben Princips erhalten, sondern 


: : i 
man kann zur Gleichung (14) in dem Falle, wo «—«a — DG und daher 
29 =>} B , : 
RUIT ET ist (Eurer'sche Formel), und zu den Mittelwerten m,, m,, ... 


sogar durch denselben Prozess gelangen. Dieser Prozess besteht in der 
successiven Anwendung der Identitüt 


a+nè a tn 


(15) © e6)A40) = gland) patna — p(a)bla) — X 94-3) Ae), 
welche Herr Mankorr als die Formel der partiellen Summation bezeichnet. ' 
Doch schreiben wir im Folgenden die Potenzreihe (1) immer in der Form 


- 


oo 
La,z’, da sonst einige Ausdrücke wegen der darin auftretenden Diffe- 
v=0 > 


renzen ziemlich schwerfällig würden. 
Um die Euter’sche Formel durch successive Anwendung der Identität 


. / 2 
(15) zu erhalten, hat man in derselben a — 1, d=1, d(») = cem und 


daher Ad(v) = z' zu setzen. 
Es ergibt sich dann aus derselben die Formel 


n 2 
zZ Z 


gx) roi 2 Ae»). 








226 (») — 


v=1 T2 


Wendet man nun diese Identitit auf die Summen 


n 
Dmm X AS. bts yaa" a, 
= y= 





* Differenzenrechnung, übers. v. FRIESENDORFF u. PRÜMM, 1896, p. 101. — Uber 
diese Beziehung der Methode der Mittelwerte zur Eurer’schen Formel und die daraus 
sich ergebende Verwandlung der Mittelwerte (5) in n-fach unendliche Reihen Mirrac- 
LEFFLERS vergleiche man auch die Aufsätze des Verfassers: Über Borel’s Verallge- 
meinerung des Grenzbegriffes, Monatshefte f. Math. u. Phys., XII, 1901; Zurück- 
führung der allgemeinen Mittelbildung Borels auf Mittag-Leffler’s n-fach unendliche Reihen, 
ebenda, XIV, 1903. 
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an, indem man der Reihe nach ¢(y) gleich a,, Aa,,..., A" a, setzt, so 
erhält man ein System von m Gleichungen, aus dem sich ergibt ' 





; Er » ur 2 A chis 2 mis es m 
(16) ee = a, + » ) A yo 4 (+) Sz AN, 


I — 3% — 
v=1 x y= 


=P gta 
Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung convergiert nun, 


wenn m und n genügend gross genommen werden, für alle Werte von x, 
fiir welche die Reihe 








(17) F(x)= a, + a,(, =) + Aa,(, ++ ANE (- 


TE 


Jae 


/ 


convergiert, und nur für diese Werte von æ und sein Grenzwert ist gleich 
dem Grenzwerte dieser Reihe. Um dies zu zeigen, stellen wir die rechte 
Seite von (16) durch folgende Doppelreihe dar 


1 Marxorr, ebenda, p. 180 u. 102. — In derselben Weise wie bei dem im 


: : at 
Texte behandelten Falle kann man auch in dem etwas allgemeineren Falle, wo z = — 


IPS 





und daher f — ist, falls @ eine positive reelle Grösse bezeichnet, durch Anwendung 


CF: 
der Formel der partiellen Summation zur Gleichung (14) gelangen. Durch diese Sub- 
stitution erhält man nämlich für F(x) die Darstellung 


zZ z : 2 2 M? 
Bie) =a, + ad ce Aral) Sr Aral = ct 
a — 2 Ge i ro 


y ME 
Aya Se eo (jee. + (27 "deam soo a (] tas 


ist. Man hat daher, um zu dieser Darstellung durch Anwendung der Formel der par- 
tiellen Summation zu gelangen, nur zu beachten, dass 


oc E oo 

FANG NA TRE 
‘ O2 > aya’|—} = ) ays” ast. 
—— — a 


— 
yf v=x0 v=0 
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ape = (t) ir) E. 
Foam [zAa, +2’Aa, +... 3-2" ^a,] — - 





a 
Ale 


Tn — 


3 





Eme 








P+Q+R= 


3 


zZ 


ele 


a (=) GG] 


) [zAa,+2’Aa, +... +2"Aa,,,] — 


M— 


=) [A a, +2 Aa, +...+Aa,,;] — 
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+2) 


"a n 





CS) 
n+1 Aan 
1— 2)? 





a m I 


<3) jr (== ) [2A a, +2’ Aa, , 4 - e. whe GS eee | 


grtm— FAT la, 


(I—z gy tm 


Lässt man in dieser Doppelreihe m und » unabhängig von einander zur 
Grenze + co übergehen, so ist sie äquivalent der dem Ausdrucke P ent- 


sprechenden Doppelreihe 





d, eG Era er 








ro =) = 
af (i5) + 
«|i | +.. 
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die nach dem Früheren für alle Werte von z, für welche die Reihe (17) 
convergiert, zu demselben Grenzwert wie diese Reihe convergiert. Denn 
zunächst ergibt sich, dass für alle Werte von x im Convergenzbereiche 
von (19) der dem Ausdruck @ entsprechende Theil der Doppelreihe (18) 
zum Grenzwerte Null convergiert. Für diese Werte von z ist nämlich 





falls m > g, , 1n 9, ist. Verwandelt man dieses Restglied in die Doppelreihe 


lr 2.) Aral, = "us (, 2) +. Le Ses eed 
ara) ++ C2) 4] 




















\ 





so sieht man, dass der Grenzwert dieser Doppelreihe auch gleich ist dem 
Grenzwerte lim Q. Daher ist für alle Werte von x, für welche die 


m,n- c 


Doppelreihe (19) convergiert lim Q9 — o, und es convergiert somit für 


m,n= 0 
diese Werte von x auch der dem Ausdrucke @ entsprechende Theil der 
Doppelreihe (18) zum Grenzwerte Null. Ferner convergiert bei geniigend 
grossem n der Ausdruck À für alle Werte von x innerhalb des Conver- 
genzbereiches der Reihe (17) zum Grenzwerte Null; denn derselbe entsteht 
durch Anwendung der Eurer’schen Transformation auf das Restglied 


2" (a,2 + Angie? +...). 


Es convergiert daher für alle Werte von x, für welche die Doppelreihe 
(19) convergiert, auch die Doppelreihe (18) zu demselben Grenzwerte wie 
(19). Endlich folgt umgekehrt aus der Convergenz der Doppelreihe (18) 


- 
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auch die Convergenz von (19), da dann der den Termen ( und R ent- 
sprechende Theil der Doppelreihe (19) als Restglied derselben zum Grenz- 
wert Null convergiert. Es ist somit die durch Anwendung der partiellen 
Summation entstehende Doppelreihe (18) der durch Substitution sich er- 
gebenden Doppelreihe (19) äquivalent, und man kann daher die Eurer'sche 
Formel auch durch Anwendung der partiellen Summation erhalten. 

Um in analoger Weise mittels der Formel der partiellen Summation 
auch zu den Mittelwerten m, , m,,...,m,,... zu gelangen, führen wir 
Functionen 7,(f) ein, von denen wir vorläufig nur voraussetzen, dass für 
jedes beliebige ganzzahlige positive r, — limr = + co nieht ausgeschlos- 


: (E) = s ^ . 1 
sen —, lim = gleichmässig zum Grenzwert Null convergiere. Zufolge 
t=+o 


dieser Voraussetzung ist dann 


im ———— 
!=+» yr xix Uu 


5 : 5 . = EN CRE . UP 
und es convergiert die Reihe lim V. (—7— — ) a,z gleichmissig zum Grenz- 
2 t=fo {=> rr(t) +r 2 = 


werte Lag. Setzt man nun in (15) 
íi ER ON 
a=! 0 = I dipye cet rarer 
und daher 


(0 WV 
Ad(v) = ( em =) , 





(20) lim Y^ (ow ) #6) 2 





t=+® 


M ^C) CA, «(£) y > i 
lim E (e(1) — ¢(n)} TE D I : .) ae) | 


Um nun zunächst zum Mittelwerte m, zu gelangen, wenden wir diese 


Formeln auf die Summen 
EE EE CAE RE : Y 7. 
lim V —r—jaz, lim 5 ^A (a,z -* nuo. 


. rm(t) 5 2177 
lim > | e) ARTE ds n) 


48 L. Hanni. 


an, indem wir der Reihe nach ¢(y) gleich 
ae, MAG, 2 Te SE a, 2) 


setzen. Dadurch erhalten wir ein System von m Gleichungen, aus dem 
sich, wenn wir die Producte 


r£) y C)- ele)» mn OM OA) 





der Kürze wegen mit 4, k,,.-., k, bezeichnen, die Gleichung ergibt 
"n 
2 Er e 
v=1 
m n m 
4 k D: D) 2 I. 
lim | V. ZA (az) + — Si ( Je) ) A" (a, z^) — » — A’"(a,2") |. 
i9 ER | m) le 


Drückt man in dieser Gleichung die Differenzen A’~'(a,,,2"*") durch die 
Differenzen. A's, der Partialsummen der Potenzreihe (1) aus und bezeichnet 


k, eine Funktion von ¢ von der Beschaffenheit, dass 


lim k, = 1 
t24 


ist, so ergibt sich daraus die Gleichung 


(21) oe 
y—0 
C Porc INS TN EU HE s 
lim | pas tie lors) I E] 
— H+I+K, 


von der man zum Mittelwerte », in analoger Weise gelangt wie von der 
Gleichung (16) zur Eurer’schen Formel. Man erhält nämlich für den 
Ausdruck H, indem man m zur Grenze + co übergehen lässt, die Doppel- 


reihe 
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k, hs 
&[h—5-2— al allaneı a e| © fe @ een e s ete à e + (— 1)’ Im 
KS 

s[5 SEEKS MUR no up s UT | 
Se [7 cos 

(22) Blé A3 Som Lo Oe + ( ) TEE ] 





in der die Reihe der Zeilensummen für genügend grosse Werte von ¢ schon 
den Mittelwert m, darstellt, falls 








I ( n—m ken m(t 
ci Ts) "| P) (m=0,1,2,...) 


(n — m) e(t) 
ist. 

Bevor wir zum Nachweis iibergehen, dass sich der Ausdruck auf der 
rechten Seite von (21), wenn m und n genügend gross genommen werden, 
auf die Doppelreihe (22) zurückführen lässt, haben wir daher noch zu unter- 
suchen, ob man einen Mittelwert m, durch eine solche Doppelreihe dar- 
stellen kann.’ Damit dies der Fall ist, muss vor allem für lim £ — + co 
das Gleichungssystem bestehen 








k rn 
k, —k, ie ago Bd OQ tudo ttd Oa 6o + (— 1) [n =D, 

n— ken 
Foc ter à. Fen Re =P, 

9 ks 
(23) ; [% > Oud g da MoS er EE (— I) Ten EE | = P, 





1 In dem Falle, wo c,(t) = — ist, sieht man unmittelbar, dass dies zutrifft; 
y 
t= FA 
denn man hat dann nur in m, für e~’ die Reihe I —¢ + peru einzusetzen. 
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AU € . 
wo der Kürze wegen ~~ =p, (v — 0, 1,2,...) gesetzt ist. Denkt man 


sich die Ausdrücke auf beiden Seiten dieses Gleichungssystems nach Po- 
tenzen von £ entwickelt, so ist dasselbe identisch erfüllt, wenn die Coeffi- 
cienten jeder Potenz von ¢ auf beiden Seiten desselben einander gleich 
sind und die Reihen auf der linken Seite für lim? — + co gleichmässig 
convergieren. Um Functionen £, zu finden, welche diesem Gleichungs- 
system genügen, stellen wir daher die A, durch Potenzreihen mit unbe- 
stimmten Coefficienten dar und bestimmen dann dieselben dadurch, dass 
wir die Coefficienten von # v=...,1,2,3,...) auf beiden Seiten von 
(23) einander gleich setzen. Setzt man demnach 


(24) k,— Xr 


(9) (r20,1,2,...) 


und entwickelt man auch die Functionen p, nach Potenzen von f, so dass 


(25) p Uh 


(9) (3-071, 2122) 


ist, so erhält man auf diese Weise zur Bestimmung der Functionen #, 
Gleichungssysteme von der Form 











(v) (v) LH kn (v) 
AV AV n v 
Bn. qae eafb ir ne en. Er 
AO! 
LUN RENE denen ad occ ger m — 70 
1 Né P oodp'osouenomodmsobg He ti 
(v) 
I | 10) 20 fn LE 0 
= 2 = EOE) nich. Once thas lejleikeistiel e, m + (—1) ln — 2) eee L— (t9 


(26) 





©) 

I ’ Js ; 
—|k®—...+ 1y7^ ———..|—z:9 
lm | s \ | Im — m) = 


Da nun die ¢,(t) und infolge dessen auch die z als bekannt vorausgesetzt 
sind, so stellt (26) ein unendliches lineares Gleichungssystem zur Bestim- 
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mung der Unbekannten A? dar. Wegen der Beschaffenheit seiner Deter- 
minante gehört dasselbe zur Classe derjenigen unendlichen Gleichungs- 
systeme, von denen CAZZANIGA am Schlusse seiner Arbeit Swi determinanti 
d'ordine infinito! bewiesen hat, dass sie immer ein und nur ein endliches 
Lósungssystem A? (r=0,1,2,...) besitzen, das zugleich so beschaffen 
ist, dass die Reihen auf der linken Seite von (26) absolut convergieren. 
Durch die Gleichungssysteme (26) lassen sich somit für alle in Betracht 
kommenden Werte von r und » die A4? und daher auch die %, aus den 
gegebenen zí^ bestimmen. 

Nachdem so für die 4, Reihen gefunden sind, welche formal dem 
Gleichungssystem (23) genügen, haben wir noch nachzuweisen, dass sowohl 
diese Reihen als auch die Reihen 
(27) i| ha mne] SION renier 
für lim? — + co gleichmüssig convergieren. Zu diesem Zwecke bilden 
wir die Doppelreihe 








(n) 

I ( k 
EXE EN O) EM TB) ias es E 
[s k; E. ) In — s) 
P 2 | E 

= Yo) id 
a EE | 
\s 2 sof "a (n — s) 

= (u) 
UM na EN m Hs = 1 - ke p 
i|" Peat Se Bets (n—s) 





indem wir » dieselben Werte durchlaufen lassen wie in der Reihe (25), so 
dass wir als Reihe ihrer Zeilensummen die Reihe (25) erhalten. Nach 
dem eben verwendeten Satze von CazzANIGA convergieren in dieser Dop- 
pelreihe die Zeilen absolut; ebenso convergiert nach den über die c,(f) ge- 





! Ann. di matem., ser. II, t. 26, (1897), p. 216. 
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machten Annahmen für lim?= + co die Reihe ihrer Zeilensummen ab- 
solut. Daher convergieren für lim — + co auch die Colonnen und die 
Reihe der Colonnensummen dieser Doppelreihe absolut und es ist der Grenz- 
wert der letzteren Reihe gleich dem Grenzwerte der Reihe der Zeilensummen. 
Somit sind für lim? — + co die aus den Lösungen der Gleichungssysteme 
(26) für die k, (r—0, 1,2, ...) sich ergebenden Reihen absolut convergent 
und die Reihen (27) gleichmässig convergent und es genügen die zuerst 
genannten Reihen wirklich dem Gleichungssysteme (23). 

Dazu, dass sich ein Mittelwert m, durch eine Doppelreihe darstellen 
lässt, welche man in derselben Weise wie die Doppelreihe (22) durch An- 
wendung der partiellen Summation erhalten kann, ist aber ausserdem noch 
nothwendig, dass die dem Gleichungssystem (23) genügenden Functionen 
k, für lim? — + co dasselbe Verhalten zeigen wie die in (22) auftreten- 
den Functionen A,, d. h. für limé— -- co muss A, — 1 sein und die 


: k ; = : 
Quotienten = (r=1,2,...) müssen zum Grenzwert + co convergieren. 
nas : 


Dies ist auch in der That der Fall. Denn zunächst ergibt sich leicht, 
dass man aus den Gleichungssystemen (26) für A, immer eine Reihe von 


soleher Beschaffenheit erhalten kann, dass lim A, = 1 ist, da sowohl der 
i=+» 


Grenzwert als auch der Convergenzbereich von m, unabhängig davon ist, 
welche Werte eine endliche Anzahl der Functionen c,(f) annimmt. Ist 
die aus (26) für A, sich ergebende Reihe nicht schon von vornherein von 
dieser Beschaffenheit, so kann man daher die Abänderung der endlichen 
Anzahl der Functionen c,(f), welche nothwendig ist, um dies zu erreichen, 
ausführen, ohne dass dadurch der Grenzwert oder der Convergenzbereich 
von m, geändert wird. Um auch zu zeigen, dass in den Reihen (27) die 
k, 
Tk, 4 
wir von der über die Functionen c,(£) gemachten Voraussetzung 3) aus, 





Quotienten für lim £— -- co zum Grenzwert + co convergieren, gehen 


vermöge welcher 








s eco) . » 
(28) lim — — lim 2" = to (r=1,2,..) 
t—4 m Cr—1(6) 1 Lo Dr] 
ist. Da nun die Reihen (27) die Eigenschaft haben, dass die »* (r=1,2,3,...) 
aus der r— 1" dadurch entsteht, dass man die Glieder der letzteren der 
Reihe nach mit 
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k, kr+ı kr, 
ERE EOS : rho. : 








multipliciert, so miissen diese Quotienten zufolge (28) von einem bestimmten 
y+ s*™ an zum Grenzwerte + co convergieren. Setzt man wie früher 


k, 


kr_ı 





= pt) 


und bezeichnen m und n zwei verschiedene positive ganze Zahlen, so ist 
daher für m<r<n 





wahrend dies" fur m —ı1,2,..,m undr=n,ni,...,n-D,,:.., 
wo n beliebig gross sein kann, noch nachgewiesen werden muss. Um den 
letzteren Fall zu erledigen, setzen wir n+»,—#. Es ist dann für ge- 


nügend grosse Werte von n 


Was den ersten Fall betrifft, folgt zwar aus der Beziehung 
lım Ps = + ©, 
t=+o Po 

dass die Ausdriicke 


me) 414) 
v, , y, Ar , 


für limt=-+ co zum Grenzwerte + co convergieren. Doch kann man 
über das Verhalten der noch übrigen endlichen Anzahl von Ausdrücken 


) A) mE) 

(29) (6) ; 21135; Se TER 
> wat D : : : x 
aus dem Verhalten des Grenzwertes lim P: allerdings nichts schliessen. Es 


[I Po 
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können jedoch die c,(t) schon von vornherein so beschaffen sein, dass auch 
diese letzteren Ausdrücke für lim? — + zum Grenzwerte + oo con- 
vergieren. Im andern Falle ist wieder eine entsprechende Abünderung 
einer endlichen Anzahl von Functionen c,(f) dazu hinreichend, um aus den 
k 


Si 


Reihen von solcher Beschaffen- 
heit zu erhalten, dass die Quotienten (29) für lim¢ = + co zum Grenzwerte 
+ © convergieren. Es ist daher allgemein für r— 1,2,3,...,m,... 


Gleichungssystemen (26) für 5, 4, .. 


#2) 





und es genügen somit die aus den Gleichungen (26) und (24) für die %, 
sich ergebenden Reihen denselben Bedingungen wie die in (22) auftreten- 
den Functionen £,. 





Führt man nun in m, für die Functionen e) (Ho end die 


Reihen (27) ein, so geht m, schon in die Reihe der Zeilensummen einer 
Doppelreihe (22) über. Daraus ergibt sich unmittelbar, dass für alle Werte 


von rz im Convergenzbereiche von m, auch die diesem Mittelwerte ent- 


1 
sprechende Doppelreihe zum Grenzwerte m, convergiert, da aus denselben 
Gründen wie bei den früheren Doppelreihen aueh bei einer Doppelreihe 
(22) aus der Convergenz der Reihe ihrer Zeilensummen die Convergenz 
der Doppelreihe folgt. Es kann aber der Convergenzbereich einer einem 
Mittelwert », entsprechenden Doppelreihe (22) auch nicht grósser sein als 
der von m,. Da nämlich für lim? — + co die Zeilen einer solchen Dop- 
pelreihe (22) convergieren, so folgt aus der Convergenz der Doppelreihe die 
Convergenz der Reihe ihrer Zeilensummen und somit die Convergenz von m,. 

Nachdem nachgewiesen ist, dass man einen Mittelwert », immer 
durch eine Doppelreihe (22) ersetzen kann, so ergibt sich jetzt leicht, dass 


man von einer Potenzreihe (1) zum Mittelwerte », durch Anwendung der 


1 
Formel der partiellen Summation gelangen kann. Denn der durch An- 
wendung dieser Formel erhaltene Ausdruck auf der rechten Seite von (21) 
convergiert, wenn man m und n zur Grenze + co übergehen lässt, für 
alle Werte von ¢ und x, für welche die Doppelreihe (22) convergiert, und 
nur für diese Werte und es ist dann sein Grenzwert gleich dem Grenz- 
werte der Doppelreihe (22). Um dies zu zeigen, verwandeln wir den Aus- 
druek auf der rechten Seite von (21) in die Doppelreihe 
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(30); - Je NR 
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und lassen m und # unabhängige von einander zur Grenze + co über- 
gehen. Der aus dem Ausdrucke H entstandene Theil dieser Doppelreihe 
geht dann in die Doppelreihe (22) über, während die den Termen J und 
K entsprechenden Theile derselben den Charakter von Restgliedern be- 
sitzen und somit im Convergenzbereiche von (30) zum Grenzwerte Null 
convergieren. Es convergiert daher für alle Werte von ¢ und x, welche 
dem Convergenzbereiche der Doppelreihe (30) angehören, auch die Dop- 
pelreihe (22), und es ist der Grenzwert der Doppelreihe (30) gleich dem 
Grenzwerte von (22). Setzt man umgekehrt voraus, dass die Doppelreihe 
(22) convergiert, so folgt daraus, dass in demselben Bereiche auch die 
Doppelreihe (30) convergiert, wenn man m und » zur Grenze + co über- 
gehen lässt. Zunächst ergibt sich nämlich, dass dann der aus dem Terme 
K entstandene Theil von (30) zum Grenzwert Null convergiert; denn man 


erhält diesen Theil der Doppelreihe (30) aus dem Restgliede > a,z der 


Potenzreihe (1) auf dieselbe Weise wie die Doppelreihe (22) aus (1). Es 
convergiert aber auch der dem Ausdrucke J entsprechende Theil der Dop- 
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pelreihe (30) für alle Werte von ¢ und z im Convergenzbereiche von (22) 
zum Grenzwerte Null. Man erhält nämlich, indem man die Reihe der 
Zeilensummen dieses Theiles der Doppelreihe (30) bildet, für / den Aus- 
druck 


IE ja (AS, „— A”S,). 


Lässt man in diesem Ausdrucke m und n unabhängig von einander zur 
Grenze + co übergehen, so stellt derselbe die Differenz der Restglieder 
von zwei convergenten Doppelreihen dar, und es ist daher lim /=o. Da 


somit für alle Werte von £ und z, für welche die Doppelreihe (22) con- 
vergiert, auch das Restglied der Doppelreihe (30) zum Grenzwerte Null 
convergiert, so sind diese beiden Doppelreihen einander äquivalent. Daraus 
folgt unmittelbar, dass man den Mittelwert m, der Partialsummen der Po- 
tenzreihe (1) in analoger Weise wie die Eurer'sche Formel durch An- 
wendung der partiellen Summation auf die Potenzreihe (1) erhalten kann. 
Um jetzt auch von dem Mittelwerte m, zum Mittelwerte m, durch 
Anwendung der partiellen Summation zu gelangen, stellen wir m, durch 
die Reihe (4) dar und wenden dann die Formel (20) auf die Summen 





lim pw Pew) Am,(»— 1), lim >» (ao) A’m(w—ı), 





t=+%» 1 nO) T I t—R9,—1 n) Ar 2 
1 i ERS 
lim ( Ta =) A”m(v— 1 
t= + © > fm(t) + m N 


an, indem wir der Reihe nach e(v) gleich 
Am,(y—1), A?m(v—1), ..., A"m,(» — 1) 


setzen. Dadurch erhalten wir ein System von m Gleichungen, aus dem 
die Gleichung folgt 


m, (o) + Z Am,(y — 1) = 





v km . f fmt) ) m+1 x ty 
lim [DE Am, (0) + SO ea A™* in, (y — 1) At D A"m,(n — 1) |. 


In derselben Weise wie früher ergibt sich wieder, dass für lim (n = eo 
e ) 


E 
{ 
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lim: = + co der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung durch 


die Doppelreihe 








k, k, = 

nj) ky k, + Ban tr) m | 
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m) f RMS eect SOC e Kat a + (—1)? TET | 

m, (2) PED = 
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ersetzt werden kann. Setzt man in dieser Doppelreihe für die k, (v— 0, 1, 2, ...) 
wieder die aus den Gleichungen (26) und (24) sieh ergebenden Werte ein, 
so convergiert sie in demselben Bereiche wie m, und es ist ihr Grenz- 
wert gleich m,. In derselben Weise, wie sich der Ausdruck m, in den 
Ausdruck m, transformieren lässt, kann man dureh Anwendung der parti- 
ellen Summation jetzt auch von m, zu m, übergehen und so beliebig fort- 
fahren. Wir erhalten somit als Resultat dieser Untersuchung, dass man 
von der Potenzreihe (1) zu den Mittelwerten der Kette (5) auch gelangt, 
indem man ebenso wie oben bei der Einführung der Eurrm'sehen Formel 
davon ausgeht, dass man dureh die Verwandlung einer Reihe in eine un- 
endliche Doppelreihe einen Ausdruck mit grósserem Convergenzbereich er- 
halten kann, und dann solche Doppelreihen mittels der Formel der par- 
tiellen Summation herstellt. 

Diese Art der Einführung der Mittelwerte (5) hat aber nicht nur die 
Eigenschaft, dass man dadurch diese Mittelwerte auf demselben Wege wie 
die Eurer’sche Formel erhält, ohne dass es dabei nothwendig ist, den 
Begriff des Mittelwertes einzuführen, sondern es lassen sich die unendlichen 
Doppelreihen, welche man durch Anwendung der partiellen Summation auf 
die Potenzreihe (1) und die Mittelwerte (5) erhält, auch leicht in die 
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Doppelreihen verwandeln, durch welche diese Mittelwerte im Paragraph 1 
dargestellt wurden. Um dies zu erreichen, hat man nämlich in den Doppel- 
reihen, welche man durch Anwendung der partiellen Summation erhält, 
nur für 


I Iya : 
lv (%,— Kk, i Ar [2 ni: +), (v=0,1,2,...) 


: : M cyt) 6 : = 
wieder die Ausdrücke MS einzusetzen und dagegen die Ausdrücke s,, 
a ges 


/ 


m,(v), m,(v),... in der Form von Reihen anzuschreiben. Es erscheint 
daher auch die Anwendung der Formel der partiellen Summation als eine 
Methode, wenn auch eine sehr specielle, um eine Potenzreihe (1) in einen 
Ausdruck von der Form (11) oder (12) zu verwandeln. 


AURSREINNEENISSI DER KREIS PUNK TE 


VON 


ALLVAR GULLSTRAND 


in UPSALA. 


Um die Constitution des im Auge gebrochenen Strahlenbündels kennen 
zu lernen hatte ich nóthig das Normalenbündel unter Hinzuziehung von 
Differentialquotienten der Flüchengleichung bis einschliesslich der vierten 
Ordnung zu untersuchen. Da diese Untersuchungen auch die Normalen- 
bündel eines Flüchenelementes, auf welehem sich ein Kreispunkt befindet, 
umfassen mussten, haben sie zu Ergebnissen geführt, welche vielleicht auch 
für den Mathematiker vom Fache Interesse haben können. 

Die folgende Darstellung ist zum gróssten Theile ein Résumé von 
den das Flichenelement betreffenden Resultaten der an anderer Stelle aus- 
führlich publieirten Untersuchung; doch habe ich die Untersuchung der 
Kreispunkte hier, wo der rein mathematische Gesichtspunkt ausschlagge- 
bend ist, in gewissem Grade verallgemeinert, während ich mich dort auf 
das für den speciellen Zweck nöthige Gebiet beschränkt habe. 

Von den Kreispunkten hatte man damals keine andere Kenntnisse als 
die Angabe von Damsoux,' nach welcher für den Fall, wo sämmtliche 
Differentialquotienten dritter Ordnung der F lächengleichung von Null ver- 
schieden sind, die Zahl und Richtung der in den Kreispunkt eintretenden 
Krümmungslinien gefunden werden kónnen, und, wie ich später erfahren 
habe, eine Untersuchung einer speciellen Kreispunktsform von Frost,’ zu 


welcher CayLey * eine Bemerkung gefügt hat. 





1 Theorie des surfaces. T. IL, S. 357—359- 

2 On the direction of lines of curvature in the neighbourhood of an umbilicus. The 
quarterly journal of pure and applied mathematics, X, 1870, S. 78. 

? Ibid. S. 111. 
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Zwar hatte schon längst Liovvinns* eine schöne Zeichnung von den 
Krümmungslinien eines Ellipsoides gegeben, aus welcher ersichtlich ist, 
dass in die auf solehen vorkommenden Kreispunkte nur eine Krümmungs- 
linie eintreten kann, aber dennoch scheint die Ansicht allgemein geherrscht 
zu haben, dass von allen Seiten her Krümmungslinien in einen Kreispunkt 
eintreten, wie z. B. eine Stelle bei Pıcarp * andeutet. 

Die neueren Arbeiten über die durch eine Differentialgleichung  be- 
stimmten Curven waren noch nicht auf die Krümmungslinien der Fläche 
angewendet worden. 

Seit dem Erscheinen meiner Abhandlung* hat aber WAHLGREN* ge- 
zeigt, dass die Untersuchung der singuliren Punkte der Krümmungslinien 
auf eine Untersuchung von Differentialgleichungen ersten Grades zurück- 
geführt werden kann, für welche Untersuchung schon früher Bexpıxsox * 
die Mittel angegeben hatte. 

August 1902. 


I. Das allgemeine Flächenelement. 


Es sei in einem rechtwinklieen Coordinatensysteme, in welchem der 
positive Theil der Z-Achse nach vorn vom Anfangspunkt belegen ist, wenn 
die entsprechenden Theile der X- und Y-Achse nach rechts bezw. nach 
oben liegen, die Flächengleichune 


2 port qu + Sr + zum dw + = = (mr FL sur y + sur + wy) 
+, et ++ HAT HI) +... 
und es werde eime Krümmung als positiv bezeichnet, wenn das Curvenstück 


“Tm wimer Ausgabe won Moser, plein Be Tanalyse à du quimmátirus, Paris 13 5Q. 

* Trait dl'anudgse, "D. TO, S. 223. 

7 amarus Chemie Ber mannuiinnmaiteion bevor; und die mister Eirgelinisse 
für dx Onfbubmunpu, Nova Acta Reg. Sec. Se. Ups, Ser. HIE, 1900 Seqarai im 
Buchhandal enginglich. 

* Ser les mini singin: ds doute Efntalles du promiior andre at dus sevumd 
Ant, Bihang till K. Svenska Wet-Alkad Handlingar, Eu 28, Sur. E, NP 4. 

"Dur Jum ones dijfomes mor dex ddim: Efférméalhs, Acta math. T. 24 





Zur Kenntniss der Kreispunkte, 61 


die eoneave Seite nach der betreffenden positiven Richtung kehrt, eine 
Torsion, wenn die Curve im Sinne einer Sehraube rechtsgedreht ist, d. h. 
wenn, z als unabhängige Variabele angesehen, im Coordinatensysteme 
dz = dy = d'y = 0 das Produkt d'zd'ydr positives Vorzeichen hat. 

Die Hauptkrümmungen werden so bezeichnet, dass im Coordinaten- 
systeme p = q 5-0 die Beziehungen 
D,=~=r, D,,=—=t 

P, Pia 

gelten. 

Für die Ableitungen der Hauptkrümmungen nach den Bogenlüngen a, 
bezw. a,, der Hauptkrümmungslinien wende ich folgende Bezeichnungen an: 


AD 


4D, y a, _ y dD,, 
da, , , 


da,, da, da,, JE 





und nenne U bezw. yy die directe Krümmungsasymmetrie längs der be- 
züglichen Hauptkrümmungslinie, W bezw. V die transversale Krümmungs- 
asymmetrie längs der ersten bezw. zweiten Hauptkrümmungslinie. 

Diese Asymmetrienwerthe, welche von einander unabhängig sind, be- 
stimmen zusammen mit den Hauptkrümmungen und den Richtungscosinus 
der Normale sämmtliche Differentialquotienten der Flächengleichung bis 
einschliesslich der dritten Ordnung und umgekehrt. Im Coordinatensystem 
p—q=s—0o gelten die einfachen Beziehungen 


U =, V=v, W = 10, w=. 


Die geodätischen Krümmungen der beiden Hauptkrümmungslinien 
sind durch folgende allgemeingiltige Relationen gegeben 


VR, = D, — D,, — — WR, 


wobei A, bezw. R,, die bezüglichen Krümmungshalbmesser sind. 

Für die Winkel #, bezw. 9,, zwischen den Hauptnormalen der be- 
züglichen Krümmungslinien und der Flächennormale, welche positiv ge- 
rechnet werden, wenn im Coordinatensysteme p — q — s — O die betreffende 
Hauptnormale sich zwischen den positiven Theilen der bezüglichen Coor- 
dinatenachsen betindet, gilt: 


Pr 7 V Pu Ww 


tg 3, "m KH, 7 DO, = D,,) : t, = R.. peni D,.(D, x D,) 


Li as 
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und die ersten Krümmungshalbmesser der beiden Hauptkrümmungslinien 
sind: 
p' =p, cos, = À, sind, p" = p,, 6089, = E, sind. 


Von den beiden Schalen der Krümmungsmittelpunktsfläche sei die- 
jenige die erste oder o’-Schale genannt, welche von der zweiten Hauptnor- 
malebene der Fläche berührt wird, und in welcher die Kantlinie der ersten, 
d. h. der von den Flüchennormalen lüngs der ersten Kriimmungslinie ge- 
bildeten, abwickelbaren Normalfläche eine geodätische Linie ist. 

Bogenelement do; und Krümmungshalbmesser f’ dieser Kantlinie oder 
o,-Linie der o’-Schale sind: 


ihre rectificirende Linie ist die Polare der ersten Hauptkriimmungslinie 
mithin ihre rectificirende Fliche die abwickelbare Polarfiache dieser, ihre 
rm Q Qut 

Torsion ist: 

DV Pi tg 9, 


us UD DA ERAS E: 





Die Berührungslinie zwischen der ersten Evolutenschale und der zweiten 
abwickelbaren Normalfläche, die o,,-Linie der o’-Schale hat das Bogenelement 





, I We orn = 2 D, 11 
doy, = D: VV? + DID, — D,)’de,, i, eus, do. 
1 1 


1 


Diese Linie wird von der Polare der ersten Krümmungslinie der Fliche 
berührt, so dass die o,- und g,,-Linien der Evolute conjugirte Linien- 
systeme bilden. 

Die Normalschnittkrümmung der o’-Schale längs der o,,-Linie ist: 


D, W cos? à, 
(D, — D, 





Für die zweite Evolutenschale gelten die analogen Werthe, nur hat 
die Torsion der Kantlinie in diesem System entgegengesetztes Vorzeichen. 

Für weitere Untersuchungen benütze ich die Ableitungen zweiter Ord- 
nung der Hauptkrümmungen sowie die ersten Ableitungen der geodätischen 
Krümmungen der Hauptkrümmungslinien laut folgender Bezeichnungen 
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dip dinis " apie 
TD ER EA! jet de 
i em de), 
d? e d I d’D 
ei = 95 ; v wur 5 Ie p" 
dom m. USD 7", TEE mais 
11 11 11 


und nenne ® bezw. 4" die direkte Abflachung längs der bezüglichen 
Krümmungslinie, 2” bezw. 4' die transversale Abflachung längs der ersten 
bezw. zweiten Krümmungslinie, während 7" und %” lediglich die geodä- 
tischen Krümmungsasymmetrien sind. 

Diese sechs Werthe bestimmen zusammen mit den Krümmungsasym- 
metrien, den Hauptkrümmungen und den Richtungscosinus der Normale 
sämmtliche Differentialquotienten der Flüchengleichung bis einschliesslich 
der vierten Ordnung und umgekehrt. 

Mit Ausnahme der zwischen den beiden transversalen Abflachungen 
bestehenden Relation 


PCR?) 
SD = Ds 








Qu D, D, (D, d ri) zr 


sind sie von einander unabhängig. Im Coordinatensystem p= q—5-—0 
ergeben sie sich aus folgenden Beziehungen: 














7 SOS ES LS Oo — 9% 2, 9(29— u) 
Q' — e TU ier 9 ri MM. 
: où v(2u — 3w) One w(3v — 2w) 
pe ; y — [IL — = - TH 
: r—t (r — t)* ESTE (r — t) 
— 2w) 3w* 
o 2.2 Wu 2u ee ST! 
Q' = 9? — rt mnc L FUTT 
und es sind die übrigen Ableitungen derselben Ordnung: 
dU 2UV dm ’ gni-. Mae 
— x fr Fe > wi ee ID) YA A= 
ne DD AE Fere i ds, nr une he OO 
dV LAC LS PR LA ect E CO 
a Divan Lee nee Rea 
qr 9 VV — n) d T e c Se emo) 
pum pee pr (DESAY an aD ED p 
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aus welchen letztgenannten Werthen unmittelbar das bekannte Gesetzt von 
LIOUVILLE: 


di Gye 1 I I 
auum" de, De mea at Op m 
hervorgeht. 

Die geometrische Bedeutung der Abflachungswerthe ist leicht darzu- 
stellen, wenn die Krümmungsasymmetrien gleich Null sind. Wenn direkte 
Abflachung und Hauptkrümmung verschiedenes Vorzeichen haben, mithin 
ein numerisches Maximum der Kriimmung im gegebenen Punkte sich vor- 


findet, so ist agp: das Quadrat der Excentricität derjenigen conischen 
Section, welche eine Berührung vierter Ordnung mit dem bezüglichen Haupt- 
schnitte hat. Liegt aber ein numerisches Minimum der Krümmung vor, ist 


D+ D das Quadrat der Excentricität der Ellipse, welche im Punkte kleinster 
Krümmung eine Berührung vierter Ordnung mit dem bezüglichen Haupt- 
schnitte hat. Sind auch die geodätischen Krümmungsasymmetrien gleich 


Null, und besteht die Identitat 








® ©’. 3(@ 4 9) 
pra ue pepe 
so stellen die in unendlich kleinem Abstande vom fraglichen Punkte pa- 
rallel zur Tangentialebene geführten Schnitte der Fliche bis auf unendlich 
kleinen Grössen höherer Ordnung als der vierten Ellipsen dar. Haben bei 
positiven. Werthen der Hauptkrümmungen die transversalen Abflachungen 
höhere Werthe, als durch diese Relation angegeben wird, so ist das Flächen- 
element in den diagonalen Richtungen zwischen den Hauptnormalebenen 
relativ mehr zusammengebogen als ein solches, in welchem ein in der Nähe 
des Scheitelpunktes parallel zur Tangentialebene gelegter Schnitt eine El- 
lipse darstellt. Im entgegengesetzten Falle ist es in den genannten Richt- 
ungen relativ mehr ausgebogen. Eine vollstindige Berührung vierter Ord- 
nung mit dem Scheitelpunkte einer Flüche zweiten Grades erfordert das 
Bestehen der Beziehungen: 
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Aus den geodätischen Krümmungsasymmetrien erhält man die Torsion 
T, bezw. T,, der Hauptkrümmungslinien auf folgende Weise: 


m cos? 9, 


h = : VU ADM 
DD) (4 — Utgd,), T =—— Et pig 8). 


11 Bud 
D 
Das Centrum der osculirenden Sphäre der ersten Hauptkrümmungs- 
linie ist der Berührungspunkt zwischen der Polare und der Kantlinie der 
abwickelbaren Polarfläche, mithin für parallelflächen gemeinsam. Wenn der 
Abstand dieses Centrums von dem ersten Krümmungsmittelpunkt der Fläche 
mit /, bezeichnet wird, und /,, dieselbe Bedeutung für die zweite Haupt- 
krümmungslinie hat, so gelten die Beziehungen: 
n D, cos J, I D,, cos #,, 


pet y Uv Uti), prism rece CES AG Oi) 





Wird die erste abwickelbare Normalfläche auf eine Ebene ausgebreitet, 
und der Krümmungshalbmesser ihrer Evolute mit A’ bezeichnet, so ist 


, JR D O30" 
A ip: ns 





Besteht keine direkte Krümmungsasymmetrie, hat mithin die Kant- 
linie eine Spitze, so berührt diese ihre eigene Evolute, und die Kantlinie 
kann, wenn unendlich kleine Gróssen hóherer Ordnung als der vierten in 
der Flächengleichung vernachlässigt werden, als Kreisevolvente angesehen 
und konstruirt werden. Mit derselben Annüherung kann sie, wie es in 
der Optik gewöhnlich geschieht, als semicubische Parabel aufgefasst werden, 
deren Gleichung dann 

90 = — 8Di(t— p, 
ist. 
Die geodätische Krümmung der o,,-Linie der o’-Schale der Evolute ist 


I cos? JJ, 


fuu TED 


117 


( 9" 





wu — N 
j D, E ve 


und ergiebt, zusammengestellt mit dem analogen Werthe für die zweite 
Evolutenschale die allgemeingiltige Beziehung zwischen den beiden Schalen: 
I I I 
Ri, cos? 9, im Ri cos? a ln Pi ) 
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Durch die angegebenen der Evolute angehórigen geometrischen Gróssen 
lassen sich sämmtliche Differentialquotienten der Flächengleichung bis ein- 
schliesslich der vierten Ordnung im Coordinatensystem p — q— s =o für 


eine beliebige Parallelfläche ermitteln. 


II. Allgemeines über die Kreispunkte. 


Da ein Kreispunkt niedrigster Ordnung erst dann vorliegt, wenn eine 
vollständige Berührung zweiter Ordnung mit einer Sphäre besteht, be- 
zeichne ich allgemein einen Kreispunkt als von der Ordnung x, wenn die 
Fläche in ihm eine vollständige Berührung der Ordnung # + 1 mit einer 
Sphäre hat, d. h. wenn sümmtliche Differentialquotienten der Flächen- 
gleichung bis einschliesslich der Ordnung # + 1, nicht aber sämmtliche 
Differentialquotienten der Ordnung n+ 2 mit denjenigen der Gleichung 
der osculirenden Sphäre identisch sind. Die Differentialquotienten der 


Flüchengleiehung der osculirenden Sphäre bezeichne ich mit p,q,... oder 
cup 


Wird Krümmung und Bogenelement eines beliebigen Normalschnittes 
mit D bezw. ds bezeichnet, und setzt man zur Verkürzung 


N-—yrrp +9 
so gilt bekanntlich: 
rdz* + 2sdz dy + tdy* 


DE Nas: 


Besteht nun eine vollständige Berührung der Ordnung »+ 1 mit 
einer Sphäre, so sind, wie ersichtlich, sämmtliche Differentialquotienten 
der Normalschnittkrümmung bis einschliesslich der Ordnung n— 1 gleich 
Null, da dureh »—1 successive Differentiationen eine Gleichung erhalten 
wird, welche mit der für die osculirende Sphäre erhaltenen identisch ist. 
Die n-malige Differentiation muss aber ein von Null abweichendes Resultat 
geben, da nicht sämmtliche Differentialquotienten der Ordnung x + 2 in 
den Gleichungen der Fläche und der oseulirenden Späre übereinstimmen. 
Wird diese Differentiation für beide Gleichungen ausgeführt, und dann die 


eine der so erhaltenen Gleichungen von der anderen subtrahirt, so erhält 
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man eine Gleichung, welche, da sie nur Differentialquotienten der Ordnung 
n-+ 2 enthalten kann, im Coordinatensystem p= q — o auf folgende Weise 
geschrieben werden kann: 

d"D — d'**z — dh*is, 

ds, ds"+2 





Wird in dieser Gleichung dx und dy durch dRcos# bezw. dRsin # 
ersetzt, wobei eine Zunahme von # eine Drehung des Normalschnittes um 
die Normale herum in der Richtung vom positiven Theil der X-Achse 
nach dem positiven Theile der Y-Achse zu bedeutet, so kann nach # diffe- 
rentiirt werden, wonach d und dy wieder eingeführt werden können. Aus 
einem beliebig herausgegriffenen Gliede z. B dem vierten 


(n + 2\n + In antag D 


n—1 3 
ah 
Peo 3 0x" 19y° ly 





erhält man auf diese Weise unter Berücksichtigung der Identitäten 


2"t?2 9nt!p e 9"+1q 


92"—19y" pi 9g^—:9y* — Qz"—19y* 

die zwei Glieder 
(n + 1)n(n — I) 9"t*'p 
— (n+ 2)dı 
nr 2)dy DRE dar 205 





dx’ —2 dy? 


dx (m+ Im RT IR 


= AL dy? 
1.2  0z"-9y* + 


+ (n + 2) 
wonach leicht ersichtlich ist, dass die Differentiation der ganzen Gleichung 
ein Resultat geben muss, welches durch folgende Gleichung ausgedrückt 
werden kann: 


LED a (n+ EIS ———— 
s" Sn 








Wenn der Grad der Gleichung 


d d*D 


dà ds” 
: . dà 2 : : 
welcher in Bezug auf 2: durch n+ 2 ausgedrückt wird, eine gerade Zahl 
ist, so muss sie jedoch wenigstens zwei reelle Wurzeln haben, indem 


nimlich = bei $—z denselben Werth wie bei 4 — o hat, mithin während 
ds’ 
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einer ganzen Umdrehung wenigstens ein Maximum und ein Minimum 
haben muss. 
Setzt man dy — 0, so findet man für den im Coordinatensystem 
, * 


p=qg=0 mit der XZ-Ebene zusammenfallenden Normalschnitt unter Be- 
Qnt?z 


rücksichtigung, dass Sear ein Produkt aus D"*' und einem jederzeit aus 
e x” M 


der Gleichung der Sphäre durch successive Differentiationen zu ermittelnden 
Koefficienten % besteht, 


d'D _ ont2z 
ds" Hart? 


gnt2z 
02" t1 oy 


d d"D he 


I kD"** zm dis m (n + 2) 





und es ist mithin die Schnittlinie der Fliche mit der XZ-Ebene im Coor- 


(ane ©, Be etm ep 
aınatensystem p = Q = ————-— eine ını m 
3 PTIT gant tay dd ds 





Die kürzeste Linie zwischen den Normalen in zwei unendlich wenig 
von einander entfernten Punkten auf einer Fläche muss senkrecht auf Beiden 
stehen, mithin die Tangente einer Parallelfläche sein. Werden die Coor- 
dinaten eines Punktes der Parallelfläche mit £,75, 2, die Richtungscosinus 
der normale mit «, f, ; bezeichnet, so bestehen bekanntlich die Gleichungen 


& — t -F ka, »y- kB, C=2-+ kr 


in welchen 4 eine Constante bedeutet. Werden diese Gleichungen diffe- 
rentiirt, dann quadrirt und addirt, und wird die so erhaltene Gleichung 
nach % differentiirt, so erhält man als Bedingung dafür, dass das Bogen- 
element do auf der Parallelfliche ein Minimum sei, den Werth 


dxda + dydß + dzdy 


rig da? + dg + dy? 





welcher der Bedingung 
d£dp + dydq = o 
dass die kürzeste Linie Tangente einer asymptotischen Linie auf der frag- 
lichen Parallelfläche sei, entspricht. Nach Einsetzen dieses Werthes erhält 
man schliesslich: 
dq(de + pdz) — dp(dy + qdz) 
V1 + gap’ = 2pqdy dq +(1+ pydq? ; 





do = 
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Bei einer vollständigen Berührung der Ordnung n+ 1 mit einer 
Sphäre ergeben »— ı successive Differentiationen dieser Gleichung den 
Werth Null Nach Ausführung der n-maligen Differentiation sowohl für 
die Fläche als für die osculirende Sphäre erhält man durch Subtraktion 
für das Coordinatensystem p = q — 0 
_ (d*t!ig — d^ *!g)dz — (d"tvp — drtıp )dy 


d'*g — = 
ydp? + dq? 





wonach bei einer vollständigen Berührung der Ordnung # + 1 mit einer 
Sphäre bei n>o und wenn # ein in der Tangentialebene belegener Winkel 


ist, allgemein 


d d^D d't'g 
ap ae 7th 2)D peer 


ist, und der kürzeste Abstand zwischen den Normalen in zwei unendlich 
wenig von einander entfernten Punkten auf der Flüche ein Unendlichkleines 
d d"D 


hóherer Ordnung ist, wenn die Punkte auf einer Linie UNES 
^i du ds 





— O liegen, 


als sonst. 


Wenn man in den allgemeinen Ausdruck für die Torsion einer doppelt 
gekrümmten Linie — x als unabhängige Variabele betrachtet — 
dz(d’zd’y — d*z d^) 
(dy d?z — dzd^y)* + (d'y) da^ + (d’z)’ de’ 


den aus der allgemeinen Gleichung einer geodiitischen Linie 
p(dyd’z — dzd^y) — gdad’z — dv d'y = o 


ermittelten Werth für d^y sowie den dureh Differentiation dieser Gleichung 
gefundenen Werth für d’y einsetzt, so ergiebt sich als allgemeiner Ausdruck 
für die geodätische Torsion einer Linie auf einer Fläche: 


dq (da: + pdz) — dp(dy + q de) 


HE ees N *ds? 


aus welchem Ausdrucke durch Zusammenstellung mit dem eben gefundenen 
das allgemeingiltige Gesetz 


its or | 1 = 
ds VD? EIS 
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hervorgeht, und nach schon angewendeter Methode die für eine vollständige 
Berührung der Ordnung »--1 mit einer Sphäre allgemein geltende Be- 


ziehung 
d d" D d^'T 
ds m (u 12) zT 





hergeleitet werden kann, wobei # wie früher, den Winkel zwischen der 
bezüglichen Normalebene und einer fixen Tangente bedeutet. 





Die Bedingung, dass die Normalen längs einer Linie auf der Fläche 
eine Linie berühren, d. h. eine abwickelbare Fläche darstellen: 


dé + pdé — 0, d» + qgd£= o 


ergiebt zusammen mit den beiden Normalengleichungen 





Er 2ER = 0, Nm + ee) 0 


nach Differentiation dieser 


Dr dz + pdz Am dy + qdz 
dq: EE NE 


d 





wonach die Definition. der Hauptkrümmungslinien als Schnittlinien der 
Fläche mit den Abwickelbaren Normalflächen oder als Linien ohne geo- 
dätische ‘Torsion oder durch die Forderung, dass der kürzeste Abstand 
zwischen den Normalen in zwei unendlich wenig von einander entfernten 
Punkten auf der Fläche ein Unendlichkleines höherer Ordnung sei, wenn 
diese Punkte auf eine Hauptkriimmungslinie liegen, als sonst, eine und 
dieselbe ist, und in einen Kreispunkt #* Ordnung nur längs den Linien 
d d"D 
dà ds" 


nalitit dieser Linien im allgemeinen nicht im Kreispunkt besteht, nenne 


— © Krümmungslinien eintreten können. Da mithin eine Orthogo- 


ich bei der weiteren Untersuchung eine durch den Kreispunkt gehende 
Krümmungslinie eine s-Linie ohne Rücksicht darauf, ob sie nach beiden 
Seiten vom Kreispunkte einer und derselben Schaar angehóre oder nicht, 
und die diese Linie ausserhalb des Kreispunkts rechtwinkelig schneidenden 
Krümmungslinien die ¢Linien der Fläche, während die entsprechenden 
Hauptkrümmungen mit D, bezw. D, bezeichnet werden. Von den beiden 
Berührungslinien der einer s-Linie der Fläche entsprechenden abwickelbaren 
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Normalflüche mit der Kriimmungsmittelpunktsflache, welche sich im Krüm- 
mungsmittelpunkt des Kreispunkts treffen müssen, nenne ich diejenige, 
welche zugleich Kantlinie der abwickelbaren Normalfläche ist, die s-Linie, 
die andere die {-Linie dieser. 

Mittels den eben angeführten, für die Kantlinie geltenden Gleichungen 
kann man den Werth von D, in geeigneter Form erhalten, wonach durch 
Subtraktion dieses Werthes vom bekannten Werthe 


(1 + q°)r — 2pqs + (1 + p*)t 
INS 





für die Summe der beiden Hauptkrümmungen auch D, in geeigneter Form 


: à E xis 1 2 a : 
erhalten wird. Man findet auf diese Weise, wenn er mit A bezeichnet wird: 


DS (t + q?)r — pgs + Alı + q^)s — pat) 
ee ai Time: ) 





pt 


(1 + pt — pgs — AG + Ns 
D, = x = N° 





Aus diesen Werthen ergiebt sich allgemein für einen Kreispunkt n° 
FRERE Imre ord 

1 Y oq ITS — = — nr — 
Ordnung im Coordinatensystem p — q Se sa Ao UG tn TOF, 


für eine die X-Achse berührende Krümmungslinie: 


/Qgnt?z ont2z \ 5 
dert? dunt? )‘ > 


d" D, = d'r —d'r, = ( 





/gnt32 Zn anti 
, 


qp, = dr a'r, = ( 





arts arts , 
ortiz Qnt?z ) 
n = AN — ur — Are — — A = Is” 
ED d't— d'i, E err 
^ enr? n+Siz (nti)n ort2z d 
HD — d^1—q"t-— (- Cru MA LUC 1 : (n T 1)" as d) lg", 
pisa 4 oat Oy? 0x"+19y° 2 92" 197" dx 


Verschwindet bei partieller Berührung höherer Ordnung als n+1 
mit der osculirenden Sphiire der eine oder andere dieser Werthe, so kann 
natürlich die Differentiation beliebig fortgesetzt werden, aber die Resultate 


lassen sich nicht linger so einfach ausdrücken. 
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Unter den genannten Bedingungen ergiebt sich fiir die Kantlinie der 
abwickelbaren Flüche durch die die Projektion des Krümmungshalbmessers 
auf die Z-Achse ausdrückende Beziehung 


N(£— 2).D, = 1 
die Relation 
GC omm — dbs a De 
D: 


und mittels der Gleichungen dé + pd€= o, d» + qd£ = o: 


d'£ = d'y = d'y — O, 
jus — n 7n D Is 
TE. 4 D,ds. 


Für die Linie der abwickelbaren Normalfläche findet man nach der- 


selben Methode: 


I 
2 
gi an) 
t 


und unter Anwendung der Normalgleichungen: 


de un don ie, 


ds 


dite — [n +- 1)d" D, — d" D.]7 E 


Im allgemeinen Falle berührt also auch die {Linie die Kreispunkts- 
normale, und zwar liegen, wenn n eine ungerade Zahl ist, beide Linien 
jede für sich ganz nach der einen Seite von der Kreispunktsnormale, 
wührend sie im entgegengesetzten Falle eine Spitze im Krümmungsmittel- 
punkt des Kreispunkts haben und, jede für sich, ganz nach der einen 
Seite der durch diesen Punkt parallel zur Tangentialebene der Flüche ge- 
legten Ebene belegen sind. 

Ist bei partieller Berührung höherer Ordnung als »4- 1 mit der oscu- 
lirenden Sphäre m bezw. a die Ordnungszahl des ersten Differentialquotienten 
von D, bezw. D,, weleher einen von Null verschiedenen Werth hat, und 
ist dabei m>a>n oder u 2 m n, so sage ich, der Kreispunkt ist längs 
der fraglichen Krümmungslinie von der Ordnung p bezw. m, indem diese 
Zahlen die bezüglichen Ordnungszahlen des ersten von Null verschiedenen 
Differentialquotienten von D,— D, sind, und letztgenannte Ordnungszahl 


"9 
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überhaupt, auch wenn m = p= » ist, die partielle Ordnungszahl des Kreis- 
punkts lings der fraglichen Krümmungslinie angiebt. Der genannte Fall, 
wo die Ordnungszahl nieht nur des Kreispunkts, sondern auch der Oscu- 
lation mit der Sphäre längs der fraglichen Krümmungslinie grösser als » 
bezw. n + 1 ist, stellt einen speciellen Fall dar, den ich nicht in dieser all- 
gemeinen Darstellung berücksichtigen kann. Ist nur die Ordnungszahl des 
Kreispunkts erhöht, dabei aber m= — 7», so sind die erhaltenen Werthe 
für die s- und f-Linie der abwickelbaren Normalfläche übereinstimmend, 
und die beiden Linien haben eine entsprechende Berührung. Besteht 
wiederum nur eine partielle Osculation höherer Ordnung mit der Sphäre, 
so wird dadurch nur der Typus der s-Linie geändert, und ist w > m bei 
m — n, so bildet die Tangente der ¢+Linie im Krümmungsmittelpunkt des 
Kreispunkts einen endlichen Winkel mit der Kreispunktsnormale, wobei 
diese Linie, wenn n eine ungerade Zahl ist, mit einer Spitze die convexe 
Seite der s-Linie berührt, im entgegengesetzten Falle aber die Kreispunkts- 
normale schneidet und von der Spitze der s-Linie berührt wird. 


Die Polare einer die fragliche s-Linie auf der Fläche kreuzenden /- 
Linie fällt mit der Tangente im entsprechenden Punkte der #-Linie der 


4 ; I" a eos e. 
abwickelbaren Normalfläche zusammen, was wenn —- die geodätische Krüm- 
t 


mung jener f-Linie ist durch das allgemein gültige Gesetz 


1D, 
Heer yey) 
as 


ausgedrückt wird. Im allgemeinen Falle erhält man nach » — 1 successiven 


Differentiationen dieser Gleichung: 


und durch die n-malige: 
d Ri, "pd D, 


sum nd” D, 


Ist die partielle Ordnungszahl » des Kreispunkts lings der fraglichen Krüm- 


mungslinie grösser als y, so erhält man: 





Hic dRj— daR soc. snp RES 
EVEN: Dar, dup 
RS — Be. as, SL BE 2 — ds 
4 y(v — IWw— 2)... d" D, 
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sonst ergeben sich bei »y=y ähnliche Werthe wie im allgemeinen Falle 
(auch wenn v>n ist) und bei m u: 


während im Falle 54 m durch den Ausdruck 


, I am EST 
R,  d"D,ds 





der Limeswerth der geodätischen Krümmung der f£-Linien der Fläche bei 
Eintritt der fraglichen s-Linie in den Kreispunkt angegeben wird. 

Mit diesen Werthen lassen sich unter Anwendung des S. 64 ange- 
Se , à = I 2 
führten LriovviLLE'schen Satzes, dem man bei ns am geeignetsten 
die Form 


Jai War; 


BR, ds 


I 
2 
+1+ Bi( + DD) 
Lug 
giebt, die Verlaufstypen der collateralen Krümmungslinien einer in den 
Kreispunkt eintretenden s-Linie bestimmen. Wenn nämlich die geodä- 


3 E I : m N \ 
tische Krümmung E. der fraglichen s-Linie keinen unendlich grossen Werth 
SR, g 


hat, erhellt es, dass bei Abnahme von À, nach Null hin die der fraglichen 
s-Linie am nächsten verlaufenden Krümmungslinien derselben Schaar, d. h. 
ihre collateralen Krümmungslinien, ihr die convexe bezw. concave Seite 


x : dk A JL: 
zuwenden müssen, je nachdem TE 1 positiv oder negativ ist. Da nun 
: : 


zugleich die Tangenten dieser collateralen s-Linien Normalen der ¢Linien 
sind, so findet man, dass bei Eintritt einer Krümmungslinie ohne unendlich 
grosser geodätischer Krümmung in den Kreispunkt im allgemeinen Falle, 


3 . : a . dh : 
wo À, nach Null hin abnimmt, die collateralen s-Linien bei = mit 


divergirenden Tangenten ihre convexe Seite der fraglichen s-Linie zukehren, 

. aR dR 
bei rer 
während die Tangenten nach einem zwischen der /-Linie und dem Kreis- 
| dk, 
ds 
cave Seite der fraglichen s-Linie zukehren, wührend die Tangenten nach 


ihre convexe Seite der fraglichen s-Linie zukehren, 





punkt gelegenen Punkt convergiren, bei + 1 <o schliesslich die con- 
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einem jenseits des Kreispunkts belegenen Punkt convergiren. Ich nenne 
den Verlauf der collateralen s-Linien in diesen drei Füllen ausbiegend, an- 
schmiegend bezw. wmbiegend, wodurch zwar von den anschmiegenden colla- 
teralen Krümmungslinien gesagt ist, dass sie lings der Tangente der frag- 
lichen s-Linie zusammen mit dieser in den Kreispunkt eintreten, aber vom 
weiteren Verlauf der in Bezug auf eine in den Kreispunkt eintretende Krüm- 
mungslinie aus- bezw. umbiegenden collateralen Krümmungslinien nichts 
ausgesagt sein soll. Im Falle E =o wobei also v> ist, ergiebt sich, 
wenn y—y eine gerade Zahl ist, ein anschmiegender bezw. ausbiegender 
Verlauf der collateralen Krümmungslinien, je nachdem 4" ^*' R, negatives 
oder positives Vorzeichen hat, wührend im entgegengesetzten Falle dies 
nur für den positiven Theil der s-Linie gilt, làngs dem negativen Theile 
aber die collateralen Krümmungslinien den anderen dieser Verlaufstypen 
> 

aufweisen, Der Fall e e 1 —0, in welchem die /-Linie der abwickel- 
baren Normalflüche eine Berührung höherer Ordnung mit der Kreispunkts- 
normale hat, wird weiter unten berücksichtigt werden. Hat À, einen end- 
lichen Limeswerth, unterscheidet sich der Verlauf der collateralen Krüm- 
mungslinien nicht von dem beim allgemeinen Flächenpunkte. 





d d"D 
d ds" 
einen Kreispunkt eintreten kónnen, folgt natürlich nicht, dass dies langs 


Daraus, dass Krümmungslinien nur lings den Linien =O) ain 


allen solehen Linien der Fall sei. Es hat zwar für einen Kreispunkt »"* 
Ordnung die n-malige Differentiation der Differentialgleichung 


(1 + p*)s — pqr + A((1 + p*)t — (1 + gr] + pt — (1 + gs] = o 


für die Hauptkrümmungslinien die Werthe von A gegeben, es müssen aber 
auch sämmtliche successiven Differentiationen höherer Ordnung reelle Werthe 
für dA, d?À u. s. w. ergeben. Im allgemeinen Flächenpunkte ist das immer 
der Fall, da im Coordinatensystem p = g —s—o bei ÀA— o ein Differen- 
tial beliebiger Ordnung d"A immer erst in der durch die m-malige Diffe- 
rentiation erhaltene Gleichung auftritt und zwar mit dem Coefficienten 
t—r. Auf ähnliche Weise tritt derselbe Differentialquotient im Kreis- 
pst] 
dc" *19y 








punkte 5" Ordnung und im Coordinatensystem p — q = =o bei 
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À =o immer erst in der durch die (2 + m)-malige successive Differentiation 
erhaltenen Gleichung auf, aber mit dem Coefficienten: : 








(n + mn + m — 1)...(n + 1) Fn 4- m 4 1 (eR a) (oe uuu | 
oem m+ı \da"dy* dx" dy”, Ou" t? om 


welcher theils aus der Differentiation des Produktes A(t — r) theils aus dem 
Differentialquotienten d'*"s stammt. In den Fällen wo ein solcher Coeffi- 
cient gleich Null ist, tritt entweder die fragliche Krümmungslinie unter 
Bildung einer Spitze im Kreispunkt ein, oder es können die betreffenden 
Differentialquotienten von Gleichungen höherer Ordnung bestimmt werden, 
wobei die fragliche Krümmungslinie imaginär sein kann, oder mehrere 


Krümmungslinien längs derselben Tangente eintreten können. Solche Ver- 


LE = 5 d" D, d" D, 1 
hältnisse kónnen aber nur vorliegen, wenn sowohl —— als EET gleich 
r as ds ; 
d d"D 


Null sind, d. h. wenn lings der fraglichen Linie — o die Ordnungs- 


d) ds" 
zahl nieht nur des Kreispunkts sondern auch der Osculation mit einer Spháre 
höher als n bezw. n + 1 ist, und eben darum eignen sich diese Fälle nicht 
für eine allgemeine Untersuchung. Diese Fülle ausgenommen, kann er- 
sichtlicherweise in den durch beliebig wiederholte successive Differentiationen 
erhaltenen Gleichungen nur dann (und zwar nur in einer Gleichung) der 
Coefficient des betreffenden Differentiales von A Null werden, wenn die 


d" Do DUE dr De 


Bedingung (x + 1)- o erfüllt ist, d. h. wenn die fragliche 


ds € ds" € ds" < 
in den Kreispunkt eintretende Krümmungslinie ohnehin von anschmiegenden 
Krümmungslinien begleitet ist. In allen anderen Fällen tritt längs einer 


d d'D ^ : a: Boc =» E 
79 Joe o eine und nur eine Kriimmungslinie in den Kreispunkt 
qu ds = 


ein, und für diese kann weder die geodätische Kriimmung, welche laut 
dem angegebenen Ausdruck den Werth 


Linie 


arts, 


Rs (n + (2 ——— — (n + 2) 
ds" du 








hat, noch irgend eine der successiven Ableitungen derselben einen un- 
endlich grossen Werth haben, falls Kanten und Spitzen auf der untersuchten 


Fläche ausgeschlossen sind, was stillschweigend angenommen worden ist. 
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Für eine Umdrehungstläche, deren Achse die Z-Achse ist, gilt 


qe = py 


wonach, wenn die Fläche im Kreispunkt x" Ordnung eine Berührung 


wenigstens der Ordnung + 2 mit einer Umdrehungsflüche hat, die Gleich- 

tup) r . : : 3 : 
ung 54 d 79 für alle Werthe von 4 erfüllt ist. Dass hier lings jeder 
Tangente des Kreispunkts eine Krümmungslinie verläuft, wird daraus be- 
wiesen, dass, wie die eben ausgeführte Untersuchung lehrt, in jedem Coor- 
dinatensystem p = q — Oo successive Differentiationen bestimmte, nicht un- 
endlich grosse Werthe für dA, d'À u. s. w. geben. 


Wenn man mittels einer geschlossenen Linie ein Gebiet um einen 
Kreispunkt abgrenzt, welches keinen weiteren Kreispunkt ‘enthält, so hat 
die von den Flüchennormalen lüngs dieser Linie gebildete geradlinige 
Fläche einer Berührungslinie mit jeder der beiden Evolutenschalen, und 
von den Schnittpunkten einer beliebigen Generatrice mit diesen Linien 
gehört immer derjenige, dessen längs der Normale gemessener Abstand 
von der Fläche der kleinere ist, einer und derselben Schale an. Da das- 
selbe Verhalten auf den die genannte geradlinige Fläche schneidenden, 
durch den Kreispunkt gehenden abwickelbaren Normalflächen stattfindet, 
so ist es ersichtlich, dass das Vorzeichen der Differenz 


d'D,— d'D, 


die Schar bestimmt, welcher die fragliche Kriimmungslinie angehórt, wenn 
» wie früher die partielle Ordnungszahl des Kreispunktes lings dieser Linie 
ist. Es geht daraus hervor, dass, wenn diese Zahl gerade ist, die Linie 
beiderseits von Kreispunkt einer und derselben Schaar angehórt, im ent- 
gegengesetzten Falle aber nicht. 

Ein weiteres Hilfsmittel für die Untersuchung giebt die Differentiation 
der Gleichung = v= o ab. Wird diese auf dieselbe Weise ausgefiihrt, 

S quU as 

wie diese Gleichung selbst gewonnen worden ist, so ergiebt sich für A= o: 


d? D d" D, 


. d" D, 
= -_= 2)( (7 1) —— 
di ds" Mala i j^ d 


Sn 
gl ds" 


6 


d" D, (dfe 
) — n(n + 2) i : es 1). 
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Es folgt hieraus, dass umbiegende collaterale Kriimmungslinien nur 

d^ D : : c à 

dann vorkommen, wenn ar als Funktion von # ein numerisches Maxi- 
as 

mum in der fraglichen s-Linie hat, anschmiegende nur, wenn ein nume- 

risches Minimum vorliegt, während ausbiegende collaterale Krümmungs- 


linien ein numerisches Minimum bezw. Maximum angeben, je nachdem das 





Produkt x GRAN positiven oder negativen Werth hat. 

Da die Gleichung ee von derselben Gradzahl ist wie die 
Gleichung E E =o mithin die Anzahl ihrer Wurzeln nicht grósser als 
diese Gradzahl sein kann, so erhellt es, dass eine in den Kreispunkt ein- 
tretenden Kriimmungslinie, für welche M e =="0) Gl wis = +1=0 ist, 


ein Zusammenfallen von wenigstens zwei Wurzeln der letzterwähnten 
Gleichung repräsentiren muss. Ist die Anzahl der zusammenfallenden 


: CS ; à ag CAD) 
Wurzeln ungerade, so stellt die Linie wieder eine Linie E — Max. bezw. 
3 as 


Min. dar und hat dementsprechend umbiegende bezw. anschmiegende col- 
laterale Krümmungslinien. Im anderen Falle sind die collateralen Krüm- 
mungslinien auf der Seite zunehmender bezw. abnehmender 4 anschmiegend 


15 a" D d" D 
eo iss D dasselbe Vorzeichen wie hat oder 
di? ds” ds" 


entgegengesetztes, auf der anderen Seite umgekehrt. Da, abgesehen von 





bezw. umbiegend, je nachdem 


diesen, ein Zusammenfallen von wenigstens zwei Wurzeln der Gleichung 








n 2 qn 
inem — o reprüsentirenden Linien, u von Linie zu Linie Vorzeichen 
wechselt, da weiter anschmiegende collaterale Krümmungslinien der Be- 
dingung (n EE Je Di licae =) (a & =) > o entsprechen, und das Vor- 
SS ds" ds" ds" 
f : d"D, — d^D, , : Ze 
zeichen der Differenz Cie entscheidet, welcher Schaar eine Krüm- 


mungslinie angehórt, so ist es ersichtlich, was a priori postulirt werden 
kónnte, dass wenn zwei consecutive Krümmungslinien einer und derselben 
Schaar angehóren, die eine anschmiegende collaterale Krümmungslinien hat 
und umgekehrt, sowie die Unmöglichkeit des Vorkommens von zwei con- 
secutiven Krümmungslinien, welche beide anschmiegende collaterale Krüm- 
mungslinien hütten, daraus hervorgeht, dass dieser Typus einem numerischen 
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d" D 
ds" 
Krümmungslinien längs gemeinsamer Tangente in einen Kreispunkt ein- 


Minimum von als Funktion von $ entspricht. Ein Gebiet, in welchem 


laufen, oder ein offenes Nodalgebiet der Autoren, ist also immer durch 
eine Krümmungslinie, làngs weleher innerhalb des fraglichen Gebietes keine 


anschmiegende Kriimmungslinien eintreten, beiderseits abgegrenzt, und es 


t = ee us edi : s 
stellt das erwähnte Verhalten bei einer Linie ES + 1 —O nur eine schein- 


bare Ausnahme von dieser Hegel dar, indem die eine Grenzlinie des offenen 
Nodalgebietes mit den einlaufenden Krümmungslinien gemensame Tan- 
gente hat. 

Zu den angeführten Hilfsmitteln um die Krümmungslinienfigur eines 
Kreispunkts zu untersuchen kann noch der Limeswerth der geodiitischen 
Krümmungssymmetrie einer die s-Linie in unendlich kleinem Abstande vom 
Kreispunkt schneidenden ¢-Linie gefügt werden. Aus dem im allgemeinen 
Flichenpunkte giltigen Werthe 


g — 





9? w(3v — 2w) 
MV we 
T— (r — 1) 


erhält man bei unendlich kleinem Werthe von R.: 











dB, _ pet 2 2W 
dt * dt R, w W 
welcher Ausdruck, da im Kreispunkte x“ Ordnung 
Oe Ve rta mo ox tra 
ds"! Ec Qy"—1i ne 92"—19y* 


sein muss, weil die Differentialquotienten niedrigerer Ordnung der Normal- 
schnittkrümmung gleich Null sind, dureh Differentiation von Zähler und 


Nenner den Limeswerth 


arit 
2 — — 
dR, ^ 9x" 'oy° 
dt Fa d? D, 
ds" 


ergiebt. 


Die angeführten Eigenschaften der s- und ¢Linien der abwickelbaren 


Normalflüchen reichen im allgemeinen dazu aus, die gestaltlichen Verhält- 
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nisse der Evolute hinreichend kennen za lernen. Fir die einfacheren 
Kreispunktstypen kann man noch die Schnittlinien der Evolute mit der 
durch den Krümmungsmittelpunkt des Kreispunkts parallel zur Tangential- 
ebene gelegten Ebene hinzuziehen, deren Tangenten bei Kreispunkten erster 
Ordnung durch eine quadratische, bei solchen Kreispunkten zweiter Ord- 
nung, welche Schnittpunkte zweier auf der bezüglichen Flüche verlaufenden 
Symmetrielinien sind. durch eine als quadratische auflósbare Gleichung 
vierten Grades angegeben werden. 

Durch Differentiation von Zähler und Nenner im allgemeinen Aus- 
druck für das Krümmungsmass der Evolute findet man, dass das Vor- 
zeichen des Krümmungsmasses bei unendlich kleiner Differenz der Haupt- 


aur dm py : 
ee entgegengesetzt ist, 


was für den Theil der Evolute gilt auf welchem die s-Linie einer abwickel- 


krümmungen dem Vorzeichen des Produktes 





baren, die Kreispunktsnormale enthaltenden, Fläche eine geodätische Linie ist. 

Für eine mit einer ¢Linie der abwickelbaren Normalfläche zusammen- 
fallenden Kante entscheidet der Limeswerth des für den allgemeinen 
Flächenpunkt giltigen Ausdruckes 








ob sie nach der Fläche schaut oder nicht. Da die beiden ersten Glieder 
zusammen die Abflachung des auf der fraglichen s-Linie senkrechten Nor- 
malschnittes bedeuten, welche mit ç' bezeichnet werden mag, so kann dieser 


>) 


Ausdruck allgemein als eine Gleichung 


; Ww 
p= e is > 





zwischen rein geometrischen vom Coordinatensystem unabhingigen Gróssen 
geschrieben werden. Man ersieht, dass in den Kreispunkten erster Ordnung 
® beim Durchgang der fraglichen s-Linie dureh den Kreispunkt einen 
unendlich grossen Werth erhält und das Vorzeichen wechselt. Für diesen 


Fall setzt man am geeignetsten 
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und erhalt durch Differentiation: 





diD, dD) 
I dR; ds ds 
2 O 3m tax: = 
(5) 


Für die Kreispunkte zweiter Ordnung erhält man den Limeswerth 











und für solche höherer Ordnung nach #—1 Differentiationen allgemein: 


an = 1) d Fud^— ( d er: €) == 3d Ww 


(S 2) 2 
3n ds" 
ur n — I d" D, d^ D, ^ 


ds" ds" 


mithin: 


dr—2 q* 9"+?z Onna 


ds" er dan ay! 92"—9* 














Mit den angegebenen Hilfsmitteln können nun die gestaltlichen Ver- 
hältnisse sowohl der Krümmungslinien wie der Evolute eines Kreispunktes 
beliebiger Ordnung untersucht werden, wenn die betreffenden Differential- 
quotienten der Flüchengleichung bekannt sind, indem nach numerischer 
Auflósung der Gleichung = oo o in den verschiedenen Coordinaten- 
oz 


9x" *!9y 


dawn, daD! 
ds" ? ds” 








systemen p — q = =o die bezüglichen Werthe ermittelt 


werden. Für eine allgemeinere Untersuchung von besonderen Kreispunkts- 
typen giebt es aber bequemere Mittel. So genügt z. B. die Kenntniss der 


À d" D = : dps Mr 
Wurzeln der Gleichung Tru CUI das Vorzeichen von Ue für jede der 
T as ds > 
— d d"D a T * : d" D 
Linien — — o zu bestimmen. Um Ähnliches auch betreffs —— und 
dà ds" ds" 


aD, aD, ; ae. de 
men erreichen zu können, kann man auf folgende 
(ts as 





der Differenz 


d d"D 


Weise verfahren. Nach derselben Methode wie die Gleichung für Hu de 
di ds 


Acta mathematica. 29. Imprimé le 11 aoüt 1904 11 
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d? 


2 b er d^ D 5 ; 
kann eine Gleichune für == erhalten werden. Mittels der leicht zu 
9 dd? ds" 


eonstatirenden Identitäten 


= (dp — d"*'p,) = (n+ 1)[(d's — d"s,)dx — (d’r — d^ r,) dy], 
rta d'* qu) = (n+ 1)](d't—d't)dx — (d^s — d's,)dy] 


und der schon beviesenen Relation 





d” d"D d" D, TL PR 
iae cn (n ae) 


ds" dss 
erhült man die Gleichung 


(d^t — d"t,) dz? — 2(d"s = À ^s )dady du dtes d^ r,)dy* 





TD 
: ds’ 
zs d d'D : 3 
wonach unter Anwendung der Gleichung ide = 3 folgender Form 
0 as = 


(d"s —d"s,)(dx? — dy?) = (d"r — d"r, — d"t + d't,)dx dy 


für jede beliebige Krümmungslinie die Gleichung 


de’ + dy” ex” + dy? 














d" D, — d" D, = (d"r — d'r, —d't + d't) = (d's — d"s,) 


P da” — dy? da dy 
3 dy ö d d"D : 
besteht, in welcher = aus der Gleichung io ae 9 Zu erhalten ist. 
a ? du as" 





Zum Schlusse dieses Capitels mag es mir gestattet sein die Eigen- 
schaften der Krümmungslinien im allgemeinen Flächenpunkte den hier 
bewiesenen Eigenschaften im Kreispunkte zusammenfassend gegeniiberzu- 
stellen. 

Wenn allgemein Krümmung, geodätische Torsion und Bogenlänge 
einer Normalschnittlinie der Fläche bezw. der kürzeste Abstand zwischen 
den Flächennormalen in zwei auf dieser Linie belegenen Punkten mit D, 


T und s bezw. e bezeichnet werden, und $ den Winkel zwischen der 
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Tangente der Normalschnittlinie und einer fixen Tangente bedeutet, so 
gelten für den allgemeinen Flichenpunkt die Beziehungen 

dD " da " 

SET LN 2, TH t ——— 

eu as \ D + ma 
und es ist im Coordinatensystem p = q — o für die die Coordinatenachsen 
berührenden Normalschnittlinien 


dD 072 
amt? dx dy 


wobei das obere Zeichen für die die X-Achse, das untere für die die Y-Achse 


ter 


berührende Linie gilt. Im Kreispunkt x“ Ordnung, in welchem mithin 
eine vollständige Berührung der Ordnung # +1 mit der osculirenden 
Sphäre besteht, sind diese sowie die, sämmtlichen successiven Ableitungen 
bis einschliesslich der Ordnung »—— 1 entsprechenden, Werthe gleich Null 


und es bestehen die Relationen 


d^ T 
d d"D d" p d'*!g ds" 
ae coU fas soc aem pep 


wobei im Coordinatensystem p — q— o für die die X-Achse bezw. die 
Y-Achse berührende Normalschnittlinie 


9.123 


d d"D ; Qnia d d"D ‘4 ) 
Q9rQy"t! 


d$ ds = un + 2) ae" tt oy bezw. dj ds" = — (n EE 2 





ist. 

Die Krümmungslinien, oder die ohne geodätische Torsion auf der 
Fliche verlaufenden Linien, oder die Schnittlinien der Flüche mit ihren 
abwickelbaren Normalflächen, haben allgemein die Eigenschaft, dass der 
kürzeste Abstand der Flichennormalen in zwei unendlich wenig von ein- 
ander entfernten Punkten, wenn diese Punkte auf einer Krümmungslinie 
liegen, ein Unendlichkleines hóherer Ordnung darstellt, als sonst. Im all- 
gemeinen Flüchenpunkt verlaufen sie in den durch eine Gleichung zweiten 


: : dD : , 
Grades bestimmten Richtungen ip? und werden im Coordinatensystem 
gen - ) 


D 
m — 4 —s—O yon den Coordinatenachsen berührt. Im Kreispunkte »"* 


Ordnung verlaufen sie in den dureh eine Gleichung vom Grade n+ 2 
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d d^D 


bestimmten Richtungen —— 
= di ds" 


=o und es wird in jedem Coordinaten- 








Wie ersichtlich, würden die Gesetze für den allgemeinen Flächenpunkt 
in den für die Kreispunkte geltenden enthalten sein, wenn man den all- 
gemeinen Flächenpunkt als Kreispunkt von der Ordnung Null und eine 
Funktion als ihre eigene Ableitung von der Ordnung Null bezeichnen dürfte. 

Unter dieser Bedingung würde übrigens der im Kreispunkt geltende 
Werth für die geodätische Krümmung einer eintretenden Krümmungslinie 
auch im allgemeinen Flächenpunkte die Giltigkeit behalten. 


III. Die wichtigsten Kreispunktstypen. 


1. Kreispunkte erster Ordnung. 


Es mag allgemein als eine Linie # =o bezw. eme Linie w — o 
u. s. w. eine Linie bezeichnet werden, welche in einem Coordinatensystem 
p-—q-u-o0 bezw. in einem Coordinatensystem p — q — 4 — O u. S. w. 
mit der X-Achse zusammenfillt. Die Krümmungslinien sind also die Linien 
ID, 


: . à T d « : 
vr =o deren Orientation dureh die Gleichung Sume angegeben wird, 
= u as Sys 


welche folgende Form hat 
pda? — (u — 2w)dx?dy + (uw — 2v)dzdy* — wdy? =o 


und in einem Coordinatensystem p — q = v =o für die Orientirung der 
beiden übrigen Haupttangenten die quadratische Gleichung 


itg? $ — wig + u — 20 =0 


l : 2 : 
di mit tg $ bezeichnet ist. 


Für die die X-Achse in einem Coordinatensystem p — q =v — o be- 


giebt, in welcher 


rührende Hauptkrümmungslinie haben wir nun, indem wir die mit den 
Bezeichnungen im allgemeinen Flächenelemente analogen Bezeichnungen 


2 


ds 


2 2 
HAN OR er 
$s 











dD, =a 


ds 


U 


) 
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einführen, laut obigen Deductionen: 





nee OUI bi D an OS 
[ 9?! d fi, DSU. c W-—U 


ie 2u — 3w : i a w W 





Die Krümmung der s- bezw. {Linie der abwickelbaren Normaltläche 


deren Schnittlinie mit der Fläche die fragliche Krümmungslinie darstellt, 








er I 4 i 
welche mit — bezw. — bezeichnet werden mag, ist: 
Rs R 8 
1 DS Jg» I r*(u — 2w) D*(U — 2W) 
aan aa. Ca R ee We 








Sin 


Fig. I. 


Es mögen weiter nach dem Schema der Fig. ı die positiven Richt- 
ungen der drei möglichen Krümmungslinien mit s, s,, s,,, und die zwischen 
ihnen gebildeten, immer positiv gerechneten Winkel mit c, c, e, sowle 

d fi, 


die Werthe. welche # w —— u. s. w. annehmen, wenn der positive Theil 
; ds l 
der betreffenden Hauptkrümmungslinie mit dem positiven Theile der X- 


: dR, aR, 
Achse zusammenfallt mit ow", WW gs We bezeichnet werden. 
8, ASıı 
Aus der S. 82 angegebenen Gleichung 


n In n NL da? 3r dy? 
d" D, — d" D, = (d's — d's,) i donem 


welche in einem Coordinatensystem p — q — v — o die Form 


10 


U,— W, = 


n 





cos Jj 
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hat, und in welcher U, bezw. W, die Werthe für eine Hauptkrümmungs- 
linie angeben, deren Tangente mit der X-Achse den Winkel # bildet, re- 
sultiren in den verschiedenen Coordinatensystem p = q =v =o folgende 
Gleichungen 











x ( LT Wiss 
cosw, = —cos(o,, + &,,,) = —— — = ——""—, 
iy 7 Maas Ua 7 is 
w w 
COSI EU e : ; 
"Mm w, 1:111 = Wis 
Ww, V, 
COS (,,, = E 
u, — W,, u —w, 


aus welchen einestheils hervorgeht, dass das Product (a — ıw) in allen 
Coordinatensystemen p —q-— v-— 0 denselben Werth hat, d. h. dass das mit 


. . 5 . ‚„„dR oc 
dem negativen Werthe dieses Productes identische Product JJ NS längs 


jeder Hauptkrümmungslinie einen und denselben Werth hat, anderentheils 
aber auch die Beziehung 





I dR, dR, d li, 
cos 9, C08@,, COS G,,, ds, ds, ds, 
hergeleitet wird. 
Man erzieht hieraus, dass im Falle W(U— W)<o, wobei immer 


drei Haupttangenten existiren, sämmtliche Winkel c spitz sind, und für 
" Ake dk 2 ee = " : 

alle Hauptkrümmungslinien PEL o ist. Bei W(U — W) o können eine, 

(LS 4 

zwei oder drei Hauptkrümmungslinien vorhanden sein, einer der Winkel 
. c T > . . . 

w ist grósser als 3» 80 dass siimmtliche Haupttangenten innerhalb eines 

d R, 

ds 

Übergang zwischen den beiden Typen stellen die Fälle W(U — W)=o 





Quadrantes verlaufen, und hat für alle einen negativen Werth. Den 


dar, in welehen immer zwei orthogonale Kriimmungslinien und eine Linie 
v — w—1w — O0 existiren.  Lüngs der letzteren, welche mit einer der beiden 
anderen zusammenfallen kann, ist also der Kreispunkt von hóherer Ord- 
nung, und bei dem erwähnten Zusammenfallen besteht noch dazu längs 
dieser Linie eine Berührung höherer Ordnung mit der Sphäre, indem sie 





eine Linie v — uw — w — o darstellt. 
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Wenn in einem Coordinatensystem p — q-—v-—0 auch w=o ge- 
funden wird, so ist das Flächenelement bis auf unendlich kleine Grössen 
höherer Ordnung als der dritten symmetrisch zur XZ-Ebene, und die f- 
Linie der mit dieser Ebene zusammenfallenden abwickelbaren Normalfläche 
stellt mithin eine Kantlinie auf der Evolute dar. Um diese für die ge- 
staltlichen Verhältnisse der Evolute bedeutungsvollen Kantlinien zu unter- 
suchen geht man daher am besten von den Fällen aus, in welchen die 


vorhandenen Linien #%—© mit den Krümmungslinien zusammenfallen. 


‘ = ee d D, : : À : "a 
Wenn in der Gleichung zt =o mit Rücksicht darauf dass die Linien 
Er as 


: $c s dae 
i4 — 0 senkrecht auf den Linien w — o stehen, tg 0 für — i 
ay 


wird, so erhält man im Coordinatensystem p — q — v — o für die Orientirung 


eingesetzt 


der Linien «= o die cubische Gleichung 
ute? 0 + 3wtgd—w=o 
welche nur eine reelle Wurzel hat, sobald 


uw? + 4w’u>o 
ist. 
Schnittlinien der Evolute mit der durch den Krümmungsmittelpunkt 
parallel zur Tangentialebene gelegten Ebene, der Fokalebene, findet man, 
indem man in den Gleichungen der Normale 


€ = a(1 — fr) — 


(ua? + wy’), 7 = y(t — er) — - (2way + wy?), 


DIR 


1 " , 
c=-, 1 Y, 1 — 7 einsetzt und dann den resultirenden Ausdruck 
7 æ : c 
TOI Hoe iim 
u + wy"? 

differentiirt : , 

dz 2(uw + wu! — w*y'*) 

dy’ B (u + way?) 


. dy : 
indem die der Bedingung mg entsprechende Werthe von 7’ bei nach 


Null hin abnehmenden Werthen von æ und y die Tangenten der Schnitt- 


linien der Evolute mit der Fokalebene im Fokalpunkte darstellen müssen. 
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Die Bedingung dafür, dass die Evolute die Fokalebene schneidet 
ist mithin 
ue + uy! — wy? =o 
si fts 
25,2 X 
U°W --a4w'Ww-o. 


Werden die Wurzeln dieser Gleichung für y mit a,a,, und die ent- 
sprechenden Werthe für z' mit c,c,, bezeichnet, dann die Werthe 








2 2 3 
UU U 5 2 wa + 2% u 
a a = = a, a = — — a, (BA y — M—— 
1 SF 11 aw? ) 15501 ww” p E 11 ww 
in den Ausdruck 
+ 2wa, + wai m 2wa,, + wa}, 
6G +4, = — 
: iu w+ war u + wa, 


und den entsprechenden für €,c,, eingesetzt, so findet man 


1 


UW w 


CERE TEES T) GERS 25 


d. h. fün »' die Gleichung: 
ww? —wwry —w'-—o 


und die Identitüten 
I 1 


e; ————— = 
) 1 
i a i ay 
Wird dann der Winkel, den die in der Fokalebene durch den Krüm- 
mungsmittelpunkt des Kreispunkts gezogenen Tangenten der Evolute bilden, 
der Evolutenwinkel, mit ¢ bezeichnet, so hat man: 
e — 0 Vurw? + quw 


ios = + _4 = 


I+ ¢,¢,, w(u — w) 


Aus diesem Ausdrucke ersieht man, dass bei «^m? + qw*u<o d. h. 
wenn drei Linien ww — o vorhanden sind, die Evolute nicht die Fokal- 
ebene schneidet, und dass, wenn zwei Linien w—o existiren — bei 
wu? + 4w'w =o — nur eine Schnittlinie zwischen Evolute und Fokal- 
ebene sich vorfindet, während für Kreispunkte mit nur einer Linie w= o 


immer zwei solche Linien existiren, deren Tangenten im Fokalpunkte den 
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Evolutenwinkel bilden. Die Categorie mit nur einer Linie «— o umfasst 
theils die Fälle w(w—w)>o und :(w— 1) — o, theils aber auch Fille 
w(u—w)<o. Hierbei muss aber, da nur eine Linie 4 — o vorhanden ist, 
immer eine Hauptkriimmungslinie vorhanden sein, längs welcher w ein 
numerisches Minimum darstellt. Es muss also längs dieser Linie # und 
2w—u dasselbe Vorzeichen haben, wonach, da w(w — w) <o ist, auch w 
und « dasselbe Vorzeichen haben müssen. In Kreispunkten mit nur einer 
Linie w — o giebt es also immer ein Coordinatensystem p—q--v— 0 in 
welchem sowohl w als w positive Werthe haben und folglich der aus der 
Normalengleichung erhaltene Werth für € in der Fokalebene immer negativ 
ist. Es folgt hieraus, dass sämmtliche Normalen die Fokalebene innerhalb 
eines der vier Winkel € treffen, wonach die Schnittlinien der Evolute mit der 
Fokalebene nicht den Fokalpunkt überschreiten, sondern in ihm endigen. 
Der so bestimmte Winkel muss also wenigstens so gross sein als die Summe 
der zwei kleinsten Winkel ©. Da nun bei w(w—w) <o diese Summe grösser 


als = ist und beim Durchgehen des Werthes (#0 — w) durch Null, der 


Werth von tge durch co hindurchgeht, so folgt hieraus, dass der ange- 
gebene Werth für tes auch dem Vorzeichen nach die Grösse des Evoluten- 
winkels angiebt, während seine Orientirung dadurch bestimmt ist, dass in 
einem Coordinatensystem p—q—v—0, in welchem sowohl w als w positiv 
sind, der negative Theil der X-Achse innerhalb desselben verläuft. Näher 
wird die Orientirung durch die Bisseetrice bestimmt, welche mit der X- 
Achse in einem solchen Coordinatensystem den Winkel 


“are te Due E 2 are tg an 
= 15511 A 
bildet. 
Die Bedingung ww? + qu'u>o bedeutet übrigens auch eine Be- 
ziehung zwischen den Winkeln «. Aus der für ein Coordinatensystem 


p=q=v= 0 giltigen Gleichung 
wte?98—wte 8 + u— 20 = 0 


für die Orientirung der beiden übrigen Hauptkriimmungslinien, findet man 
nämlich, wenn die s,-Linie mit der X-Achse zusammenfällt, und wenn 
te 9 te 9,, die beiden -Wurzeln der Gleichung sind: 


Acta mathematiea. 29. Imprimé le 13 août 1904, 12 
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2 — IR 
— dd = = 5 


— —+ı=tew tgo 
; TE : DO SU 
w ds, 


wonach aus der für c, + «,, + @,,, — z giltigen Beziehung 


tg o, 4- tg e, +tgo,,, — tgo, te o, tg o, 


die Identitüt 
dH, tgo, + tga,,, 


i tg e, 





erhalten wird. Wird nun diejenige Hauptkrümmungslinie in einem Kreis- 

punkte vom Typus (uw — ) <o mit nur einer Linie « — o, für welche 
aR, : : ME : 

Foe ist, als die s,-Linie bezeichnet, so erhellt es, dass 

as 

die Bedingung ww? + 4w^w2 0 mit der Bedingung, dass die trigonome- 





w2u20 mithin 


trische Tangente eines der Winkel © grösser ist als die Summe der tri- 
conometrischen Tangenten der beiden anderen, zusammenfällt. 

In den Fällen «^w? + 4?» « 0, in welchen sowohl w als w zwischen 
zwei consecutiven Coordinatensystemen y=q—=v—=o Vorzeichen wechseln, 
ist dass Krümmungsmass der Evolute längs den s-Linien der abwickel- 
baren Normalflächen positiv, und die drei Linien ? — o können mit den 
Hauptkrümmungslinien zusammenfallen, wonach sie ebenso viele Kanten 
auf der Evolute darstellen. Man findet, dass die beiden Evolutenschalen 
Trichter mit drei Kanten bilden und im Fokalpunkte sich gegenseitig mit 
den Spitzen berühren. 

In den Fällen «^m? + 4w^w2 o findet man, dass der auf der einen 
Seite der Fokalebene gelegene Theil der s-Linie der abwickelbaren Nor- 
malflüche derselben Schale der Evolute angehört wie der auf der anderen 
Seite der Fokalebene gelegene Theil der Linie derselben. Da nun diese 
mit der Linie « = o zusammenfallen und somit eine Kante darstellen kann, 
so findet man, dass jede Evolutenschale eineKante hat, welche im Fokal- 
punkte endigt, und dass die Schnittlinien der beiden Schalen mit der Fo- 
kalebene im Fokalpunkte dieselben Tangenten haben, welche den Evoluten- 
= 3 ergiebt in jedem 
Falle, dass die Kante der einen Schale nach der anderen Sehale schaut. 


winkel bilden. Der $8. 81 angegebene Werth für 


Die angeführten Relationen reichen dazu aus, um alle Fälle in Detail 


zu untersuchen ausser der Fälle, in welchen längs einer Krümmungslinie 
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sowohl die Ordnungszahl des Kreispunkts wie die Osculation mit der 
Sphüre von hóherer Ordnung ist. Für diese durch ein Coordinatensystem 





peq-—v-u-w-o charakterisirten Fülle, welche man am besten durch 
die Untersuchung vom Zusammenrücken mehrerer Kreispunkte kennen lernt, 
so wie für die detaillirtere Untersuchung verweise ich auf meine a. a. O. 
gegebene Darstellung und beschrünke mich hier auf folgende Zusammen- 
fassung. 


1. Umbiegende Kriimmungslinien. In den Coordinatensystemen 
p em— ] —1;}}"—=;\\0) 
ist w(w—w)>o. Die zwei Evolutenschalen sind offen und haben jede 


eine Kante, welche im Fokalpunkte endigt. Sie schneiden sich beim Durch- 


Bigs 2. 


a 


4 





gang dureh die Fokalebene, wobei ihre in dieser belegenen Tangenten 


à D : T . E . 
einen Evolutenwinkel kleiner als > bilden. Sämmtliche Haupttangenten 


verlaufen innerhalb eines Winkels von 


WIA 


Bei w? < 4w(u — 2w) existirt 





nur eine Haupttangente. Wenn in einem Coordinatensystem p — q — v — 0, 
ue? = 4w(u— 2w) ist, so giebt es noch ein anderes, in welchem u = 2w 
ist, wobei die entsprechende Kriimmungslinie auf der nach dem spitzen 
Winkel zwischen den zwei Haupttangenten gewendeten Seite von an- 
schmiegenden Kriimmungslinien begleitet ist. Bei w* 4w(w — 20) giebt 
es immer drei Haupttangenten, und diese Bedingung ist für alle drei Coor- 
dinatensysteme p — ¢ =v = o erfüllt. Die mittlere der drei in den Kreis- 
punkt eintretenden Krümmungslinien ist beiderseits von anschmiegenden 


Krümmungslinien begleitet. S. Fig. 2. 


2. Ausbiegende Krümmungslinien. Drei Coordinatensysteme 
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In allen w(«—w)<o. Nirgends mehr als zwei Haupttangenten innerhalb 
7 


eines Winkels von 


S. Fig. 3. 


a) ww? + 4w^w > 0 in den Coordinatensystemen p — q — v — 0. Die 
Tangente des einen Winkels zwischen zwei Haupttangenten ist grösser als 
die Tangentensumme der beiden anderen. Die Evoluten schneiden ein- 


ander in der Fokalebene. Evolutenwinkel grösser als =. Jede Schale hat 


eine Kante, welche im Fokalpunkte endigt. 

b) In zwei der bezüglichen Coordinatensystemen ist wu + 4w^u — 0 
im dritten # — o. Die Tangente des einen Winkels zwischen zwei Haupt- 
tangenten ist gleich der Tangentensumme der beiden anderen. Jede Evo- 
lutenschale hat eine Kante, welche in dem Fokalpunkt endigt. Die eine 
Schale geht mit nur einer Schnittlinie durch die Fokalebene. Die andere 
ist längs einer diese Schnittlinie im Fokalpunkt berührenden Kante um- 
gebogen und liegt ganz auf der einen Seite der Fokalebene. 


Fig. 3. Fig. 4. 





/ 


c) In allen Coordinatensystemen p = q =v — 0 ist u^w? + 4w^u«o. 
Kein Winkel zwischen zwei Haupttangenten hat eine trigonometrische 
Tangente, welche die Tangentensumme der beiden anderen erreicht oder 
übersteigt. Die Evolutenschalen bilden jede einen geschlossenen Trichter 
mit drei Kanten, sind auf verschiedenen Seiten der Fokalebene belegen 
und stossen mit ihren Spitzen im Fokalpunkt zusammen. 


3. Eine durchgehende Kriimmungslinie und zwei orthogonale. Für alle 
bezüglichen Coordinatensysteme ist w(®@ — w) — o. Der Krümmungslinien- 
typus zeigt eine Combination von ausbiegenden und umbiegenden Krüm- 
mungslinien. S. Fig. 4. Beide Evolutenschalen schneiden die Fokalebene. 
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5 s Tv E . 5 > 5 
Der Evolutenwinkel ist ‘ Die eine Schale ist ohne Kanten, die andere 


2 


hat eine durch den Fokalpunkt hindurchgehende. Die zwei orthogonalen 





Krümmungslinien entsprechen Coordinatensystemen py=q=v=w-=o. Im 
dritten Coordinatensystem p — q— v — o ist w=w und die Ordnungszahl 
des Kreispunkts eine gerade. Ist in einem Kreispunkte zw(a — ır) =o 
längs der Linie «— w die Ordnungszahl des Kreispunkts eine ungerade, 
so gehört er dem Typus mit umbiegenden Krümmungslinien bezw. dem 
Typus mit ausbiegenden Krümmungslinien und w^w?-Fa4ww-o an, je 
nachdem längs dieser Linie der erste Differentialquotient der Differenz 
D, 


oder umgekehrt. Fällt die Linie 4 — ^ — o mit einer der orthogonalen 


— D, welcher von Null verschieden ist, dasselbe Vorzeichen wie w hat 


Krümmungslinien zusammen, wobei längs dieser nicht nur die Ordnungs- 
zahl des Kreispunkts, sondern auch der Osculation mit der Sphüre hóher 
ist, so entstehen besondere "Typen. 


2. Kreispunkte zweiter Ordnung. 


DNS: d &D, 
Die Gleichung an = : 
Men: 





— o für die Orientirung der Haupttangenten 
lautet: 
da! + (307? — e'?) dz* dy + 3(2 — 2?) da! dy? + 


+ (9% — 32??) dz dy? — 3'* dy* = o 


/ 


und in einem Coordinatensystem p — q — 2?! — o gelten für die von der 
X-Achse berührten Hauptkrümmungslinie die Werthe 


® — 3" 3r! pan y? pi — 2 p? 69* 
? = ; D— Q? 
I 98i dr, Q— 0% 
R, 3(0— 29)’ ds: ONE 


Die s- und £Linien der von der XZ-Ebene in diesem Coordinatensystem 

berührten abwickelbaren Normaltläche bilden im allgemeinen Falle Spitzen 

im Fokalpunkt, welche bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung 

als der dritten mit denjenigen von semicubischen Parabeln zusammenfallen. 
Die der s-Linie entsprechende semicubische Parabel ist 


9 bE? = — 8D*(F— p)? 
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ate : =: D 5 
deren Spitze eine Evolute vom Krümmungshalbnesser + Dp hat. Dieser 
Krümmungshalbmesser ist für die ¢Linie 


49* 
p^ D'(Ó — 39y 





und die Gleichung der ihr entsprechenden semicubischen Parabel 
99*£* = — 2 D'(Ó — 3.2)? (C— p). 


Von den Kreispunkten zweiter Ordnung sind diejenigen, welche zwei 
Symmetrieebene besitzen zugleich die wichtigsten und der Untersuchung 
am leichtesten zugänglich. Sie haben zwei Coordinatensysteme 


13 





Big on au er 


in welchen also sowohl die Y- als die X-Achse Haupttangenten sind und 
können ausserdem noch zwei symmetrisch zu diesen Haupttangenten ver- 
laufenden Krümmungslinien haben. Die geometrischen Grössen, welche 
die von der X- bezw. Y-Achse in einem solchen Coordinatensystem be- 
rührten Hauptkrümmungslinien charakterisiren, mögen mit ®, ®, bezw. 
®,, d, u. s. w. bezeichnet werden, die für die beiden übrigen gemeinsamen 
mit in Din u. s. w. Da nun aber 2, = 9 


1, ist, mag für diese Werthe 


die Bezeichnung 2 gebraucht werden. 





In einem Coordinatensystem p= q = 0*'=0'* =o erhält man für 
einen beliebigen Normalschnitt 


d’D Rt : 
= — d, cos* 9 + 60 cos? 8 sin* 8 + D, sin* 9 





ds 


und für die beiden s,,,-Linien 


woraus resultirt 


[/] 





ni $ + @,, — 62° 


Die S. 82 angebene Gleichung für d'D, — d" D, làngs einer beliebigen 
Hauptkrümmungslinie hat die Form 


D Q. — 20, 


111 111 
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Auf der Evolute hat das Krümmungsmass längs der s-Linie einer 
abwickelbaren Normalfläche entgegengesetztes Vorzeichen gegen dem Pro- 
dukt 949. Als Bedingung für Schnittlinien zwischen Evolute und Fokal- 
ebene findet man auf ähnliche Weise wie in den Kreispunkten erster 


Ordnung 





dy — 300,9" + (0,0, — 32%) + 9,9} 
dy' (6, + 39? | 


woraus resultirt 
y? 39° ®, D, + y d Kon — 9*0. 0, - 09°) 
Als 20,0 LE j 





Dieser Ausdruck lehrt, dass, wenn 4, und 4, verschiedenes Vor- 
zeichen haben, für y’? immer ein positiver und ein negativer Werth er- 
halten wird, so dass immer zwei symmetrische Schnittlinien mit der Fokal- 
ebene existiren. Wenn alle drei Gróssen dasselbe Vorzeichen haben sind 
bei Q9* $,4,, vier bezw. zwei Schnittlinien vorhanden. Haben endlich 
®, und 4, 
Bedingung 4,4,, > 99^ erfüllt sein, wenn Schnittlinien der Evolute mit 


dasselbe, 2 aber entgegengesetztes Vorzeichen so muss die 


der Fokalebene vorhanden sein sollen, und man findet dabei wieder vier 
bezw. zwei dieser Linien, welche immer paarweise symmetrisch zu den 
orthogonalen Haupttangenten verlaufen. 

Von den mittels dieser Hülfsmittel erhaltenen Resultaten gebe ich 
hier eine kurzgefasste Zusammenstellung, in welcher ich zu meiner a. a. O. 
gegebenen Darstellung einige durch die Untersuchung der Kantlinien 


mittelst der Werthe ® gewonnene Details hinzugefügt habe. 


Kreispunkte zweiter Ordnung mit zwei Symmetrieebenen. 


1. Einlaufende Krümmungslinien der einen Schaar und unkreisende der 
anderen. 2(®, — 9) 2 o, 2(0,,—2)>o0. Zwei oder vier Krümmungslinien, 
jede zweite beiderseits von anschmiegenden Krümmungslinien umgeben. 
(Figg. 5 und 6.) Die Evolute bildet zwei geschlossene Trichter auf einer 
und derselben Seite der Fokalebene. Die eine Schale ist ohne Kanten, die 
andere hat zwei oder vier durch die Spitze hindurchgehende Kanten je 
nach der Zahl der vorhandenen Haupttangenten, wie es die Fig. 7 in zur 
Fokalebene parallelen Schnitten der Evolute andeutet. Doch kann bei Vor- 


handensein von nur zwei Haupttangenten die eine durch die Spitze hin- 
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durchgehende Kante in drei zerfallen, so dass vier anstatt zwei Kanten 
vorhanden sind. In Falle @,=@,, = 34 besteht eine Berührung höherer 
Ordnung mit dem Scheitelpunkte einer Umdrehungsflüche, wobei jede Tan- 
gente des Kreispunkts eine Haupttangente ist, und eine Vermehrung der 
Anzahl der Kanten auf der betreffenden Evolutenschale bezw. das Dege- 


neriren dieser in eine Umdrehungsachse stattfindet. 


Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7. 


2. Ausbiegende Kriimmungslinien. 2(0,— 2)<o, LP, — 9) «o. 
Immer vier Haupttangenten, jede zweite einer anderen Schaar angehörend. 
Die Evolutenschalen bilden entweder zwei geschlossene Trichter, einen auf 
jeder Seite der Fokalebene, mit je zwei durch die Spitze hindurchgehenden 
Kanten und positiven Krümmungsmass der Flächen, oder es ist einer der 
Triehter theilweise durch die Fokalebene hindurch umgebogen, wobei ent- 
weder vier Schnittlinien mit der Fokalebene und zwei auf dem nicht um- 
gebogenen Theil durch den Fokalpunkt hindurchgehende Kanten vorhanden 
sind, oder auch nur zwei Schnittlinien der Evolute mit der Fokalebene 
existiren, in welchem Falle die Kanten der fraglichen Evolutenschale ver- 
schwinden. Im sämmtlichen Typen kann eine Vermehrung der Anzahl der 


Kanten vorkommen, indem eine Kante in drei zerfallen kann. 
3. Eine durchgehende Krümmungslinie jeder Schaar. 
270 tas 
(0, — 9)(0,, — 2) «o. 
Zwei oder vier Haupttangenten. Im letzteren Falle gehören drei, welche 


innerhalb eines Winkels von > verlaufen, einer und derselben Schaar an, 


wobei die mittlere beiderseits von anschmiegenden Krümmungslinien begleitet 
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ist (Fig. 8). Die eine Evolutenschale bildet einen geschlossenen Trichter 
mit einer durch den Fokalpunkt hindurchgehenden Kante. Die andere 
kann einen auf derselben Seite der Fokalebene gelegenen geschlossenen 
Trichter mit drei dureh den Fokalpunkt hindurchgehenden Kanten bilden, 
wie es die Fig. 9 in zur Fokalebene parallelen Schnitten andeutet — bei 
A sind vier Haupttangenten vorhanden, bei B ist für eine Krümmungs- 
linie 2>0, $— 429270. Bei erheblicher Zunahme dieser Differenz können 
auch die drei Kanten in der Fig. 9 B in eine nach aussen schauende zu- 
sammenfallen. In anderen Fällen ist die fragliche Evolutenschale theil- 
weise durch die Fokalebene hindurch umgebogen, wobei entweder auf der- 


Fig. 8. Fig. 9. 





8 
; Lo 


selben Seite wie die erste Schale vier Blätter bleiben, von denen zwei eine 
gemeinsame durch den Fokalpunkt hindurchgehende Kante haben, vier 
Schnittlinien mit der Fokalebene vorhanden sind, und auf dem umgeboge- 
nen Theile zwei Kanten durch den Fokalpunkt gehen, oder aber auf der 
urspriinglichen Seite der Fokalebene nur zwei Blatter mit einer gemein- 
samen durch den Fokalpunkt hindurchgehenden Kante bleiben, nur zwei 
Schnittlinien mit der Fokalebene vorhanden sind, und keine Kante auf den 
umgebogenen Theilen verläuft. Der in diese Categorie gehörige Specialfall 
Q — 0 bietet eine Evolutenschale auf jeder Seite der Evolute dar mit je 
einer Kante, deren Tangente in der Fokalebene belegen ist und diejenige 
der anderen Schale rechtwinkelig schneidet. 

4.  Kreispunkte, welche längs einer oder zwei Krümmungslinien von hö- 


herer Ordnung als der zweiten sind. (4, — 2)(®,,—&)=o0 oder 2=0 
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bei 9, 9,, 7 o. Diese Fälle, welche man durch Untersuchung des Zusammen- 
fallens von zwei oder mehreren Kreispunkten erster und zweiter Ordnung 
kennen lernt, bieten verschiedene Combinationen der erwühnten Typen dar. 


3. Kreispunkte hóherer Ordnung. 
Aus der Beziehung 


Das — G2 dr 2 


erhellt es, da 


[ERE er: ars 22i 


nur Differentialquotienten der Flächengleichung von der Ordnung » + 2 
enthält, dass sämmtliche Glieder und folglich auch sämmtliche Wurzeln 





NES mp) : = 5 * 
der Gleichung meae frei gewählt werden können. Es können also 
SEE E 
sämmtliche Wurzeln reell sein. Dabei muss aber in jedem Coordinaten- 
9^i?7 : DCN . 
system p — q = — =0, in welchem die Gleichung die Form 
: 9x" tloy : o 


arte, Che 





y. uch 2X 1) (atta e Rem le. 


pant? gant? 2 der oy? = 92z"9y*, 


d" D; d“D, 


hat, wegen der Bedeutung der Coefficienten, <o sein. Da nun 


ds" ^ ds" 
4 vs cordia : 3 vic 
wenigstens eine Linie eR eee d. h. eine Hauptkrümmungslinie immer 
du GS 
d^ D 


zwischen zwei Linien ——- — o belegen sein muss, so findet man, dass un- 


ds" 
abhängig von der Ordnungszahl des Kreispunkts immer ein Typus existirt 
mit »-F 2 Hauptkrümmungslinien, von welchen jede zweite einer anderen 
Schaar angehört, mit allseitig ausbiegendem Kritmmungslinientypus und 
positivem Krümmungsmass der Evolute längs den s-Linien der abwickelbaren 
Normalflachen, und in welchem die Evolute zwei geschlossene sich gegen- 
seitig mit den Spitzen im Fokalpunkt berührende Trichter mit x + 2 
Kanten bilden, einen auf jeder Seite der Fokalebene. 

In den Kreispunkten ungerader Ordnung ist die Zahl der Glieder in 

d” D d d"D 


den Gleichungen —— — o und 


1 — —— — © eine gerade, und jedes Glied 
ds" ad ds" Dad J 
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: = d d^D 2 2 6 
mit gerader Ordnungszahl der Gleichung T ERE enthält zwei Glieder 
€ (s 
: - ; ] cip d" D 
mit ungerader Ordnungszahl der Gleichung n das letzte ausgenom- 
2 E S Vg : 


men, welches nur das vorletzte Glied dieser Gleichung enthält. Auf die- 
selbe Weise enthält jedes Glied ungerader Ordnungszahl der Gleichung 
dial) . : Amt d^ D 
— = — 0, das erste ausgenommen, zwei Glieder der Gleichung —— — o 
dit ds" E Sst 
und zwar in der Weise, dass sümmtliche Coefficienten und folglich auch 


= 6 = R d d^D 
simmtliche Wurzeln der Gleichung d 
~ «uU as 


) 


— o frei gewühlt werden kónnen, 
wobei auch sämmtliche Glieder der Gleichung = = o eindeutig bestimmt 
werden. Man kan also erstere Gleichung so wählen, dass nur eine reelle 
Wurzel existirt. Es resultirt für alle Kreispunkte ungerader Ordung ein 
Typus mit nur einer Krümmungslinie, umbiegendem Krümmungslinientypus 
und einer Evolute, welche aus zwei die Fokalebene schneidenden Schalen 
mit wenigstens je einer im Fokalpunkte endigenden Kante besteht. 

In den Kreispunkten gerader Ordnung ist die Anzahl der Glieder in 


OR i" D 1 d"D 
den Gleichungen —— — o und + 
o ds" dé ds” 


dass in letzterer Gleichung wohl alle Glieder gerader Ordnungszahl, nicht 





— © eine ungerade, woraus folgt, 


aber alle Glieder ungerader Ordnungszahl frei gewählt werden können, 
) n 

= =o nicht durch die Gleichung 2 _ == (6) 

eindeutig bestimmt ist. Wenn aber siimmtliche Glieder gerader Ordnungs- 

d^ D 

den 


sowie dass die Gleichung 


zahl in der Gleichung =o gleich Null sind, so sind auch sämmtliche 


«de dis en d d"D = 5 
Glieder ungerader Ordnungszahl der Gleichung cmm À Null, und die 
= QU Gs 


übrigen Glieder können frei gewählt werden. Setzt man alle diese Glieder 
mit Ausnahme der zweiten und der vorletzten gleich Null, so nimmt diese 
Gleichung die Form 








i d^ D I" D, 2 3 d^ D d" D, on 
(+ 1) —- = cos. Pisin (nt Da) CO Sn © 
ds, ds, / \ poe padi 


an, wobei mit s, bezw. die mit der X- bezw. Y-Achse zusammenfal- 


1 11 
lende Kriimmungslinie bezeichnet wird. Da nun die betreffenden Glieder 


: d^ D ; : 
der Gleichung E — © erst dann bestimmt werden, wenn noch eine Be- 
- s 
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ziehung zwischen den vier in obiger Gleichung enthaltenen Gróssen ein- 
geführt wird, so kann man, wenn mit % eine beliebige Zahl gemeint wird, 
eine der Bedingungen 

d" D, d" D, suh pee d^ D 


n 


n — \ n 
ds, ds; \ ds; AE / 








benutzen, woraus dann erhellt, dass bei Kreispunkten gerader Ordnung 
immer sowohl ein Typus mit zwei einlaufenden Krümmungslinien der einen 
Schaar und umkreisenden der anderen wie ein Typus mit einer durch- 
cehenden Krümmungslinie jeder Schaar vorkommt. 

Wie man ersieht, kehren in den Kreispunkten hóherer Ordnung die 
in den Kreispunkten erster und zweiter Ordnung vorkommenden Haupt- 
typen wieder. Es lässt sich aber erwarten, dass die Zwischenformen mit 
steigender Ordnungszahl der Kreispunkte immer complicirter werden. 


4. Linien sphärischer Krümmung. 


Von diesen giebt es zwei Hauptformen: solche mit variirender und 
solche mit constanter sphärischer Krümmung. Erstere Form besteht aus 
einer unendlichen Reihe von Kreispunkten erster Ordnung mit einer durch- 
gehenden Krümmungslinie und zwei orthogonalen. Die Krümmungslinien 
jeder Schaar schneiden also, unter sich orthogonal, die Linie sphärischer 
Krümmung unter endlichen Winkeln, biegen aber in den Schnittpunkten 
rechtwinkelig um. Die Schnittlinie der Fläche 


ale ) 


2a \ x + a’ 





mit der XZ-Ebene giebt ein Beispiel für eine solche Linie ab. 

Linien constanter sphärischer Krümmung kommen auf Umdrehungs- 
flächen vor, und sind von Kreispunkten zusammengesetzt, welche längs dem 
Meridiane von gerader oder ungerader Ordnung sind, je nachdem die 
Evolute dieser Linie im betreffenden Krümmungsmittelpunkt eine Spitze 
hat oder nicht. In ersten Falle gehören die Meridiane auf beiden Seiten 
der Linie sphärischer Krümmung. derselben Schaar an, im letzteren biegen 
die Krümmungslinien beiderseits rechtwinkelig in die Linie sphärischer 
Krümmung um, und die Meridiane auf der einen Seite gehören derselben 
Schaar an wie die Parallelkreise auf der anderen, wobei die Umdrehungs- 
achse aus Theilen beider Evolutenschalen entstanden ist. 
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SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE D'UNE BRANCHE UNIFORME 
D'UNE FONCTION MONOGENE 
(cinquieme note) 
PAR 


G. MITTAG-LEFFLER. 


J'ai consacré le $ 2 de ma quatrième note! à une étude approfondie 
d'une eénéralisation de l'intéerale LAPLACE-ABEL dont les conséquences ont 
5 o 





1 Aprés la publication de la quatrieme note ont paru les travaux suivants qui se 
rapportent au mémoire présent: 

Epovarp A. Fouër. Leçons élémentaires sur la théorie des fonctions analytiques. 
Paris 1902. Prem. partie. Chap. V. 

ALFRED PRINGSHEIM. Jacques Hadamard. La série de Taylor et son prolongement ana- 
lytique. Archiv. der Math. u. Physik. III Reihe, Bd. 3, 1902, pag. 289, 290, 294, 295. 

Ernst LixpELOr. Une application de la théorie des résidus au prolongement ana- 
lytique des séries de Taylor. Comptes Rendus, etc. T. 135, 29 décembre 1902, pag. 
1315— 1318. 

Franc G. RADELFINGER. Analytical representation of complex functions. Phil. 
‘Soc. of Washington. Bull. Vol. 14. 1902, pp. 227—232. 

Franc G. RADELFINGER. Bull. of the Amer. Math. Soc. Vol. 8, 1901— 
1902, pp. I5, 16. 

F. R. Mourrox. Bull of the Amer. Math. Soc. Vol. 9, pp. 98, 99. 

Lucis Hanxr. Zurückführung der allgemeinen Mittelbildung Borel's auf Mittag- 
Lefflers n-fach unendliche Reihe. Monatshefte für Math. und Physik. Jahrg. 14, 
1903, pag. 105—124. 

SALYATORE PINCHERLE. Di una nuova operaxione funxionale e di qualche sua 
applicaxione. Rend. R. Accad. delle scienze dell’ Ist. di Bologna. 8 marzo 
1903, pag. 4. x 

GEORG FABER. Über die Fortsetxbarkeit gewisser Taylorschen Reihen. Math. An- 
nalen: Bd $7. "H.-3;' 1903, pag: 385: 

Grorc FABER. Uber polynomische En'wickelungen. Math. Annalen. Bd. 57. 
'H. 3, 1903, pag. 406—408. 

Ernst LixpELOr. Sur l'application de la théorie des résidus au prolongement ana- 
ytiques des séries de Taylor. Journ. de math. pures et appl. Ser. 5. T.9, 1903, 
pag. 213—221. 
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été résumés dans le théorème 7b.  J'arriverai dans la note présente par 
une seconde voie a une nouvelle généralisation qui améne a un résultat 





J. Manwquisr. Sur le caleul des intégrales d'un système d'équations différentielles 
par la méthode de Cauchy-Lipschitx. Arkiv för Mat. Astr. och Fysik. Stockholm. 
Bd. 1. 13 maj 1903, pag. 149—156. 

HELGE von KocH. Sur une classe remarquable de fonctions entières et transcendentes. 
Arkiv för Mat. Astr. och Fysik. Stockholm. Bd.1. 9 sept. 1903, pag. 205—208. 

GEORG FABER. Uber Reihenentwickelungen analytischer Functionen. Inaug. Diss. 
München 1903, pag. 65—66. 

ERNST LINDELÖF. Sur la determination de la croissance des fonctions entiéres dé- 
finies par un développement de Taylor. Bull des. sciences math. Ser. 2. T. 27, 
aout 1903, pag. 224, 225. 

LEOPOLD FEJER. Untersuchung über Fourier'sche Reihen. Math. Annalen. Bd. 
58, pag. 51. 

S. PINCHERLE. Sulla Sviluppabilità di una funxioni in serie de fettoriali. R. Ac. 
d. Lincei. Vol. I2. 2 sem. Serie 5, 8 nov.-1903. 

S. PINCHERLE. Sulle funzioni meromorfe. R. Ac. d. Lincei. Vol. I2. 2 sem. 
Serie 5, 22 nov. I903. 

E. PHRAGMÉN. Sur une extension d'un théorème classique de la théorie des fone- 
tions. Ce journal. T. 28, pag. 351—368. 

Émice Picarp. Sur certains développements en séries déduits de la méthode de 
Cauchy dans la théorie des équations différentielles ordinaires. An. École Norm. T. 21. 
An. 1902, pag. I41—I51. 
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A. Wimax. Über den Fundamentalsatz in der Theorie der Functionen E,(2). 
Acta Math. Ce Tóme. 

A. Wimax. Über die Nullstellen der Functionen E,(x). Ce Tome. 

J. Manwquisr. Etude d'une fonction entière. Acta Math. Ce Töme. 

Voir encore mes articles: 

Sur l'intégrale de Laplace-Abel. Comptes Rendus ete. T. 135, I décembre 
1902, pag. 937—939. 

Une généralisation de l'intégrale de Laplace-Abel. Comptes Rendus etc. T. 136, 
2 mars 1903, pag. 537—539. 

Sur la nouvelle fonction E4(r) Comptes Rendus etc. T. 137, 12 octobre 
1903, pag. 554—558. 
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final de la méme portée que l'autre, ayant de plus l'avantage d'étre d'une 
trés grande simplicité et de mettre mon probléme sous un jour nouveau. 

Rappelons d'abord la definition de l'intégrale LarrAcEe-ABrr. Soit 
ley ssh 


limite supérieure des valeurs limites des nombres ls k,| soit finie.! On 


5» A, À,,... une suite de constantes assujetties a la condition que la 
sait que l'inverse de cette limite supérieure, soit 7, est le rayon de con- 
vergence de la série. 
J'exprimerai avec M. PmnrxGsHEIM ? cette propriété des constantes /,, 
k,,k,,... par la formule 
— — I 
(1) Lim || =; 


et je désignerai par F(x) la fonction analytique qui est définie par les 


k 
Lim (es 3x 
» 


1? gun: ss 
=» 


constantes A, , A 
On sait que 





La serie 
(2) ru yy 
est done une série toujours convergente. C'est alors l'intégrale 
f «TF (oz)do 
0 


où l'intégrale est prise par rapport aux valeurs positives de « qui est la 
célébre intégrale LAPLACE-ABEL. 
Monsieur BonEL dans une série de travaux ^ d'une trés grande im- | 





Un nouveau théoréme général de la théorie des fonctions analytiques. Comptes 
Rendus ete. T. 138, II avril 1904, pag. 881—884. 

Une nouvelle fonction entière. Comptes Rendus ete. T. 138, 18 avril 1904, 
pag. 941, 942. 

' e. f. premiere note, pag. 43, note 12. 

? ALFRED PRINGSHEIM. Zur Theorie des Doppel-Integrals. Sitzb. d. math. phys. 
Cl d. K. bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 28. 1898, H. I, pag. 62. 

* Voir surtout: 

ÉwiLE Borer. Mémoire sur les séries divergentes. Annales de l'École normale. 
Sér. 3. T. 16. Année 1899. 

Ewite BoREL. Leçons sur les series divergentes. Paris, Gauthier-Villars, 1901. 
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portance est arrivé le premier à fixer le domaine de æ pour lequel l'inté 
grale converge. 

Ce domaine est une étoile de centre zéro inscrite dans l'étoile prin- 
cipale définie par les constantes k,,k,,k,,... et circonscrite au cercle de 
convergence de la série k, + kr E k,x^-F....' Je désignerai dans la 
présente note cette étoile par la lettre BY. L'étoile s'obtient de la manière 
suivante. On limite chacun des vecteurs / issu du centre à une longueur 
p qui est la limite supérieure d'une autre longueur d, limitant / elle-même, 
et telle que le cercle ayant d comme diamétre fasse partie de l'étoile 
principale À. 

M. Borer avait démontré la convergence de l'intégrale LAPLACE-ABEL 
pour l'intérieur de B®. M. PnunAGMÉN est arrivé à montrer que l'inté- 
grale LAPLACE-ABEL ne peut pas converger en dehors de 5'?. L'étoile 
D" est done quant à la variable x une véritable étoile de convergence 
pour l'intégrale LAPLACE-ABEL, de méme que le cercle C de centre zéro 
et de rayon 7 est un cercle de convergence de la série k, + Az + km +... 
L'évalité 


(3) FB (x) = f'e-*F(ox)do 
0 


a lieu pour un domaine quelconque à l'intérieur de DV 


l'égalité de TAYLOR 


de même que 


(4) FC(x) = Lim Y Pire Z ka 


n= o 


a lieu pour chaque domaine a l'intérieur de C. 

Voyons maintenant une manière fort simple de généraliser l'intégrale 
LAPLACE-ABEL qui permet d'obtenir une étoile de convergence plus étendue 
que D s'approchant indéfiniment avec la variation d'un certain paramètre 








! voir pour la definition de »l'étoile», »l'étoile principale», »étoile inscrite» et 
»étoile circonscrite»: premiére note page 47, seconde note page 200, seconde note 
page 183. J'ai désigné auparavant l’etoile A comme étoile principale des constantes 
hs Th, [ss Bu 2 





? E. PHRAGMÉN. Sur le domaine de convergence de l'intégrale iv finie [ F(az)e- da. 
0 
Comptes Rendus. etc. IO juin I9OI. 
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de l'étoile prineipale 4.  Introduisons au lieu de »la fonction génératrice » 
d'ABEL (x) une nouvelle fonction génératrice un peu plus générale dé- 
finie par l'égalité 





Y k, 
(5) BEN ie ies ; 
oü 
(6) [av = I'(av + 1) 


et ou a désigne une quantite positive donnée. On a 
(7) F(x) = F(a), 


et on voit que F,(z) est une série toujours convergente de méme que /'(z). 
J'introduirai done au lieu de Vintégrale LAPLACE-AnBEL: 


(Benz 1 (ax)\do 
0 
l'intégrale nouvelle plus générale 
(8) f(x) = f e** (or) dw* = f e-" F,(w"x)dw 
0 0 


et je démontrerai le théorème suivant: 


» L'intégrale f(x) possède par rapport à x une étoile de convergence 
po qui est inscrite dans l'étoile A et qui tend indéfiniment vers cette 


étoile en méme temps que a tend vers zéro. L'égalité 
BBO (a) AE) 
a lieu partout à l'intérieur de BO.» 


La démonstration de ce théorème sera partagée en trois arties diffé- 
| S 
rentes. 

1° »L'intégrale f(x,) étant convergente l'intégrale f(x) est uniformé- 
ment convergente pour le domaine 9,9, « 8 1), où 6, dé- 
signe une quantité positive.» 

2° sL'intéerale f(x) étant convergente l'intégrale f(x) représente sur 
le vecteur (ox,) la fonction FC(x) ainsi que sa continuation 
analytique le long de ce vecteur. 
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Faisons parcourir à x, tous les points à l'intérieur de l'étoile 


A pour lesquels le domaine ' 


1 — a^ « Arg (3) ie (si O<a< 2) 
HR (3) EMIT 


est situé à l'intérieur de A et appelons B” l'étoile obtenue de 


—z< Arg (2) <z (si a> 2) 


cette manière. Lintegrale f(x) n'est jamais convergente en dehors 
de B®.» 
3° L'intégrale f(x) converge d'une manière uniforme pour tout do- 


maine à l'intérieur de D^. 


» 
Les deux propositions 1 et 2 seront démontrées dans le $ 1. Quant 
à la proposition 3 elle demande pour être démontrée l'intervention d'une 


nouvelle transcendente qu'on obtient en simplifiant F,(r) en faisant 


ki, J) i DE EET 
et que je désignerai par 
/ = a 
C E,(2)=), —. 
(9) (OD E. 


y=0 


Des propriétés différentes de cette transcendente seront développées dans 
les S$ 2 et 3. La démonstration complète de la proposition 3 sera donnée 
dans le § 4. 


Dans le cas «= 1 l'intégrale LAPLACE-ABEL 
th e" F\(@x)do 
0 


pouvait être transformée dans l'expression de M. Bore: 


eo 


n+1 
Lim e-* Y^ (k, + E s... Eu) o 


GS i) mL MM SE 
qui a le méme domaine de convergence 5 que l'intégrale. J'obtiendrai 
dans le § 4 pour « queleonque une nouvelle expression ayant la méme 
forme que celle de M. Borer. J’obtiendrai de méme deux nouvelles ex- 
pression d'une forme interessante. Dans le § 5, où je laisse tomber la 
condition que l'étoile de l'expression. doit être une étoile de convergence 
jobtiendrai encore des nouvelles expressions. 


' Je désigne par I?(z) la partie réelle de z et par Arg(z) Pargument de z. 
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UN 
— 


Je commence par établir le théoréme suivant. 


A. 58i on admet que l'intégrale 


LJ 


à 1 1 


f(a,) = | c" F,(ox,)do* 


0 


est convergente, l'intégrale 


o 


x 1 1 


ALIAS | ce" F (wOx,) dw” 
0 


est nécessairement uniformément convergente pour le domaine 6r,(9, — 81) 
où 6, désigne une quantité positive.» 


On voit l'analogie complète avec le célèbre théorème d'Agez pour la 
série de puissances. ' La démonstration est absolument la même que celle 
que M. PunAGMÉN a donnée pour le cas à = ige 

Posons 

F,(ox,) = ¢(w) + id(o) 


¢(w) et d(w) étant réels. Les deux intégrales 
L4 














D 1 1 /* r 1 
„wu a hf y— t ^ a 
| e(o)e " dw*, | d(o)e " do 
LA LE 
0 0 
"he m m(m — 1) , m (m — I)(m — 2) 
! Recherches sur la série 1 + ra Mibi Da gle RE Dy 
2 2 
_— - . 2) 


Théoréme 4. Oeuvres. Nouvelle éd. T. I, pag. 223 
2 
* E, PHRAGMÉN. Sur le domaine de convergence de l'intégrale infinie 1 I'(ax)e- * da. 


0 
Comptes Rendus ete, 10 juin 1901. 
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convergent, et il s'agit de démontrer, que les intégrales 


© oo 
2 1 


| e (8o)e-*" dw“, | d(8o)e " dw* 


RI" 


0 


convergent de méme d'une manière uniforme pour le domaine 6, € 8 «€ 1, 
6, étant positif. Considérons par exemple la premiere. 


On a: 
1 1 
w3* 1 - Ganz (2) 1 
^ — E = E 
| $(89)e7* dw‘ — | ¢g(w)e \” dw“ 
e 64 t 
1 1 
wy 


1 H 1 
c goat lo il 2 


1 
= g(w)e” dw“. 
NN 


(dw)? 


grales definies et nous aurons: 


Appliquons maintenant le second théorème de la moyenne pour les inté- 
1 


1 
(Bar) (83)* 
> = — ) 1 = =) E x 1 
vr (i Ll. ^ Sy. = rn _ Q2 NC 7. 
| Or END duc ON aget todas eu ¢g(w)e* dw* 
Le t 
D i 
(Aw,)% (ba)? 
& désignant une certaine valeur entre «, et w,. Il s'ensuit immé- 
J 
a 1 1 
. ye , — = .p , 
diatement que l'intégrale | c(8o)e " dw* converge uniformément pour 
0 
p, SO0ANE 


, étant positif. 
Le théorème A est par conséquent démontré. 


Quant à la fonction Æ,(wx,) la seule condition à laquelle elle soit 
assujetie dans le théoréme est, on le voit, que l'expression 


1 


1 
F(ox)do* 
soit intégrable. L'importance de cette remarque qui a été déjà faite par 
M. PruAGMÉN sera mise en évidence dans une autre occasion, 
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L'intégrale f(8x,) peut être transformée de la manière suivante 


o 


© = 
D 


1 


ol CE) s | = F.(o81,)do* = — "D F, (cx) do" . 
Posons encore: 


(11) $, (c) = | es F(wx,)do*. 


L'intégrale f(z,) étant convergente la limite supérieure de l'intégrale Q, (e) 
reste évidemment finie. 
On a: 


o 


Z > B = d o, z 
(12) f (Axo) = = ex" \, 4) af. C) do“. 


9" à dw® 


On obtient par conséquent en faisant l'intégration par partie: 


x alba: 


(13) f (82%) == tu à | ew e *—V G(w)do". 
ge N g^ : 


Le second membre de cette égalité converge évidemment pour 
D rs 
R ju p 
[2 


8 étant ou réel ou complexe, c'est à dire il converge pour 
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Par conséquent: 


B. Vintégrale 
oe d : 
f(x) E- | enw" F (ex) dor 
e 
0 
étant convergente, la transformée de l'intégrale 
x 1 1 
" \ = 
nl) — | e" F,(ox)do* 
0 
à savoir lintégrale: 
= 1 N 
N 2 pre 
"C dre Pena : 
(14) (=) (=) — I e NY (0, (co ) d eo* 
v \ æ E 
©, 
0 
ou 
1 
w7 2 
= 2 
P,(o) = | e" F (wa) dw? 
0 
est convergente tant que 
L 
> t2 a 
HR (2) SS 10 
_\@; 
L'intégrale 
à 25 4 
1 1 1 | = 
ej E a 1 
ENG EN“ «^ on) : - 
(>) (8) —1 | OR eS / Qu(o)dao* 
©) \ & / 


représente évidemment pour chaque domaine 


\ 


« x, 74 . 
1 2kz—a- < Arg (=) <2kz+a- (1 O<a<2) 
a 2j NAY, 2 
x 
5 (2) z Eo N 
a 1 Lo ; doc 
2kr — x< Arg (2) <2kr +z (si «22) 
k= —O®... (2 = 5,0) 1, 2 yes, C9 
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une branche fonctionnelle. Cette branche est en général pour chaque do- 
maine différent la branche d'une fonction différente. La seule considération 
intéressante pour l'instant est celle du domaine qui correspond à Á — o. 
Ce domaine embrasse le vecteur (02), et l'égalité 


J e F., (e 81) dw* x: = (; - m 1) | one Ca 0,(w)de*. 


0 


a lieu pour les valeurs positives de 0, 6, 0 1. Par conséquent: 


C. intégrale 


* 


"n 1 1 


BER, T 
| e" F,(ox,)do* 


e 
0 


étant convergente, l'intégrale 


ob 


à 1 1 


| e" F (wx) do 


t 
0 


représente sur le vecteur (0,r,,2,), où 6, est une quantité positive sl 


petite qu'elle soit, une fonction analytique. de #. 


Les théorèmes B et C sont encore valables comme l'était auparavant 

le théorème A quand la seule condition à laquelle soit assujettie la fonc- 
u 1 
tion F,(ox) est que l'expression e^ F (wx)dw* sera intégrable. 

Dans notre cas où la fonction F,(x) est définie par l'égalité (5) nous 
montrerons que la fonction analytique qui est représentée le long du vecteur 
(ox,) par l'intégrale 

1 1 


A. = 
fe ^^ F,(wx)dw 


est identique a la fonction FC(x) et à la continuation analytique de FC(x) 


« 


le long du méme vecteur. 
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En realité on sait que 


D I 1 E 


| g "^ ow’ da = ie vod = I'(ay + 1) = |av. 


0 


A cause de la supposition exprimée par la formule (1) on peut toujours 
en déterminant un nombre positif e aussi petit que l'on voudra trouver 
un entier positif # tel que l'on ait 


oo 


v emis 


ven 


pourvu que 


[2| <r <r. 


Pour ce domaine de x, en désignant par ©’ et cw" deux quantités 
positives telles que © — »" on aura done 


1 
ws 
E 


SEM "ere. 
| 7 

= | e * wdw* p 
ay 2 


A Y 
y—n 1 





D'autre part pour ce méme domaine de x en choisissant ©’ suffisamment 
grand on aura 


n—1 » 1 
| F, | w v a v 5 
— e c» dw |x| <<. 
| av 2 
YOU jT 
v 


Par conséquent, en prenant ¢ et 7” arbitrairement on peut toujours trouver 


un nombre positiv c' suffisamment grand pour que 


> 


1 1 
le = 
(16) > | | | e "" wy’ dw" |x |’ 3 
| ay A 
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pourvu que 
Iz| € «v. 


La série de puissances 
= 
k 
) F.C Doan” 
NO | av 
DU 


est toujours convergente. Il en est done de même de la série: 





— 
on 


1 = 2 
a > ket 
e? F, (wa) = tye D y 
| ay 
y—0 — 1 
1 : = 1 
. eS E XX 5 SU, , N = 
considérée par rapport à «co^. On obtient done | e" FEF (wx)dw* en 


Py, 


intégrant chaque terme separément et on a le droit d'éerire 


] 
ot we 
a 1 1 ES 2 1 1 
ma 7 a ky — m v a o» 
(17) e" F,(ox) do" = e" w'dw x’. 
: ER 
1 EU 1 
P we 
On a par suite en vertu de (16) 
1 
ae 
a 1 1 
(18) | e" F (wx)dw*|<e 
: 
1 
74 
pourvu que 
Iz | &v <r- 
L'intégrale 
a L ı 
(9) | e "" BF (wx)dw* 


t 
0 


regardée comme fonction de z est done uniformément convergente dans 


chaque domaine 
xl < y' «v. 
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On a maintenant en désignant par @,,@,,@,,... une suite de con- 


stantes positives croissant au delà de toute limite: 





1 
4 L 
a oy 41 
v 
5 1 1 T 1 1 > a 1 1 
—u* " — a — uw a 
| Gee Eon) do? — | e" F (wax) do" + | e" EF. (wx) dw“ 
€ t e 
0 0 ves 1 
(t 
e, 
1 1 
wt ; . e : : 
hy w a k, uy 2 a -.2 
=k, +; = e" wdw* x + e^" w'dw* x’ + 
ns Gees 
0 
1 1 
a a 
a Wy 44 “+1 
LI = 1 > 1 
hy w* a k, w* 2 a „2 
+ k+ e" odo’c + — 6% wo do" x’ + 
9 |a. I | la. 2 
vol = 1 
a [74 
w o, 


égalité valable pour le domaine |v| € »' <r. 
On a done en vertu du théorème fondamental de WEIERSTRASS ! 


(19) | e" F (wa) do“ = Z ka = IPC(z) 
0 


égalité valable au moins pour chaque domaine à l’intérieur du cercle de 


oo 


convergence C de la série I 4,2’. 


v0 


La fonction analytique qui, l'intégrale 


à 1 1 


| e" F (wx,)dw* 


t 
0 


Kart Weiersrrass. Zur Funclionenlehre. Werke. Bd. 2, pag. 205. 
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étant convergente, est représentée par l'intégrale 


2 1 


| e" EF (wa)dw* 


t 
0 


le long du vecteur (ox,) coincide done pour les points |x| & v sur ce vecteur 
avec FC(x). Par conséquent: 


E 
1 


> 1 
D. »liintegrale fen? F (wx,)do* étant convergente l'intégrale 


t 
0 
© 


D I 1 


a = > : 
| Cus F,(æwx)dw® représente sur le vecteur (or, une branche fonctionnelle 


t 


0 
qui est identique à ÆC(x) et à la continuation analytique de FC(x) le 
long de vecteur.» 


Soit maintenant B® une étoile définie comme a la page 106.  L'inté- 


e 


Lu { 1 


grale few: F,(ox,)do® ne peut pas être convergente en dehors de B®. 
a 
D 
On a en effet en admettant qu'elle soit convergente et en posant 
= s 


1 


E D 1 
(11) Q$, (c) E | ee Ja (wx,)dw* 
0 
l'égahté: 
: E 
d 1 = z d b (@)° à) 1 
| e" F, (wx) do = (2) (es) x e à $, (e )do" . 
n a 


0 
Le premier et le second membre représentent tous les deux la méme 
fonction analytique sur le vecteur (0x). Le second membre nous montre 
que cette fonction est régulière partout dans le domaine 
A T T . 
= 1 — a5 < Arg (7) <a} (sio a <2) 
Ed 


— 7 « Arg (5 \<r (si «= 2). 
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On voit done en vertu du théorème 4D et de la définition de B que 
le point z, ne peut pas être situé en dehors de Bb”. 

Par conséquent: 

JE. Faisons parcourir à x, tous les points à l’intérieur de l'étoile 
principale A définie par les constantes 4, k,,...,4k,,... pour lesquelles 
le domaine 


by 

| 

ZN 

a | & 

SUEZ 
= 

V 


—7< Arg (23 TM SI a=) 


est situé à l'intérieur de À et désignons par BY l'étoile qui est obtenue 
de cette manicre. 
L'intégrale 


oo 


> I 1 


| Oe FE (cac) deo" 
LE 
0 


H 


ne peut jamais être convergente en dehors de BO.» ! 


oo 


D 1 1 


Il reste maintenant à voir si l'intégrale | e" EF (wx)dw* qui ne peut 


t 
0 


pas étre convergente en dehors de B® converge partout à l'intérieur de 
D^. C'est seulement si cette circonstance a lieu et si la convergence est. 
uniforme pour tout domaine à l’intérieur de BO que D'? est en realité 
une étoile de convergence à notre intégrale. 

On ne voit pas au premier abord la possibilité d'étendre au cas général 
ou a est quelconque la démonstration que jai employée dans la note 4, 
S 2, pour le cas a — 1. Il faut done chercher une autre voie. 

Je simplifierai d'abord le probléme en introduisant au lieu de F(x) 
la fonction. élémentaire rec 


Je démontrerai ensuite qu'on peut ramener le cas général à ce cas. 
' En parcourant de nouveau ma note 4 j'ai remarqué une omission dans la démon- 


I A . . 
stration page 378. J'y suppose tacitement ———— réel et je ne mentionne pas le cas 


Yo =e 


général qui se ramène du reste immédiatement au cas réel. 
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MM. Puracmen et Borer" de leur côté ont démontré que si l'on 





sait développer en une série dont les termes différents sont des fonc- 


tions rationnelles de x, on obtient immédiatement le développement de 
F(x) en une pareille série. Lorsqu'ils ont publié leurs résultats ils n'ont 
pas remarqué que j'avais démontré ce méme théorème il y a déjà plus de 
vingt et un ans.* 





l. ope 2 . ES . a 
* Ewing Boren. Addition aw mémoire sur les séries divergentes. Ann. Sc. Ec. 


Norm. Sup. T. 16. Année 1899, pag. 132—134. 


E. PHRAGMÉN. Sur une extension d'un théorème de Mittag-Leffler. Comptes 
Rendus 12 juin 1899. 

* Pullständig analytisk framställning af hvavje entydig monogen funktion, hvars sin- 
gulüra ställen utgdra en värdemängd af första slaget. Ofversigt af K. Vet. Ak. 
Förhandl. 8 febr. 1882. 

J'y ai démontré (pag. 25, 26) la formule 


Fe) = Bok, + Bike + ...+ Bret 





CE - FTE es oh v(°)') dz 
zi 2 — & z Z 2 


ou B,, B, ,..., B, sont des constantes par rapport à z mais non par rapport a 2, et 
où S est un contour limitant une surface simplement connexe pour laquelle /'(z) est ré- 
guliére. J'ai méme donné la formule sous la forme plus générale 





mr A m—1 x 
F(«) =; B,k, a Bk, SUE B, ka" 3 >= |«( | m NM B, An ( =) | 
y=0 à 


æ — Ad, 


ja | F(e)| — (m BAL sehe v,(2)’) da 
27 oS te zZ FA z 


où la fonction, uniforme pour la surface limitée par S et régulière sur le contour S 





lui-même, possède un nombre limité de points singuliers d, , 4, ,..., @m à l'intérieur de 


S; et où G,(z),... @m(z) sont des fonctions entières définies par légalité 





IGN = e ( ) + 3x— a,) 


€ — Ay, 


qui a lieu dans le voisinage de a,, l'égalité 
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Si dans ce mémoire je n'ai pas eu recours auparavant a la méthode 


qui consiste à ramener l'étude de F(x) à celle de 





3 c'est pour les 


deux raisons suivantes. 

Mes développements seraient dans les deux eas devenus au fond ab- 
solument les mémes et j'aurais obtenu par conséquent une simplification 
plutôt formelle que réelle.’ 


En second lieu — et c’est la raison qui m'a déterminé pour mes 
trois premières notes — jai voulu arriver au but par des considérations - 


directes et purement élémentaires, et par conséquent sans avoir recours à 
l'intégrale de Caucuy. Mais la méthode qui consiste à ramener le dé- 





veloppement de F(a) au développement de présuppose essentielle- 


NS 
ment le passage par l'intégrale de Caucuy. Or dans cette note le cas 
n'est plus le méme et la simplification à laquelle on arrive en étudiant 
d'abord 


devient d'une importance capitale. 


ayant lieu dans le voisinage de z — O. Ma formule montre immédiatement qu'en ayant 


‘= Lim? (B, + B+... + B,(") 


2-—«c n— À? 





à lintérieur d'une figure génératrice (c. f. troisieme note, page 219) passant par les points 
O, et enveloppant la ligne (Ox) l'égalité 
F(z)- Lim(B,k, + B, + ... + Bak,z") 
n= @ 
a lieu pour une étoile E qu'on obtient en construisant autour de chaque vecteur issu de 
l'origine la plus grande des figures génératrices qui n'embrasse aucun point singulier 
de F(a) et en adjugeant à E la partie du vecteur entre l'origine et c. 
C'est justement le méme théoréme qui à été démontré par MM. Borer et PHRAGMEN. 
Les auteurs qui ont parlé de la simplification de ma premiere démonstration à 
laquelle d'autres auteurs seraient arrivés aprés moi (voir p. ex. PRINGSHEIM, JACQUES 
Hapamarp. La série de Taylor et son prolongement analytique. Archiv d. Math. und 
Physik. 3 Reihe. Bd. 3, pag. 289) ne paraissent pas avoir saisi le fond de ma pensée. 
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En faisant 





(20) F(x) = ei be beak. 


on obtient pour F,(r) la série: 





(9) E,(x) = 


< 
I IM: 
o 
ES 
t 


Dans le paragraphe actuel j'aborderai l'étude de la fonction Æ,(x) à 
l'aide de la formule sommatoire de MACLAURIN éelaircie par les méthodes 
d'Agez et de Caucny.! 


J'imposerai encore au nombre positif à la restriction suivante: 
(21) oda o! 


Désignons par ¢ une quantité positive plus petite que un et par x 
un nombre entier positif. Soit A un rectangle dont deux côtés situés à 
la distance x de part et d'autre de l'axe réel sont parallèles à cet axe et 
dont les deux autres perpendiculaires à cet axe passent l'un par le point 
—e et l'autre par le point n + 1 — e. 

Nous aurons: 


* Voir par exemple: 

Junius PETERSEN. Vorlesungen über Functionstheorie, Kopenhagen. Andr. Fr. 
Host & son 1898. Kapitel 8, SS 78, 79. 

Hs. Metin. Die Dirichlelschen Reihen, die zahlentheoretischen F'unctionen und die 
unendlichen Produkte von endlichem | Geschlecht. Acta Soc. Se. Fennicae. T. 31, n? 2. 

Ernst LiwpELOF. Quelques applications d'une formule sommatoire generale. Acta 


SOc} sc) Henuicaew Caine 
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—etin n+l—eEe+in 
=e mee 
—s—in n+1—e—in 
Faisons 
R R, Ry 
^ 
I x I 2 I x 
22 al = = d, — dz 
(23) ires I |az He s Has i | aei I 
t€ — c —— tU IL 


où À, désigne la ligne n + 1—e,n+1—e+in, —e+ im, — &) 
R, la ligne (—&, —e—m, n+ 1—e—im,n+1—6). 


En introduisant: 


(24) & — 7 -L 3, 








(25) g — re? 
où 7,{,@ désignent des quantités réelles et où r est le module |x], 
trouve: 
Ry, n 
a „2 -n+1—e p—yt 
—— fig,bex E Eo a a ee 
giri: __ | az e—?ris—?rt .. | a (n + 1—e-+ at) 
e = t | = 
0 
n+1l—e 
"a 
1 eee Ls 
26) — —— C—————ár ef dr 
ee) | giric—2zn— | | a(z + in) 
e — 
n 
a I gt 
! PRET E 
€———— — ee "dl, 
e ?75—?5 — [| g(— € +.) 


et 


on 


Sur la représentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monogéne. 121 























Ry n 
ra z 2 n+l—es, et 
CRE à | az e ris t9rt — lan + p — e — it) 
t — t — <— E 
0 
n+1—e 
( ) 2 I pie?" - 
27 HNIC. a Ar 
+ | e?ri+?rn 2] | a(t e in) 
ni 
a ; =e pet 
— | uM CET gr. 
ee ee a | «C— s — al) 
u = — s 
Par conséquent: 
R 
3 B : 
x 
= — de 
ers — I az 
LZ 
n 
(o pU gntl—sg—g$t 
Sai e 35i—m _ J [an +1 —e+i) , 
0 
~—tt pr+l—epyt , 
Le PT 
RUE = — [e 
e 5t. Il|a(n-d4r—e-a3 
= at 
n+1—e 
yon yt eer in Ten 2 
+ Ium E — Rs EN öde 
giriekrma 7 la(c—in) er ı [ac in) 
A B (Naher oe NSE 
n 
? . : E 
gà p—E pvt "s A—3 p— Vt 1 
— 1 JR AE SF — XS Ce Mex: 
e — it) e ?mie—2rt — | EX e+ il) 
LL 


s à à : I 
Pour discuter la formule (28) il nous faut connaitre le module de —. 
í Zz 
| 2 


L'expression de Wetersrrass nous donne: 





! Voir par exemple: SCHLÓMILCH. Compendium der höheren Analysis. 2'** Band. 
3 Aull, pug. 248. 
16 
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I I c(-4 it) : z+ it + e(—i = / t — il RE 
EU pM et EL e+ = je 
nr 2 che) He 
SE Phe Ss ps Je 
n=1 
= [4 IC +i)e abire 
I = 4 Ü N 
iy IU "eres 


Par conséquent: 





Ole CST 





Considérons maintenant la premiere intégrale dans le second membre 
de la formule (28). En vertu de la première formule (29) et puisque 
le minimum des deux modules |e77*?* — 1| et [e?7* — e?"|; o €t est 
une quantité h différente de zero, on aura: 


er pile et 


— I aut -e-il) +2 7 aires it) | 





ee zt 


ynl—s grt ez Visas as 
STE itt "Ed ) 2az pa. 


L'intégrale du second membre est convergente si ¢ remplit la condition 








(31) CE arae 
an+l—s I 
à 1 
L'expression [a @ Sune tend indéfiniment vers zéro avec =a Le module 
( i 
de l'intégrale 
n 
pit grtl—ée—yt ts gril—t,et DTE 
= — — ens 
une qu EC ESTO eJ it) XXL |a 4 1 € — al) 
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: NS I : 
s'approche done indéfiniment de zéro avec -, tant que c remplit la con- 
TL 


dition (31). 
Considérons maintenant la seconde intégrale du second membre de la 
formule (28). On a en vertu de la seconde des formules (29) 


n+1—e 








Tui T c6" qn regen oc 
= a - eis? dr 
ezrict!en — ff la(c in) ELT —2xn . [ la(c+ in) 
|I 6 
> # 








(32) 
ch g^" — yarn 5 pt 
icem Welcher : |— di 
DE us Ci = 2arın J |az 
p 
St on à She cé 
l'intégrale — dr ayant une valeur finie. Le second membre de la for- 


lat 


mule (32) tendra indéfiniment vers zéro avec -, tant que c remplira la 
n 


condition: 





Cette condition suppose essentiellement 
(34) 2 55301555 (9x 


En ajoutant à la condition (21) pour a cette nouvelle condition (34) et 
en supposant que c remplit la condition (33) on voit done que le module 
de chacune des deux premières intégrales du second membre de (27) tend 
indéfiniment vers zéro avec -. 


On obtient done la formule fondamentale: 


(35) Es) = Y, 


y—0 











. pou r—= e*t 4 grit T —pt i nee 
Pm v [E TP DEEE p 
g-3risct?nt ] la( = eim it) e?rie-rt _ TJ |a(— n if) dt. 


ce 
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On a: 


y T- 5c! rt Te Oo a 
See Sp rt nn -_———. le dt 
ee —I |a(- € — it) "B pce ais n | a - € J- 4t) 
(36) 0 


Ir: 2 2 EN az. p—ant 
2 ern LD get) V t Ve Bee: 
h | ae : ( i BE (ee): 2azl do 


L'intégrale du second membre est convergente tant que c remplit la 
condition (33). Les deux conditions (34) et (33) étant vérifiées l'intégrale 
du second membre de la formule (35) est par conséquent convergente. 


Mais la formule (36) nous donne encore un autre renseignement précieux. 
On a: 








. qs 
Lim —— — o 
T LE 


pco 


tandis que l'intégrale: 


eo 


Une yum d f gant ee 
5—(22— 9)t y— t V V ec 1 
€ ë I 
ft 1 ) c=: 2art at 


0 





est indépendante de r. 
Par conséquent le théorème suivant à lieu: 


F. »Supposons 
(34) 27-02 O0. 


; , dos AD : I 
Le module de Æ,(x) s'approche indéfiniment de zéro avec — quand 
= 


x tend vers l'infini dans un angle intérieur à l'angle 
. T T 
(33) ic 


En faisant a — 1 on obtient une propriété connue de la fonction ex- 
ponentielle E,(x)=e*. Par ce théorème se trouve encore tranchée une 
question importante soulevée il y a quelques années par M. Borer. ' 





! Intermédiaire des mathématiciens. T. 6, n? 4, avril 1399. 
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»Peut-on trouver une fonction entiere dont le module ne dépasse l'unité 
qu'à l'intérieur d'un angle aussi petit que l'on veut donné d'avance, ou 
si non, peut-on démontrer rigoureusement que cette question doit étre 
résolue par la négative? 

La question doit être résolue par l'affirmative et on obtient en E,(x) 
la fonetion désirée en donnant seulement à « une valeur suffisamment 
petite. Il n'est pas difficile de former encore d'autres fonctions que la 
fonction Æ,(x) jouissant de cette méme propriété. 


Une pareille fonetion est la suivante par exemple, 


a 





; aa an e 


v=0 [av Av ln 


La fonction 





: zd "HD alee eus CMT MT ect 
us (Las LL (qnm y" ih alfa / 





en est une autre. 

Le raisonnement que nous avons employé pour E,(#) nous fait voir 
de méme que le module de chacune de ces fonctions tend indéfiniment 
vers zéro quand |x| croit au dela de toute limite le long d'un vecteur 
situé dans l'angle 


->o>a-. 


rn 
[52] 
[#2] 
D 
A 
RQ 
NIA 


Nous connaissons done la croissance de E,(x) dans cet angle. Abordons 
maintenant la question de la croissance de E,(x) dans l'autre partie du 
plan, c'est à dire dans l'angle 


[S] 


NLA 


(37) DFE; 


li 
Revenons à la formule (23) où nous ferons subir à | intégrale | une légère 


modification. 
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On a: 
I I 
Q ——— I — 
(38) giriz __ I En I g 35i. 7 
Par conséquent, 
n n n 
e I a ae : I x? 
36 GA 2 
(39) | ere — 1 |uz J | az | gre a 
t je m t —— 
. v , ON ^ LEY b ’. » + 
La fonction [us se comporte d'une manière régulière à l'intérieur du rect- 
angle —e,n+tı— e,n+tı—e+tin, —e+m, —e) et sur son 
contour. 
Par suite 
I n+l—e 
2, zt 49) "H 
0) — | 02 — | de 
(40) | | az | lac 
5) GE 
On a d'autre part: 
EA 
: I e 
— | zi — de 
e—2niz — | | aa 
v LL 
n 
à 1 gn+l—s.—¢t NS NE fas) 
= ? EE - pe dt 
e?rietrt— 1 |a(n+1—e+it) 
3 QU; ie RUBY, 
5 2 
(41 
4 ) n+l—e 
^a — 
I 150: Meus 
+- ~ = = — re dr 
e—2nit ean NT | a(c+ in) 
E CAR POLY 
n 
I Le 0 


+i 


[2 
0 


rte re dt. 





Ji 


Qrie+2rnt TJ |a(—e+it) 
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On a done en vertu des formules (23), (39), (40), (41), (27) 





I LÉ 
«TAS EDAX dz 
Go 1 | az 
/ — 





e 
n-+1—e 
LJ a 
= | = dz 
ac 
t 
n 
. ' n 
4 ^ rt yn+l- sg 
L DT ea Re 
eT stent — | \a(n HI — e— 320) 
r - eee 
f \ 0 
(42) : git quti—ée e—¢t 


eire + 1-9 dt 


RER UT | a(n +1 —e+ il) 


yin nef" 2 
ES LOS S ER SE: B] e" d dr 
a CAE On) 

















rt qT—5e- et ge 
edt 


) er] | a —é+it) 





formule qui est un pendant a la formule (28). 


L'intégrale: 


est convergente pour toutes les valeurs de + et de e. On a pour la se- 


conde intégrale du second membre 


n 
| 1 it yn 1—s „pt 
gun WI EON 
n 
(43) 


il pH 1e p— gt 1 
ure ne EDT 7 
a T | a(n+ 1—e-+ it) 








gn ti—e 1 > eat g—ant 
< — = / Art y—(3z t e) SE tet dt. 
—lalntı-e)h. (6 airs ) 2azl 
u 


128 G. Mittag-Lettler. 


; MENS I 
Le module de cette intégrale tend done indéfiniment vers zéro avec - 
it 


pourvu que ¢ remplisse la condition: 


-— 


ccena 


(44) QO 


DIN 


Quant a la troisieme intégrale du second membre de la formule (42) 
on a: 








n-+1—e 
al H . 
yin yt een t pin Fret" ee 7 
=D 7 A aS SaaS EXT: = er at 
| girict3zn _] IG in) e?rir+2ru _ [ g(t in) | 


A 

4 

on 
== 











E 72 Un 90— azn i os 
El os em e — € ) 
«(euren en Vi ET E s | — dr. 
( | (Ei 247n | aT 


/ 





Le module de cette intégrale tend donc indéfiniment vers zéro avec 


lorsque & remplit la condition: 
Zz fs 

eire ele Oy || PI etel. IIc 

(46) Bex ( ) 


On obtient par conséquent: 


y-ü r-£eyt 


ER 








e riet Rt ET a( as it) 


© 
L 


yu y—5e—$t > 
(48) fe r?zt.- [ [a(— eil) = e—?7ie 


0 








est convergente tant que la condition (46) est remplie. Le module de 


l'intégrale étant inférieur à Ay ^ où A est une constante indépendante de 
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r (c. f. la discussion concernant la formule (36)) tend indéfiniment vers 
zéro en méme temps que r augmente au dela de toute limite le long d'un 
vecteur situé dans l'angle (46). Quant à la quantité positive à la condi- 
tion (46) revient simplement à 


(49) 4>a>o 


et la convergence de l'intégrale (48) a lieu sous les deux conditions (49) 
et (46). 
La formule (47) donne: 


(50) E,(x) = e =e" = | ee om. 


Dans cette formule l'argument @ de x est supposé remplir la condition 








37 Zr 
(51) DA US 
ed Kara quits I I 
qui dérive de (46). Le module de 6% diminue indéfiniment avec ios 
quand a tend vers l'mfini le long d'un vecteur situé dans l'angle (51). 
On a: 
LJ e T 
LA ? =~ 
x I z^ 
— dt = - dt. 
ac a |< 





Par suite en vertu de (50) et en y introduisant as au lieu de e et en 


^ 


désignant par 0 la transformée de 9! par cette substitution: 


égalité qui exige que la condition 


T 


Oo 


; 
24^ 
>p>—a”- 


(52) a 


tS | 


soit remplie. 


Acta matiematiea. 29. Imprimé le 10 septembre 1904 17 


130 G. Mittag-Leffler. 


En retournant à la formule (47) on obtient par conséquent le théo- 


rème suivant: 


G.  »Supposons 


(49) 4>a>o. 


Dans le cas où x est situé dans un angle intérieur a l'angle défini par 


les deux conditions: 





(46) e—a i$. (ez a), 
(52) a m pl—a 

on a 

(53) E,(z) — terse 4 a 


a 


D 


où le module de z(? diminue indéfiniment en méme temps que Iz| zo 


augmente au dela de toute limite.» 


Les deux théorèmes # et G pris ensemble nous renseignent complete- 
ment sur la croissance de Æ,(x) dans toutes les différentes directions, 


a 


pourvu que: 
(34) 220290. 
On pourra done énoncer le théoréme suivant: 


Théorème 8a. La fonction ZE,(r) où a désigne une constante po- 


sitive vérifiant la condition 
(34) 218117257240) 


se comporte quant à sa croissance dans les diverses directions de la manière 
suivante: 
On doit distinguer trois cas différents. Le module de x augmente 


indéfiniment dans un angle intérieur à l'angle 


(88) DRE Eom eic 
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Dans ce cas le module | E. (x) | tend en méme temps indéfiniment vers 
zéro. Le module |x| augmente indéfiniment le long d'un des deux vecteurs: 


gata 


Dans ce cas le module | E.(«)] tend en méme temps indéfiniment vers 


-. Le module |x| augmente indéfiniment dans un angle intérieur a l'angle 
" 2 £ Ù 


T T 
Ci EE n T itis c 
ZN 2 


Dans ce cas le module | £,(z)| augmente en méme temps au dela de 


toute limite, tandis que 


pe 


I (74 a 
5 r^ e 
Eme 
diminue indéfiniment.» 
Pour «= 1 on retombe sur la propriété connue et caractéristique de 
la fonction exponentielle E,(x) = €. 


Le théorème @ nous renseigne encore sur la croissance de Æ,(x) 
dans le cas 


a —= 2 


pourvu que 
tO —T. 


Nous voyons que |E, (x)| augmente indéfiniment en même temps que 


|x| tend vers linfini dans un angle intérieur à l'angle 
T DEL 


tandis que 





Y I n: 
E. x) GI. € 


diminue en méme temps indéfiniment. 
Mais ni le théoréme F ni le théorème G ne donne la croissance 


de | £,(z)| dans le cas 
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Cette croissance s'obtient au contraire directement si on a égard à l'égalité 





i Tr 
AV: VE DO EST 
(53) E, (x) zen ee = Be 
dott l'on tire 
1 
(54) E, (re) = E,(— r) = cos 132 


Dans le présent paragraphe nous avons donc complètement épuisé la 
question relative à la croissance de E,(x) dans le cas 


(21) 27200: 


Je montrerai dans le .paragraphe suivant qu'on peut encore arriver à la 
connaissance complete de la croissance de E,(x) dans le cas 


as 2. 


Un 


4 
3: 


Dans le paragraphe précédent j'ai étudié la croissance de la fonction 
E,(x) à l’aide de la formule sommatoire de MACLAURIN. La constante a 
était alors soumise à la restriction 


(21) 220 S10: 


Je suivrai dans ce paragraphe une nouvelle voie et nous verrons que celle- 
ci nous conduit à la connaissance de la croissance non seulement d'une 
fonction E,(x) qui correspond à une valeur a limitée par la restriction (21), 
mais en méme temps a la connaissance de la croissance d'une fonction 
E,(r) correspondant à a réel positif quelconque. 

Quelque temps après la publication du mémoire de RIEMANN sur 


1 


les nombres premiers! HANKEL publia un mémoire fort remarquable ? où 


' Uber die Anxahl der Primxahlen unter einer gegebenen Grosse. Monatsber. 
der Berl. Academie. Noy. 1859. Ges. Werke. Zweite Aufl. pag. 145. 

* Die Buler’schen Integrale bei unbeschrünkler Variabilität des Argumentes. Zur Ha- 
bilitation in der philos. Facultät der Universität Leipzig bearb. von Dr HERMANN HANKEL. 
In Commission bei Leopold Voss. 1863. Zeitschrift für Math. und Physik. Neuntes 


Jahrgang, pag. I—-21. 
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i 5 : I , SONA M 

il obtenait une expression pour yj, au moyen d'une intégrale définie ana- 
logue à celle donnée auparavant par Riemann pour la fonction €(z).’ 
Cette expression est: 


(55) Nye / gr: 
Z 


où le contour S est un contour ouvert laissant l'origine à gauche, parcouru 
dans le sens positif et qui peut être défini de la manière suivante. 

On introduit deux quantités positives o et ¢ dont l'une ¢ est plus 
petite que le nombre deux. Le contour se compose de trois lignes diffé- 
rentes. D'abord la partie d'un vecteur, issu de l'origine et ayant pour 


Fe) 


argument —i(1+¢)“ entre l'infini et le point pe ^. Ensuite l'arc 


NIA 


de cercle tracé par l'extremité d'un vecteur de la longueur o tournant autour 


i(14-5) > 


x A 7 


de l'origine dans le sens direct de pe ? à pe ^. Finalement la 
partie d'un nouveau vecteur, issue de l'origine et ayant pour argument 


3 (EI b. M 
, entre le point pe — ? et l'infini. 


i(1 + €) 


NIA 





! Werke. Zweite Auflage, pag. 146. 
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Supposons: 
| x | <p" 


nous aurons: 








e a E x 
N Ty I | ; >} / x NN dt I ISP CK 
Er Er ; e = ee =, 3 
u ay 2ri = Las] t 27 a %—2 
P cá t t 


Faisons 
P= 0 


et désignons par S un nouveau contour ouvert dans le plan des © laissant 


—ia(14 E) 
pudo 


l'origine à gauche et formé de la partie: entre l'infini et p°e d'un 
. , e . 7 , 
vecteur issu de l’origine et ayant pour argument — ia(r + €) 53 de lare 


de cerele tracé par l'extremité d'un vecteur de longueur 9° tournant autour 


7T z 
ize À —ie tt) UN ta(1+¢)=— 1 
de l'origine dans le sens direct de o*e cee One ? et ensuite de la 
: Q iz te Hie : tec 
partie entre p%e * et Vinfini d'un vecteur issu de lorigine et ayant 


pour argument ia(1 + €) 
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Nous aurons: 


; = à I I E: do 
(56) E(z)— Y = | a^ woe 





ou l'intégrale est prise dans le sens direct. L'intégrale représente une seule 
et méme fonction de x tant que x est situé du même côté de S que 
l'origine. 


Regardons le cas: 
(34) 22 42 0. 


La quantité positive ¢ étant aussi petite qu'on veut, la formule (56) 
E. o m I 
nous montre que |Æ,(x)| diminue infiniment avec = (a = re) quand x 


tend vers l'infini dans un angle intérieur à l'angle 


NIA 


(33) 271—687» 9a 


C'est le théorème F^ § 2. 
La formule (56) nous renseigne encore sur la croissance de E 


a 


(x) dans 


l'angle 


À 
7 


a 
I 
R 
N | 
iV 
> 
V 
2 


4 = 2 
dans le cas (34) et nous donne dans le cas 
(57) 222 


la croissance de Æ,(x) dans toutes les différentes directions. 
Supposons que a étant quelconque z soit situé dans l'angle (37). 


Introduisons deux contours différents à savoir §, correspondant au 


1 
rayon o =p, et 8, correspondant au rayon p — o, ot 


p, €|v| € o. 
On a: 


2 I I „a dw 
(58) dece Mte 
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Désignons par AR un quadrilatére, formé des quatres lignes suivantes. 
L'are de cercle tracé par l'extremité d'un vecteur de longueur p; tournant 










» 


—ia(14-z) = ia(14 


autour de l'origine dans le sens direct de pie End poe 1. (ha 
4 ia(i+e) © alte), A a Sc 
partie entre pfe Bene du vecteur issu de l’origine et ayant 


pour argument 7a(I e)-. L'are de cercle tracé par l’extremité d'un vec- 
l [o] 2 


teur de longueur p; tournant autour de l'origine dans le sens invers de 


—io(I+ 2) 








inc ^ 2 a4), " r = 
ps Milone Finalement la partie entre pte 
du vecteur issu de l'origine et ayant pour argument —ia(1 +e)_. 
x 
4 a(t HE); 
pie 
nos 
E 1a( )g 
Pre 
On a 
S S. R 
1 zd EN 
; > I RT. [0] I i -. I | ees [C 
G9 — i] ie. m en 
271 a Va 2zt a e-— 27 a e -—az 
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L'intégrale 





qui représentait une seule et même fonction de æ quand z était situé du 
même côté de sS, que l'origine représente aussi bien une autre seule et 
méme fonction de x quand x est situé du côté opposé à l'origine. Cette 
intégrale tend indéfiniment vers zéro en méme temps que z va vers l'infini 
dans l'angle: 


(60) a(t Fe) >9>—a(i + 


(0) 
— 
D | à 


Nous mettons donc: 


1 
I La de, 
(61) = ee —— = go, 
: 2m a w-2 
t 





I s'ensuit qu'on a dans l'angle (60) 








R 
Lis ud 
N I I a do 
(62) E, (x) = — = ee 
i j DV a © —X 
i 
A oe eee TP I 1 
où le module de ¢ diminue indéfiniment avec E —— 
d Li 
Dans le cas 
(34) 2>a>0 
on a en choisissant ¢ suffisamment petit 
R 
A) 1 1 
= I 
(63) T I eo do beh sete 
2 271 a (0— 2 a 
t 
On obtient done dans ce cas: 
] d ean 
\ N I E (a) I rté 4 -(a) 
(64) E,(x) — e == Tl e 
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égalité valable dans Tangle (60) et le théorème 8 a est par conséquent 
démontré. 

La formule (62) nous fournira encore le moyen de faire une étude 
compléte de la croissance de la fonction 


(65) E, (x), a>2. 


Cette fonction est d’une autre nature que la fonction 
(66) E(r; 2>a>o 


et parait bien moins importante. Il est pourtant intéressant de voir que 
les propriétés caractéristiques des deux fonctions dérivent de la méme source. 
Pour simplifier nous ferons en sorte que dans l'intégrale 


(56) E (x) = EI I LE dw 


2m a wo-x 





les parties infinies du chemin d’intégration se confondent toutes deux avec 
laxe réel positif (ou dans un cas particulier avec un vecteur voisin de cet 


axe). Cela est possible parce que dans le cas 
(57) 2? 
il existe toujours un nombre pair tel que 


34 


< 2m <= 


— 
Ov 
NI 
LA 
DIS 


2 


Le nombre m étant fixé le chemin d’intégration S sera composé des parties 
suivantes: 
1° la partie de l'axe réel extérieur à un cercle d'un certain rayon p* 
cet axe étant parcouru dans le sens négatif; 
2° la circonférence de rayon o^ parcourue 2m fois dans le sens positif; 


3° la partie de l'axe réel nommée dans 1° parcourue dans le sens positif. 
1 


Nous déterminerons la fonctions c^ de manière que, au point de 
l'axe réel où finit la m et commence la (m + 1) circonférence, elle ait 
une valeur réelle et positive. Grâce à cette détermination on aura, sur les 
parties du chemin d'intégration situées à distance infinie 
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1 


[0] 


2m 
Hm 


e 


zi 
a 








159 


ce qui démontre à cause de l'inégalité (67) la convergence de l'intégrale (56). 


Revenons maintenant à la formule: 


R 


sd 
(62) E,(r) = = : | RC) 





L'intégrale 





2 23 
I I ja do 
== = e 
27 a O-2 


tU 


se réduit à la somme de 2m intégrales 





le chemin d'intégration, qui est le méme dans toutes les intégrales, étant 


celui indiqué dans la figure ci-jointe. 
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Ce qui est différent dans les diverses intégrales c'est la détermination 


1 


de la fonction c»^. En effet, en posant © — pe", on doit prendre 

Y 1 ;2 

dans la (m + 1)* intégrale: Tri 
De ete CTS 

dans la (m+ 1 + v) intégrale: w* = p*e * genus 
= D ehr 

dans la o intégrale: DE eure 

S p 

I see 

dans la (m + 1 — v)* intégrale: w* = p*e * Gere) 


Par conséquent en écrivant 





(25) oie" 


et en supposant 
Of 27r 


on a pour la (m + 1 +) intégrale 


1 
I ja do Tape, 


== = ee 


: v=—m... +(m—1 
220 a ox a Co Ze) 


J’ai done démontré cette formule 


m—1 I 1 dump 

me 5 PLN = Zp L 

(68) ET) ECC" 
y——m 


formule qui dans les suppositions (57), (67) est valable pour 


O « 9 « 27. 
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Le cas ¢=o est resté exclus jusqu'ici. Mais il est facile de modifier 
la démonstration de maniére à embrasser ce cas. En effet en faisant 
tourner le chemin d'intégration S d'un petit angle & dans le sens négatif 
on démontre de la méme maniére que ci-dessus que l'on a toujours 





m—1 1 L abs 
(68) tr) = i) a 5. ess CS 
V=—m 


mais avec cette modification que la formule est valable pour 
mn PIE Tom € 

La formule (68) est donc valable encore pour 
go. 

On démontre d'une maniére analogue qu'elle est valable pour 
PPT 

ll est done démontré que la formule (68) a leu pour 

(69) 0<¢ <2z. 


Il est évident qu'on peut négliger dans la formule (68) tous les termes 
pour lesquels on a: 








: € - 2vx T 
^4 MS LISE c4 >> =, 
(70) | 5 2 
En effet puisque on a dans tous ces termes à cause de (67): 
+217 2mz _ 37 
(71) EE 
a a 2 





chacun d’eux tend vers zero quand r devient infini. 
Nous sommes par conséquent arrives a la formule finale: 
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où la sommation s'étend a tous les nombres (y = —m,..., + (m — 1)) pour 
lesquels 
€T 2vx a 
(73) es = 
» a = 


Ce résultat peut étre résumé dans le théoréme suivant. 


Théorème 8b. La fonction Æ,(x) où a désigne une constante po- 
sitive remplissant la condition 


7) a> 2 


se comporte quant à sa croissance dans les diverses directions de la ma- 
niere suivante. 


Choisissons un nombre entier m qui sera soumis à la restriction 
2 a 
(67) 3 Z2MmM< 


Quand |z| augmente au delà de toute limite le long d'un vecteur 
quelconque (x = re*; o € e « 2z) le module 


1 RE he 
, SU SPAR 
E,(x) — D ze 


où la sommation s'étend a tous les nombres entiers 
v=—m, —(m—1),...,m—I1 
remplissant la condition 


(73) 





pu. ps 


cxi 
diminue en méme temps indéfiniment.» 


On voit que |E,(x)| tend vers l'infini avec |x| pour tous les vecteurs 
sauf l'axe réel négatif. On a encore: 
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Lim e [E,(r)|=: 


1 
Lime" | £,(x)|=0; O'« o 2. 


r— o 


Pour l'axe réel négatif on obtient: 


2 r^ cos ig =, 2y41 
(75) E,(—r) = > 26 NE COS fi Sia : 


La fonction Æ,(x) (a2 2) partage donc avec sinz la propriété que 





son module augmente au dela de toute limite avec |x| quand x tend vers 
l'infini le long de tout vecteur, um seul excepté. D'autre part le module 
d'une fonction entière rationnelle G(z) augmente sans exception au de la 
de toute limite avec |z| quand x tend vers l'infini le long d'un vecteur 
quelconque. 

Il est done naturel de poser cette question. Existe-il des fonctions 
entières transcendantes dont le module sans exception comme celui de G (c) 
augmente avec |z| au de là de toute limite quand x tend vers l'infini le 
long d'un vecteur queleonque déterminé? 

M. HELGE von Koch a répondu d'une manière affirmative à cette 
question ' en donnant comme exemple la fonction G(x) = xsin(r +) qui 
possede évidemment cette propriété. Une autre fonction de cette nature est 


(76) G(x) = G(x) + E,(x). 


On peut exprimer la différence entre la manière dont les fonctions G(r) 
et @(x) tendent vers l'infini en disant que G(r) tend vers l'infini d'une 
manière uniforme pour toutes les directions tandis que G(z) devient infini 
d'une manière non uniforme. La fonction @(x) de son côté peut être 
définie par la propriété de tendre vers l'infini d'une manière uniforme. 


Une autre question plus profonde se pose ici. 








! Heiter von Kocu. Sur une classe remarquable de fonctions entières et transcen- 
denles. Arkiv f. Mat. Astr. o. Fysik. Stockholm. Bd 1, 9 sept. 1903. 
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La fonction 
E, (x); o<a<2 


tend vers l'infini seulement à l’intérieur de l'angle 
ine < T 
RQ &-. 
2 2 


En faisant diminuer « on peut rendre cet angle aussi petit qu'on veut. 
Est-il possible de former une fonction entiere qui ne devienne infinie que 
si |x| augmente le long d'un seul vecteur, mais qui diminue indéfini- 
ment si | x | augmente le long de tous les autres vecteurs? Un de mes 
élèves M. J. Matmquisr est parvenu à donner un tel exemple.’ La 
fonction 


possède cette propriété. Elle tend en réalité indéfiniment vers zéro quand 
|x| augmente au dela de toute limite le long d'un vecteur déterminé situé 
dans l'angle 

O<¢g<2z 


tandis qu'elle augmente au dela de toute limite quand x tend vers l'infini 
le long de l'axe réel positif. On le démontre facilement en suivant une 
marche presque identique à celle que j'ai employée dans le § 2. 

M. E. LixpELÓF de son côté en se rattachant à ma note préliminaire 
des Comptes Rendus” et en s'appuyant sur un théorème fort remarquable 
trouvé par lui? vient de former la fonction * 


> = EG; ; Og <A 








1 J. Marwquisr. Etude d'une fonction entière. Acta math. Ce tome. 
? 2 mars 1903. 

3 Acta Soc. Se. Fenn. T. 31, n? 3, pag. 29. 

* Bull. des Se. Math. Aoüt 1903, pag. 224—225. 
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qui possède les mêmes propriétés que celle de M. Marwquisr. Une telle 
fonction est encore la suivante: 


e 


(77) XUI UE Oa e I. 


v=0 
1 

En introduisant dans l'intégrale (56) au lieu de e”” une nouvelle fonc- 
tion de « nous rencontrerons dans une note suivante une nouvelle classe 
de fonctions de cette espéce.' 

Désignons par 6,(x) une fonction de cette nature. A l'aide d'une 
telle fonction on peut répondre à une autre question intéressante. Existe-il 
des fonctions entières qui tendent indéfiniment vers zéro quand |x| aug- 
mente au delà de toute limite le long d'un vecteur quelconque déterminé? 

La fonetion 


; 6; — 6G, « (z) ! À 
(78) PM MRNA © REX 


possède évidemment cette propriété. On voit sans peine que l'explication 
de ce phénomène qui parait d'abord assez paradoxal est que le module de 
la fonction diminue d'une manière non-uniforme quand x tend vers l'infini 
le long de différentes directions. 

Il est facile de voir que dans tous nos exemples la fonction 6,(x) 
n'est pas de genre fini. Existe-il de pareilles fonctions de genre fini? La 
réponse est négative à cause d'un théoréme de la plus haute importance 
qui vient d'être démontré par M. PunaAGMÉN * et qui n'est pas sans rapport 
avec les propriétés caractéristiques que j'ai démontrées concernant la fonc- 
tion E,(x) Ce théorème dans les propres termes de son auteur est le 
suivant: ? 


»Soit a et p deux quantités satisfaisant aux inégalités 
is I 
(D) (rie E DS 
L 


! c, f. E. PHRAGMÉN. Sur une extension etc. Ce journal. T. 28, pag. 357, 358. 


Ainsi que mes deux notes Un nouveau théorème etc. Comptes Rendus II avril 1904 
et Une nouvelle fonction etc. Comptes Rendus IS avril 1904. 

? Sur une extension ete. 

3 


c. f. ma note des Comptes Rendus etc. pour le 12 octobre 1903. 
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et supposons que la fonction entière K(x) satisfasse aux deux conditions 
suivantes. En posant 


x = re 
on a 
Io | E£(z)|e* <A pour —a-<e<a- 
ES 2—= 2 
et 
= a T 
2? |E(z)|€B pou a-<p<2r—a- 
— D = 2 


A et B étant deux constantes. 


Je dis que cette fonction E(x) sera nécessairement une constante.» 


Je n'entrerai pas cette fois dans une étude plus approfondie que celle 
qui vient d'être faite des autres propriétés de la fonction E,(r). Je 
laisserai d'abord la parole à M. A. Wimax qui vient de terminer un travail 
fort intéressant! sur la distribution des zéros de cette fonction. Je rap- 
pellerai encore que M. E. PunaGMÉN a montré que la fonction Æ,(x) 
est à un certain point de vue la plus simple de son espéce. Pourtant il 





convient avant de terminer de voir si la propriété qu'a la fonction E, (2) — «* 
de satisfaire à une équation différentielle linéaire à coefficients rationnels 
en x peut être généralisée à savoir pour Æ,(r), a ayant d'autres valeurs 
que um. C’est en réalité ce qui a lieu quand « est rationnel. 

Faisons 


(79) CRE 


où m et n sont des nombres entiers positifs. On trouve immédiatement 
en employant la forme symbolique: 


/ m vr] -* i: ^ m 
dos ( = ^m ( Ex 
- — en 
(az) Xm NS d E p ab E, Vs fs) 
de — VL 
n m D] n 
(80) "eil n 


! Uber die Nullstellen der Functionen B(x). Ce Tome. 


* Sur une exlinsion etc. T. 28, pag. 357. 
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ou 
» ^ n—1l 
ie eso (0 min 
(ts i) E, (x) = > P + E, (x); MTS 
" v=1 ze Wr n) n 
(81) | n 
1- 7 m 
mr " BAT) ME; (&): 
On a donc par exemple: 
^ I f 
Ei (x) = QUE 20H, (x), 
2 = 2 
2 

; d. / 2 ae Dur P ve 
(82) BEL Ree ey CS cL eec + nu" E, (x), 

\ n n mu « 

11 I , I 
E; (v) + > Fs ae (2) = 0 
$ 4. 
Je reprendrai maintenant à l'aide des théorèmes 8 l'étude de l'intégrale 

(8) | e** F (wa) do* . 


9 
Je la simplifierai d'abord en faisant 
FRE, a). 
Kerivons comme auparavant 
(25) tre" 
et considérons d'abord le cas 


(34) 270290. 
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A cause du théorème 8a et en désignant par 2 une quantité positive 
qui peut devenir aussi petite que l'on voudra et en faisant croitre suffisam- 
ment la quantité positive w, on a: 


e" | £,(ox)| — LM KO Clie mo 
(83) 
1 1 
7 TT T 
d ; A = mE ppl 
e" | E,(ox)| < de"; Gi pam. 
Il s'ensuit que l'intégrale 
J 1 1 
(84) | e" E, (wx) do 
n 


est convergente tant que la variable © se trouve du méme côté de la ligne 


S 


2 a 2 TE 
(85) Va COS EEE —a4-«o«aq- 
a D 


7 


que l'origine: c'est à dire à l'intérieur de l'étoile de centre zéro limitée 
par la ligne (85). 
Cette ligne qui passe toujours par le point r — 1 a dans le cas 


I>a>o 


une forme d’apparence hyperbolique et possede les deux asymptotes 
ADM T AA ENS o «r«co. 


Quand a s'approche de zéro elle s'aplatit done de plus en plus jusqu'à se 
confondre avec la ligne droite (1, + ©). 


Dans le cas 


elle devient la perpendiculaire à l'axe réel au point #=1. Dans le cas 
2» 0T 


elle a au contraire une forme d'apparence parabolique et s'éloigne quand 
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ia 
^ et 


Sur la représentation 
. spice . t 
indéfiniment des deux lignes re 


Tc 7 
€ s'approche des angles a- et — a- 


x 
—ıa 
;o<r<+ co. Dans le cas 





CC 
dew 
elle devient un parabole. 
a=2 
al 
IN 
o> 
aie 
5 
Elie | 
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L’étoile de centre zéro qui est limitée par la ligne 


1 


(85) 1" cos * = 1; — a0 oe 
= [7 2 : 2 
est pour l'intégrale 
E 1 1 
(84) | e" E, (wx) dw“ 


t 
0 


l'étoile que nous avons déjà désignée au § 1 (Théorème E) par B®. Le 
théorème Æ montre que la convergence de l'intégrale ne peut pas avoir 
lieu en dehors de B®.  L'étoile B est done une étoile de convergence 
pour l'intégrale (84). D'autre part il s'ensuit du théorème DD que l'égalité 


(86) = | e v^ EB (ox) de 


0 


a lieu partout à l'intérieur de BY”. 
Etudions maintenant l'intégrale (84) dans le cas 


(57) a > 2. 


Il s'ensuit du théorème 8b qu'en faisant croître suffisamment la quan- 
tité positive w et en désignant par 9 une quantité positive qui peut de- 


venir aussi petite que l’on voudra on a: 





1 1 1 1 

1 _ — ” 5 

Z Me I —w* ( 1—-:4 COS ) << w* 5 — #4 cos= 
87). Ce E,(wx)|—- e "see j- c SOS 

n T 
Par conséquent l'intégrale 
2 : 1 

(84) | e" E (wx) do“ 


t 
0 


dans la supposition 


(57) a>2 
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est convergente à l'intérieur de l'étoile de centre zéro limitée par la ligne 
(88) 1 cos? = 1; —T<p<T. 
e == 


Cette ligne comme nous l'avons déjà remarqué (page 149) est une para- 
bole pour a — 2. Pour a2 elle devient une ligne fermée symétrique 
par rapport à l'axe réel et coupant cet axe aux deux points r — 1, € — O 


Gin 





| ;€-— +7. Quand a tend vers l'infini elle s’approche de 


cos 
a/ 


plus en plus du cercle de centre zéro et de rayon un. 





On voit par les mémes considérations que dans le cas 2>a>o que 
l'étoile de centre zéro qui est limitée par la ligne (88) est une étoile de 


convergence pour l'intégrale (84). 
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On voit encore que l'égalité 
1 


(86) Be yo | e E, (ec) de» 


a lieu partout à l'intérieur de cette étoile. 


Nous sommes done arrivés au théoréme suivant: 
Théorème 9. »L’intégrale 


(84) { em E, (cx) dw* 


ou a est une constante positive assujettie à la condition 


220870 


possede par rapport à «= re* une étoile de convergence de centre 


limitée par la ligne 
i 


(85) r* cos? 


EE NE y ONE 
a ? DER 


D |A 


On a partout à l'intérieur de cette étoile 


oo 
1 1 


I PT a 
(86) Te E E,(wx)dw* . 
v 
L’expression 
(89) Lim [ «7 Boa) de" 
4-0 5 
0 


possede par rapport à x une étoile de convergence de centre zéro formée 


par tout le plan à l'exclusion de la ligne droite (1, ©). On a partout 


à l’intérieur de cette étoile qui est l'étoile principale des constantes 1, 1, 1, ... 





l'égalité 
A 1 1 
I . T 5 
(90) Ren Lim | e" E,(wx) dw“ . 
ee a=0 


t 
0 
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Quand d'autre part 
(57) a> 2 
l'intégrale 


oo 
1 


(84) 1 ec“ E,(œx)dw® 


0 


possède une étoile de convergence de centre zéro limitée par la ligne 





(88) cos? = 1; T<p<T 


et l'égalité 





(86) : == lis E,(wx)dw* 


a lieu partout à l’intérieur de cette étoile. 
L’expression 


2 1 


g^ E, (cx) do“ 


(91) Lim n 


a=a 
0 


possède par rapport a æ le cercle de convergence de centre zéro et de 
rayon un et on a partout à l'intérieur de ce cercle 


(92) : = Lim f &7 E. ono. 





mecnm ‘ 


0 


A l'aide du théorème 9 il est maintenant facile d'arriver à la con- 
naissance complete de l'intégrale générale 


1 


(8) | e^ F (wx)do*. 
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Je reviens à mon théorème de 1882 (voir la note page 117) et au 
lieu de l'intéerale 


on 


I ; I 


== |} JB) 


27i 2-2 
» 





je considére l'intégrale analogue: 


w 
L 


(93) E MERE ae | e E(?)do dy. 


0 


1 


L'étoile B® a été construite de la manière suivante (Théorème EB). 
Autour du vecteur re* on construit dans le cas 


22020 

une figure génératrice 
de z c 
(94) p = r(cos® ) : ae A ene 
et dans le cas 
ce 

une autre figure génératrice 

h\ « 
(95) p=r(cos!),  —zx$zz 


où p, sont des coordonnées polaires relatives au vecteur et où r est 
déterminé en sorte que la figure appartient entièrement à l'étoile principale 


8 à 5 ^ " 1 
A des constantes h,, k,, kh, .°.. 


Si A désigne la limite supérieure de 
r le contour limite de B® sera décrit par Re; où c parcourt les valeurs 
O € 9 « 2m. 

Considérons de plus près la ligne (94). C'est une ligne fermée sy- 
métrique par rapport au vecteur r, ¢ et qui passe par les deux points 


p=0, p=r. Pour a— 1, et c'est le cas de M. Borer elle devient un 


' voir pour la signification des constantes k page 103. 
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cercle ayant la droite (0,¢;7,¢) pour diamètre. L’ordonné du point 
. \ h e . . 

(o, d) par rapport à la ligne (r, e) est (cos) sing. On voit done que 
sa 4 a 


la ligne s'aplatit de plus en plus jusqu'à se confondre avec la ligne droite 
(0,¢;7,¢) quand a tend vers zéro. Il s'ensuit que l'étoile B® s'ap- 
proche infiniment de l'étoile principale A quand a tend vers zéro. 

La ligne (95) au contraire est aussi une ligne fermée symétrique par 


rapport à la ligne r,g qu'elle coupe aux deux points 7 et —r(eos2)". 


Elle embrasse done le point zéro. Quand «a tend vers l'infini elle se 

rapproche infiniment du cercle de centre zéro et de rayon r. L'étoile 

B® s'approche par conséquent infiniment du cercle de centre zéro inserit 

dans l'étoile principale A en méme temps que a tend vers l'infini. 
Revenons à l'intégrale: 


= w \ 
a 2 1 


; I I I en = 
(93) ee | e E.(9)do dy 
9 





2ni 


où æ sera situé à l'intérieur de B® et S sera un contour fermé qui em- 
brasse la ligne (o, 1) ainsi que la figure génératrice par rapport à cette 
ligne et qui est tel que le contour correspondent décrit par xy sera en 
méme temps situé à l'intérieur de B®, 








Onwarser 
S 
s / 2 : ; 
I I 4 y [ © a 
F(xy) —- | e° E,| — )do dy 
27i AUT MEE 
[o4 \ 0 
(96) 0) 
LI F - = 1 x 
e I "(y ot pr 2) a 
Sm) = 7 eum Br 5 de^ |dy 
0 
où l'intégrale 
(0) 
a = 1 i 
, I F (xy) 9 a; NT Q) Z 
(97) — AD | ar, E( do‘ dy 
2m y y 
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est prise le long d'un petit cercle de centre zéro. Introduisons dans 


l'intégrale 
(98) | e ED) dot 


^ot . ^ e e 
la série qui représente la fonction ES; on aura: 


(0) / 
re 








/ = 1 1 \ 
Su Fey) e" E (*)dw" dy 
27i y NY) 
\ 0 / 
ar M MTS (0) \ 
wt I F(ry), c" = 
(99) >, yn ds, teo 
© y=0 


(0) [7] 


aw 
> 1 ee = > m ) NV 1 à = 
a I 2 ox E e. = = 
= e > : | = de" Mas = | e" F (wx) dw" . 
Ti d ay 
| er hes . 
0 


Par conséquent: 





(100) rs 








: 1 
/ \ I I S e 7 
(101) — 06 E,(* du ; 
i y at Ew y/ 
0 

d'ou 

LÀ 

AME - 
(102) F(z) = | e^ * F. (wx) dw* 
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égalité qui est valable pour chaque domaine X situé à l'intérieur de l'étoile 
B®. Si on se remémore maintenant les théorèmes D et E on voit que 
l'étoile B^ est une étoile de convergence de l'intégrale 


(8) [esu F.(oz)do* . 


L'énoncé donné dans l'introduction de cette note est donc complètement 
démontré. 
J'attirerai encore l'attention sur la formule 


a 


(103) FB (x) = Lim > 2 | e^" w'dw* a 





w=n 
y=0 
qui est une conséquence immédiate de la formule (99) et où B® est une 
étoile de convergence de l'expression limite du second membre. 
La série 


1 1 
> Mu | e^** w dw* x’ 
[qv . 


y—0 0 


est une fonction entière de x qui dépend de deux paramètres © et a. 
Elle s'approche indéfiniment de FB^(z) quand © augmente au dessus de 
toute limite, et de FA(x) quand a s'approche indéfiniment de zéro. Par 
conséquent: 


Ga. Soit FA(x) une branche fonctionnelle quelconque appartenant 
aux constantes 4,,4,,4k,,...,k,,..., dont A est l'étoile principale. On peut 


A 
toujours à l'aide des constantes Æ former une fonction entière de x, @,,.(%) 
qui, en outre de æ et des k, dépend de deux paramètres positifs c et 


a et qui est telle que 
Lim Lim G, ,(z) = FA(x) 


a=0 w=» 


et que l'expression 
Lim Lim @, ,(x) 


a=0 w= 


diverge en dehors de A. 
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On peut choisir G,, (x) de telle manière qu'on obtienne en méme temps 


Lim G, (x) = FB9(x), 


= 
Lim Lim G,, ,(z) = FC(x) 
a=» W= 
et que les expressions: 
Lim G, (2); Lim Lim G,, , (1) 


«9 — c Q-— 0 w= 


divergent, la première en dehors de B® et la seconde en dehors de C.: 


Si on laisse tomber la condition que l'expression qui aura FA(z) 
pour limite aura en méme temps À pour étoile de convergence, il est facile 
de choisir la fonction entière de telle manière quelle ne dépende que d'un 
seul paramètre. Nous le verrons dans la suite au § 5. Le théorème est 
analogue au théorème suivant de WizrERsTRASS' auquel le grand analyste 
attachait une importance spéciale. 


g. Soit f(x) une fonction quelconque réelle et continue de x. Il 
est toujours possible de former une fonction entière de x, soit g,(r) qui 
dépend, en outre de x d'un paramétre positif w et qui est telle que 


Limg,(z) = f(x) 
pour toutes les valeurs réelles de a.» 


La formule (103) peut étre transformée d'une maniere intéressante. 


On a: 








2 = \ 
^ wt 1 w* 1 : 
a 1 a a 1 
\ RENE En COR = 
k ka+...+ ka’) do* | : de^ 
Du + 1 d- T, Ave | av 2 [a(v+1) 
v=0 VE — 5 u — 
1 1 
2 wt 1 


n 
p 
|av 
— Ww 
y=0 0 


‘ Weierstrass. Uber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willkiirlicher Funk- 
tionen reeller Argumente. Theorem A. Berl. Sitzungsber., 9 Juli 1885. Werke, 
Bd 3, Pag. 4. 


- = - eat opi = 
e7** dor 2 — > ka | oe iei 
" |a(nd- 1) 
y=0 7 


0 


On 


a de méme: 


et par conséquent (voir 4'""* 
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note page 370 la note) 


1 ee qnl ES 
Lam i Tae D) a 
‘= 0 —— — 
On obtient donc: 
> ca ge c" dw* x 
v=0 Fa 
eo f a^ Bi ‘ow art! : 
=D thet. the) f e (fcr putem) 
et par suite: 
(104) FB (x) 


y=0 


= Lim X! (Ki, aie ka + en ka’) | a 


0 


one =: 


(-— 9 


e" ort! 


(eo Tac ak 


cette formule devient celle de M. Bore. savoir: 


Er —a +1 
FB®(«)—= Lim Y^ (k, + hye +... + ka) —— 


v=0 


v+1I 
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Le second membre de (104) est uniformément convergent par rapport az. 
On peut faire par conséquent: 


; "b e > / &? wth S aie 
es mme f Ep obe 


La formule (104) nous fait voir qu'on aurait pu obtenir les quatre formules 
fondamentales (102), (103), (104), (105) en faisant subir à l'intégrale (93) 
la transformation 


S 
1 I I E e = 
(106) x; [ Few tre fe E, (7) do’ |dy 








p B 1 

I" (; = ; N - 

pee E ey) fe BA — «(£)— ) dw* |dy 
25 J y y- 1 |. \ y 


et en appliquant au second membre des considérations tout à fait semblables 
à celles du § 2 de ma quatriéme note. 
Nous sommes done arrivés aux égalités suivantes: 





FB®(x)— Y^ (E, + hz o. + a?) | > (Guam —\de* 
y-0 Y N= 


= (a) N à tie 2 (EU u = 
TBI) j " PASS [e 0 px 2 | 
0 y=0 


7). ; hs qm = 
(107) Es FB (x) — > — | e" w'dw* x” 
|a" d 


y—0 0 
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re 
w* 
E 2 1 
- 000) | c7 Fio)! 
0 
1 
S wt : 
a. 4) 1 T 
I I a a 
— J F(ay)| — — - | e" B,(2) do“ dy, 
27 MESI CN J 
s / 
1 
E Y 15 +1 
/ e e" 
FB^(z) — Lim Y (k-- hz. EE) | e (= — don 
( ) pm 21 ot hye +... kh, ) av |av+1)} 
0 
æ A = y 1 
a z ow” Ona aN = 
AE —w4 SS SS Lk oof dw“ 
zer Ale corn) À ) 
n v=0 
(108) 
1 
= 
= k a 2 1 
= Lim a e" e do* a" 
"T [av 
ye se 
EU 
= car F,(ox)do , 
0 
f AN 
FA (x) 
1 
a ‘a : > Vl oos = 
ae} [0) \ 
Ber Sal 7 a - BE (peu = ES of 
Lim Lim (ty + liz + + k, y NET a (v 4- 1) ) : 
v=0 0 PFEGCE 
(109) : "s LA = / «" ert! NV à = 
^| = Lim | e" Ua — Tao tur ) [do 
\ | ay G(v-- 1) /uzo ! 
a=0 v \ - LA 
0 v=0 


o 
1 > 


= : 
: 5 k a ; : T = 
= Lim Lim > - | e" w’dw* z' = Lim | €" F,(wx)dw*. 
ay 
xr 0 





a=0 w—= 


t 
y=0 
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J'ai obtenu par conséquent le théorème suivant: 
Théorème 10. »Désignons par A une étoile de centre a, par a une 


quantité positive et par B® une étoile concentrique a A, inscrite dans A 
et engendrée dans le eas 22 «47» O par la figure génératrice 


Is 


y. z 
— YAICOS SU); ——aq-«d <a 
p ( 4 + 
et dans le cas «> 2 par la figure génératrice 
( Py <g< 
= r(\cos~ ) ; —z<d¢<z 
p AT ? 


où o et & sont des coordonnées polaires relatives au vecteurs z — a= re; 
o<¢<e2z. L'étoile B® s'approche infiniment du cercle de centre a 
inserit en A quand a tend vers l'infini. Elle augmente continuellement 


I a STATS / ANTS 
avec - et devient pour « — 1 l'étoile de Borez (Théorème 7 a). Elle ren- 
a d 


ferme dans son intérieur tout domaine situé à l'intérieur de 4 pourvu que 
a soit chosi suffisamment petit. 





L'étoile A étant l'étoile principale des constantes F(a), F(a), ..., 
F(a), ... assujetties à la condition de Caucuy, l'étoile B® est une étoile 
de convergence pour l'expression: 

a 
wt 1 
3 x 5 FO) , F(a) SW FH Sto qi H 
——-— (a—a) + + ——— (xr—a el De 
Dan > (^ (a) E ( )+..+ c ( i") é fe GE 5)" 


y 


— : Lm = /@” art F(a) E 2 


u=0 





© 1 1 a 1 1 
d Fe) I = = eS - 
— Lim > TUE | e" o'do* (x — ay = | e® F,(w(x — a))da* ; 


t 


0 


FOXa)(r—a) , F@(a)@—a)* , FG(a)(e—a) 
et” Tere STER 


F(e—a) (ay 





di. 
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De plus on a l'éealité: 























FBO(x) 
eo pax ) PO ) = b m 1 
xx = N (a TES "(a ( iae. v —w eet e" a 
= tin (Poe Me os Mia) f (ety 
= i: ees : ae LEN 
= 1 LJ +1 y Ft X ) 1 
wed (Om ao HY a Le = 
E j : bx 265) 2, ponis o | 
0 
2 
ue FOO Lee 
— Lim $ lb =| e" dw” (x — a) 
v=0 iw ERE 
^ 1 1 
= | e^ F.(w (x — a)) da“ . 
0 
L'expression limite: 
A DES Ne : FUa), FX\a) , 
lim Lim Y^ (F(a) T- (9) (s — à) + eec = (&— ay) 
LE I msn [1 fe 
: 1 
i V j +1 1 
Scl cis RY ae rp 
x | e (= oan) 
: jen 
E: | 
> * Loa ww f. d e! — PX), - 
== mud EE = - A — Hu 1 a 
Bes : te or) 2; Cat |e 
0 
dun SAN eo 2 
= Lim Lim V^ CE | &€" o'do* (x — a)’ 
a0 0 vr le, 


pe 1 1 

ERIT | €-** EF, (w(x — a) dw” 
a=0 5 
0 
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possède une étoile de convergence identique à l'étoile A et on a l'égalité: 














FA(x) 
A FO) po 
— Lim Lim Y (F(a) + 9 (e — a) +... + Te s — ay) 
a=0 w= y_o |t * 
i 
a: 1 a - 
at (a wee quent s 
eg nl 
0 
ED = e e +1 ^ FO (a) x ~ 
= tm fe! (uu ers) 
À y=0 == ers MN EX : 
1 
t. FO (a) e: l 
A NON SUN E 
— Lim Tim 2 E oe ow’ dw’ (x — a) 
me à 1 
— Lim [er (ot — aye. 
a=0 5 
0 
D'un autre côté l'expression limite: 
AU ie. REA T FX; FX 3 
Lim Lim > (Fi) a | cm CO) cp Saee € — ay) 
=n 9-0 y= fod E 
1 
^ - +1 : 
ne oe ow” = 
a: (s ic o 
0 
2 1 = v 1 
a d e e t! FOXa) u a 
A Lim | + Dr > |n eu) do 
5 ve) = am u= . 
t = F(a) I à E y ~ " . a 1 z 
= Lim Lim Y |, E e "" @ de" (x— a) = Lim | e" F,(w(x — a))dw 
a=mn w=n v=0 ^ LES aco + 


0 0 
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possède le cercle de convergence C de centre zéro inscrit dans l'étoile 
principale A, et on a l'égalité 








FO(z) = Lim Lim = (Fia en — a) 


G—o W=0 „_ 


1 
D 
2 & v „+1 = 
—wt © e a 
e A 
x | io aan) 
: pud SUME 
= z > : +1 Fea), 1 
a v oo” a — 
= Lime» = c) (x — ay ) |do* 
PS [av — |a 1) np mcus | 
0 v=0 E = 
I 
Fa) y f - 





— Lim Lim > 


ee | Cai 


oo 
1 


a= Lim lites F',(e (x — a))do* . 


Si dans l'intégration on s'arréte dans le passage à l'infini à un nombre fini 
o on aura l'égalité: 


co 


FB®(z)— Y^ (F(x) Tus 


v=0 = 





FGX(a FO(a), 
(x — a) +...+ DI ee ay) 


> L 1 


ag wv” wt} = 
x ed Dei eon) 
0 





ER E. e e RE); ? E S 
— FB (a)— | e DE en &—ay) do^ = 
0 2 P 


166 G. Mittag-Leffler. 


oo aA 1 1 





: FOa) 1 CERES J 
= (a) e dehors A wo y a. =e y 
— BY (a) > |; zi e" w’ dw’ (x — a) 
= FB9(x)— | e-** F(w(x — a) do* 
x 
s 3 : 
I I m eee tos 
m | Fo) UND. | e E.(o ) dw dz 


qui a lieu partout à l'intérieur de B®, S désignant un contour fermé 
embrassant la ligne (ax) ainsi que la figure génératrice par rapport à cette 
ligne et situé en méme temps à l'intérieur de D^.» 


On peut former de plusieurs maniéres différentes, je le montrerai dans 
le paragraphe suivant, des formules tout à fait analogues aux formules 
(107), (108), (109); mais il parait difficile de les établir de telle manière 
que l'étoile où elles convergent reste toujours, la fonction étant quelconque, 
une étoile de convergence. C'était là au contraire, je viens de le démontrer, 
une propriété fondamentale des formules (108), (109). 


Regardons l'intégrale 


Ss 
(IO ONE (Se C E 
(110) J(x) = le Eo 7 1) dy 
F(r) étant comme toujours défini par l'égalité 
(4) FC(x) = k, + kv + Ez... 


où C est un cercle de centre zéro et de rayon r déterminé par l'égalité: 


(1) Lim | /4,| = - 


Sur la représentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monogéne. 167 


et E(x) désignant une fonction entière de x telle que 
(111) Eo) — r1. 


Le contour S doit faire la limite d'une surface simplement connexe pour 
laquelle la fonction (xy) reste régulière. Il doit être parcouru dans le 
sens direct et embrasser les deux points y — 0, y — 1. 


On a: 
(0) 
(112) Jo) = Fla) +3 [ TP H(o(! — 1) jo 
ou 
(i Fle) = Y b het + a) ED art + (x) 
La série 


© 


E apa => = 


v=0 — 


étant pour toutes les valeurs de c toujours convergente par rapport à / 
on a pour toute valeur de w 


——— | ,"/ E9( — ©) 
ral VES 
» 
y= @ Ies 
D'un autre cóté en mettant r, <r et en désignant par g, la limite supé- 


uo 
I kr 
y=0 


WEIERSTRASS ! 





rieure de pour |x| — r,, on a d'après le théorème de Caucuy- 








|5 | € nn? 


et par conséquent 





^ r, ’ ; 
DIT | € 9, Se [2] = aS = E 


p=0 I 


1 Weierstrass. Werke. Bd. 1, pag. 67. 
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La série: 

C EG — o) 

. A ^ aw EN PET VET 

Y (II pho] 4 s +14) wer À 

y—0 — 
est done pour toutes les valeurs de æ et de w une série toujours con- 
vergente par rapport à h. Elle est encore, w et h étant fixés, uniformé- 
ment convergente pour un domaine quelconque de la variable z. Par 


conséquent (ef. pag. 158) 














f Ee**(- oot do 
< ^ by AND 0 Le 
(114) Lim (|& | + | hz] +... +]4,2"]) TY =o 
et encore en faisant 
ar a M 
|» 1 £ |" y+I 
et à cause du théorème fondamental de WEIERSTRASS ! 
oo | Nit D +1)( — ©) ve 
(115) Ihthat.. tb 
Eo*2(— 
= ky, [Pode z^ 
|} 
y—0 0 = 


La quantité © étant fixée, les deux membres de cette égalité sont toujours 
convergents par rapport à x. 

Soit maintenant W un domaine fini dans la variété w, soit p une 
quantitó positive aussi grande qu'on voudra et désignons par g la limite 
supérieure de | £(— © -- )| quand © appartient à W et h à |h| € p. 
On a alors 


b Bet 





le - à) 





En se rappelant la formule 


' WEIERSTRASS. Zur Functionenlehre. Werke. Bd. 2, pag. 205. 
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on voit done que 





EC) ( — w) SC 
PE 
vi “ Tip) 0 


Par conséquent la série: 


æ appartenant à un domaine fini donné, est par rapport à © uniformé- 
ment convergente pour un domaine fini quelconque. On a done le droit 


de faire 


w u 


= { 
Ar : a : 
Be+)(— w) ECtU(-.w)w'do 
(116) | | yk, ————" (wx) do = Hi se RE EU 
— y 
p t — 
y—0 0 





y 





On a par conséquent et à cause de (110), (113), (115) et (116) l'égalité 








suivante : 
| : - EC*U(—w 
F(x)— IR k à ... + kx’) ——— o! 
DREI Ta 
7 EN "BOCH 0) , \ 
= Fix) — > k, | S c da je 
A y 
7 0 \ u / 
(r17) ; = 
> a 
- Ee+)(—o) 
— NM Hl (or) Alt 
Fix) | Dr 3 { [0] 
A y 0 
uü 
I "Fu ^1 
= | ACE, «( — 1) Jan. 
| 271 (fae y ; : 


Nous voyons immédiatement que par un procédé absolument égal au 


précédent on obtient encore la formule: 


icta mathematica. 29. Imprimé le 3 novembre 1904 22 
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(118) A) Il uec cU OE 


I | F (vy) v7, 
— —— dy, 
y Y Wo) - 


Pour obtenir les expressions. de F(x) que nous cherchons il s'agit done 
de trouver des fonctions E(x) telles que le dernier membre, soit de (117) 
ou de (118), s'approche de zéro en méme temps que © va vers l'infini. 


Regardons d'abord la formule (118) et mettons 


E(x)= Ex). 


Soit D l'étoile de centre zéro appartenant aux constantes A, /,, hy, 
déjà considérée au § 4 et soit r un point à l'intérieur de P^. Suppo- 
sons d'abord 
(34) 272290. 


La figure génératrice par rapport a la ligne (O1) est 


J 
h 
7 
04 == COS —: — 4 «xa 
[7 a Sn 


Choisissons pour S un contour qui embrasse cette ligne, et tel que xy 


soit situé à l’intérieur de B®, 


Désignons par 5 le contour décrit par ; — en méme temps que S 
RE, 


est décrit par la variable y. 
La ligne S est fermée, embrasse l’origine et reste toujours extérieure 
à la ligne 
(2 == p Ge ) 
h 
¢ . . 
— cos au moyen de la substitution 


qui est la transformée de la ligne o 
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On sait que Lim Æ,(w2) s'approche indéfiniment de zéro pour chaque 


wan 


point de S situé dans langle 


Se ] ur 
et que Lim| Z,(@2)| = pour les points de S où 
e p a 


b= +a=. 
; uid 2 


On sait encore que 


/ 1 1 
4594 


send p Rn? 
Lim | FE (wa) | ———I¢ = —]16) 
°] \ 0. 


4a 


qox» 


pour chaque point de S qui est situé dans l'angle 
—a«2« «a. 


D'aprés la supposition concernant S et S, la partie de S qui est située 
dans langle 


1 
: & : y. d ^ JUDA TS 
reste toujours par rapport à la ligne o^cos— — 1 du méme côté que l'ori- 
D : u 
1 
/, 


. . H ED , ce L ^ > 
eine. La limite supérieure de 0” cos” dans cet angle est par conséquent 
a“ 


toujours plus petite que ##. 
On voit done que: 


E. e ) 
DE — 


Lim ——— = 0; 2> a> 0 
uw Lalo) 
b,(=) 
. , : AY] : ; 
pour chaque point de ^ et on voit encore que E EE s'approche d une 
E (o) 


AA Bra 3 , Y 
maniére uniforme de zero pour tous les points de S. 


On arrive au méme résultat pour 


CURSO 
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La figure génératrice par rapport à la ligne (01) est alors 
7 C 
p = COS — ; AS oz 


et on a (e. f. (87), 9 désignant une quantité positive qui devient infini- 


ment petite avec 
(e) 


Ot. T A. 0 5 
u 1 COS — w , cos 


| Dx: à — 
| E, (vz)| — - e « de —7<b<7. 
a =F 


Hevenons maintenant à la formule (118). 











(nva: 
a E^) 
119) Lim | Few) Ww dy = © 
C —— —— (ly = c 
( )) u E e y—1 BE,(o) y 
Par conséquent: 
na I p + 1) O 
FB?(xr)-— Lim > k [ACE NA ee 7 
I ae nee ae ly E(w) \v+1 
(120) R 
li YG, hte ee 
= IMIE - WX (d) - === 
w=» Bao) — ° 1 CLAMP ATTE 


égalité valable partout à l’intérieur de l'étoile P^ et où l'expression: 
°ealit lable partout à l’intérieur de l'étoile BY et l 


at! 
a+. 


I x 
21) CPI NOR . kat. a) 
(121 Lim) (hy + ha L... tho 


o +) y=) 





est uniformément convergente pour tout domaine intérieur à BY”. 

On voit l’analogie complete avec l'expression de M. Boret qu'on 
obtient en faisant a = 1. 

Faisons encore la remarque qu'on peut mettre pour /(r) au lieu de 
E,(x) une fonction de l'espèce que j'ai considérée page 51; c'est à dire 
une fonction qui s'approche indéfiniment de zéro quand # tend vers l'infini 
le long d'un vecteur quelconque autre que l'axe réel positif, tandis qu'elle 
sera une quantité réelle positive croissant au delà de toute limite quand 
æ tendra vers l'infini le long de laxe réel positif, En choisissant en outre 
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d . i ML) , ^ , ES 
cette fonction de telle sorte que Eo) s'approche. de zéro d'une manière 
"7i @) 
uniforme tant que © appartient à un domaine fini situé en dehors de la 
partie de laxe réel positif compris entre z — r et l'infini, on obtient une 
expression 


a 
GED 
JU) Reo I(o) TS 


. I 
(r22) lam s eG ee A Efi. fre p TO eR 
\ Eu: E\o) — rr 1 sls T A, V t 


e 


qui est uniformément convergente pour tout domaine intérieur à l'étoile 
principale À et qui représente la branche fonctionnelle (x) partout à 
l'intérieur de cette étoile. 
J'ai considéré ailleurs ' une telle fonction E(w) et j'v reviendrai dans 
une note suivante. 
Le résultat auquel nous sommes arrivés par l'étude de la formule (118) 


peut étre résumé dans le théoréme suivant: 


Théoreme 11. Désignons par A une étoile de centre 4, par « une 
quantité positive et par B® une étoile concentrique à A inserite en À et 
engendrée dans le cas 22 «7 O par la figure génératrice 


hN @ 


p "n cos“ ) : 
\ a 


—a2 «d Xa 


T 


et dans le cas a > 2 par la figure génératrice 


hN a 


C 
p —"r( eos? | : —7<db<z 
a p 
où o et d sont des coordonnées polaires relatives au vecteur 2 a= re"; 


o<e<2r. l'étoile A étant l'étoile principale appartenant aux constantes 
F(a), F9(a),..., F?(a), ... assujetties à la condition de Caucuy, on 
a les deux égalités: 


'* Un nouveau théorème général de la théorie des fonctions analytiques. Comptes 


Rendus etc. T. 138, II avril 1904. 

Voir encore pour cette fonction: 

E. PHRAGMÉN. Sur une extension d'un théorème classique de la théorie des fonc- 
tions. Ce journal, t. 28, p. 357—350. 
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72 


fe EM. , I » I ; 
IBS p) = Lim y (F(a) + F(a\a—a)+... 
E(w) ER I 


(0 — oo 
f 


I e| a wth 

1 Fa (x — ay) CES ] 
e 4 J a(g--1 

I = - 
FA(«) Lim Lim ;, NY (F(a) += po ay xr c 
) a=0 w—=x IE o) c \ |I \ \ 

I pe NCMO S 

+—H #(a)(x — ay") : 
fl ja(utl 


où Æ,(x) désigne la fonction: 


et où @ est une variable positive. 

La première de ces égalités a lieu partout à l'intérieur de BY et la 
seconde partout à l'intérieur de A. Le second membre de la premiere 
égalité est uniformément convergent pour tout domaine intérieur a 5^, 
le second membre de la deuxième égalité est uniformément convergent 
pour tout domaine intérieur a A. 

Si on s'arrête dans le passage à l'infini à un nombre fini @ on aura 
l'égalité 


ao 


/ I I 
F(a) RO ANG) e FO) (= a) 
Eo) > ( js I MA eren 7 ) a(ut+1) 


I e 


ID (x) — 


= ti — a \ 
E al I | 
(2 \ 2 (t 


I F | 
= "I | 1 ER dz 
27 2—% Eo) 
qui a lieu. partout à l'intérieur de 5? si on désigne par 5 un contour 
lermé qui étant situé à l'intérieur de //? embrasse la figure génératrice 
par rapport à la droite (at). 

En désignant par Æ(x) une fonction telle que, pour chaque domaine 
fini situé en dehors de la partie de l'axe réel compris entre x = 1 et 
m 1-329 uiae 3 .n , ^ 
l'infini E s'approche uniformément de zéro lorsque c augmente au delà 

ule ? 


de toute limite on a 
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I oo 
= : fr I «n 
FA(x) = Lim. (F(a) -E — F%(a)\a—a)+.. 
ae o) = \ I 
eee , A Leto 
+ — Fa) — ay : es : 
u v+I 


ott le second membre est uniformément convergent pour tout domaine à 
l'intérieur de À. 


Si on Sarrète dans le passage à l'infini à un nombre fini © on a: 


FA(x) 


ac 


I DI I? 7. 5 \ EC*U(o 
I N Ua) ANGE — a) === = FN ah a: wo? 
Bw) — | iE 1 Teck 2 | v+1 

s ^ a — («XN 
AD E oO 

I F(z) ( Em | 

—, : E do 
27 £—4 Eo 
t 


où le contour S est un contour fermé qui étant situé à l'intérieur de 4 


embrasse la droite (aa).» 


Revenons maintenant à la formule (117) et faisons y comme aupara- 


vant dans la formule (118) 


Supposons encore: 
> 1 ©. 


Faisons déerire à la variable y autour de la ligne (O1) une figure cunci- 
forme composée de deux ares de cercle symétriques par rapport à cette 
ligne et se coupant aux deux points O et 1 sous langle az. 

Désignons par F^ l'étoile de centre zéro inscrite dans l'étoile princi- 
pale A qui est engendrée par cette figure cunéiforme comme figure géné- 


ratrice.' 


pour la définition de »figure génératrice» engendrant une étoile inserite dans 


une autre étoile, voir page 219 de ma troisiéme note. 
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an 
0 


m 


C'est, légérement modifiée la méme étoile que j'ai diseutée autre fois 
avec M. Viro VOLTERRA.' 

Choisissons pour S une ligne qui embrasse la figure génératrice par 
rapport à la ligne (01) en étant en méme temps située à l'intérieur de 
HR = un - E PS 1 
l'étoile F^. Désignons par 5 une ligne déerite par 2 — - en méme temps 

: y 
que y décrit la ligne S. A la figure cunciforme dans le plan des y qui 
a la ligne (or) pour axe correspondent dans le plan des z deux demi- 
droites symmétriques par rapport à laxe réel passant par le point 2 = 1 
et se eoupant sous langle az. 

La ligne 5 est done une ligne fermée qui embrasse l'origine et reste 
toujours du méme côté des deux demi-droites que l'origine. On voit done, 
à cause de la propriété connue de la fonction Æ,(x), que 

Lim #,(o(2-— 1)) 


De 
s'approche indéfiniment de zéro et d'une manière uniforme, pour tous les 
points 2 qui appartiennent à 5. 


On a par conséquent: 


5 


| Pg) (ol I Ja 10 
y V 


voir page 229 de ma troisiéme note. 


(123) Lim 


WW € 
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et on obtient au moyen de la formule (117): 
a 7 (+1) N 
Ms BEI g) 
^B LACE — - ^ rl t d y+1 
| 57 2(5) = Lim > (kK, XP ke dp... Kr) WOW bes 
Bye 2 
= / w 
fi +1), S 
Ans : pup ew ! 
EVA (x) = Lim > k, | AON, 
(124) 0— J D 
y—0 0 / 
— = EME) de 
HO (x) = (3: k, — Mr) (ox) do. 
a 0 4 
| r 
En faisant « — 1 on obtient pour l'étoile V? l'étoile de M. Boren que j'ai 


désignée par B®, La première et la troisième formule deviennent alors 
celles de M. Borer, la seconde celle que j'ai indiquée dans ma quatrième 
note (formule (37)). 

Si on introduit au lieu de E,(x) une fonction E(x) de l'espèce que 
j'ai considérée dans mes notes des Comptes Rendus aux dates du 11 et 
du 18 avril 1904 c'est à dire une fonction telle que H(o) — 1 et que, 
quand la variable réelle et positive @ augmente au dessus de toute limite, 
E(wx) s'approche d'une manière uniforme de zéro pour un domaine fini 
quelconque de x ne comprenant pas l'axe réel positif, on obtient les for- 
mules: 





[ . x EC*(— w) 
FA(x) = Lim > LASER cM) n -eo tl, 
y 
0 = 
- / w 
N "s "BOTD(-- gy. Ne 
FA(x) = Lim > k, | — — «de |c', 
(215 ex NS |i 

y=0 4 0 


— y 
v=0 


) J 
| 
oe 
a 
3 Het) " 
FA (x) = 2 k, ————_ (wx) |dw 
| r 
où les seconds membres sont uniformément convergents pour chaque do- 
maine fini situé à l'intérieur de l'étoile principale. 
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Les résultats que nous venons d'obtenir par la considération de la 


lormule (117) peuvent étre résumés dans le théoréme suivant: 


Théorème 11b. »Désignons par À une étoile de centre 4, par à une 
quantité positive plus petite que 2 et par F^ une étoile concentrique à 
A, inscrite en À et engendrée par une figure cunéiforme ayant l'angle az 
et tournant autour d'un de ses sommets qui doit être situé au centre a. 
L'étoile A étant l'étoile principale appartenant aux constantes F(a), 
F%a),..., F(a), ... assujetties à la condition de CAuchr on a les 
deux systèmes d'égalités. 


(0) 


FV®(x) = Lim (Fa) + als Yia\a—a)+... 


Taw y \ Bio = D) 
+ — FY ax — a)’ ) ET eH. 
y jy+1 
e BE (vied CAM 
| pev 1 oo’ do 
EP (x) = Tam : T F?(a)(az-—— a)’, 
MET (|v) 
=0 
a œ , 1) 
N E. ©) 
AA 6) — > = Se F(a\wxy )do , 
y=0 | Di 
0 
FA(x) = Lim Lim (F(a) + — FF (a\a—a)+... 
a=0 (0 — o6 I 
"enl 
I à Wel eA D) 
+ — FO (a\(x a”) en. 
|" v+1 


e 
[- 





* qo) ' 
NT feet 1 - e) o do 
5 
. B 0 Y(v) . v" 
FA(x) = Lim Lim | u —_ NS a), 


0 w=2 | y ) 
y=9 
a] ^ 
: : eo Erd: -— 7) 
FA(x) = Lim (Y LX M ~ FV(a\ox) do 
a=0 y—0 | we ie 
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où Æ,(x) désigne la fonction 


et où c est une variable positive. Le premier système d'égalités a lieu 
partout à l'intérieur de V et le second partout à l'intérieur de 4. Les 
seconds membres du premier système sont uniformément convergents pour 
tout domaine à l'intérieur de V^, les seconds membres du deuxième sy- 
steme sont uniformément convergents pour tout domaine à l'intérieur de 
A. Si on s'arrête dans le passage à l'infini à un nombre fini © on aura 
l'égalité: 





= I 
FI (z) — > (F(a) + —1 Pa) — a) + 
— \ I 
EN E 
I “ie , EC *D(— +) 
+—F* a lac — a)’ ) c oi 
y |»! 
e 
| Bes! wow do 
B x) , : —— FO (a)(a — ay 
Z (hs 
y=0 
a 
e S NI) ee 05 eee 
— RU) N 1 - F(a \(w (a — ay)’ dw 
— I y }? 
e »—0 / 
uU 
I "y 
1(Z = wc — 42 
LI—— = mm dz 
2ri | , Eo | | 


qui à lieu partout à l'intérieur de J 


(a 


si S désigne un contour fermé 
Situé à l'intérieur de V@ et embrassant la figure génératrice par rapport 
à la droite (ax). 

Si on introduit au lieu de Æ,(x) une fonction E(x) telle que (wx) 
s'approche indéfiniment de zéro quand la variable reelle positive @ aug- 
mente au dessus de toute limite tant que = appartient à un domaine fini 


ne comprenant pas laxe réel positif, on obtient les formules 
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À e Mts. 
FA(x)- Lm > (Fa) + HN) — ae... 
[07 ab y—0 I 
: pco o) , 
+ — Fala ay ) no) y, 
y y+1 
T 3 
| Bory ow da 
FA(x)- Lim ————— FO (ax — a), 
«0 — A ( ye 
v=0 
* s Ber 
T fj N ( e) 1(v) " 
FA(x)— NS _ —— F?(a)e(x-— a) do 
EX (IV) 


ou les seconds membres sont uniformement convergents pour tout domaine 
à l'intérieur de 4. 


Si on s'arrête dans le passage à l'infini à un nombre fini c on aura: 





wise D 

FA(z)— Y. (F(a) Arm F"(a(x—ea -4... 
-— à 
El N | 

I \ £e+(—@) 
F(a) — a)’ ae 
a |v SEPA | v+1 
— | ECT*V(-- w)o* do 
PA) X — FO (a)(g — ay 

/ (wy 
P nd : 
»-0 

s =. H’+)(—@) ,, 

FA(x)— b = -— I" (a)(w(x — a)’ do 
en 
l 

X 
I ED TZ 
fo 
271 3—a \ 2—4 


ou S désigne un contour fermé embrassant la ligne (ax) et situé à l'intérieur 
de l'étoile A. 
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L'expression 


| EH - wo’ do 
0 
9 ka 
uM 
Amm = 
» 0 
dans le second membre de l'égalité 
NS | ECTU(—w)mw'dao 
(126) FA(z)—lim >» * = Tea 
ET, (ly? 
we e 
»—0 


est une fonction entière de la variable x. 
L'égalité (126) nous permet par conséquent de compléter ainsi le 


théorème Gia, 


G 0. »Soit F'A(x) une branche fonctionnelle quelconque appartenant 
aux constantes k,, k,, ..., hi, 


vy) 


dont A est l'étoile principale. On peut 
toujours à l'aide des constantes / former une fonction entière de v, (,(2) 
qui en outre de x et des % dépende d'un paramètre réel et positif © et 
qui soit telle que 

Inm 65 (a) =A (2). 

e — 

Il y a, comme je l'ai déjà remarqué à la fin du paragraphe précé- 

dent, cette différence entre les formules obtenues alors et celles du présent 
paragraphe qu'il n'est pas établi que les dernières ont une étoile de con- 


ve roe nee. 
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REMARQUES SUR UN THEOREME FONDAMENTAL DE LA THEORIE 
DES ENSEMBLES 


Extraits de deux lettres adressées à M. Mittag-Leffler) 
PAR 


ERNST LINDELOF. 


En étudiant ces derniers temps la théorie des ensembles, j'ai été 
amené à m'occuper en particulier du théorème fondamental de MM. Cax- 
rok et BENDIXsON,! théorème sur lequel M. SCHOENFLIES est revenu dans 
une publication récente." Les démonstrations de tous ces auteurs reposent 
sur la notion des nombres transfins que M. Caxror a introduits dans 
l'Analyse. Cependant, la partie la plus importante du théoréme en question, 
celle qui concerne la décomposition d'un ensemble fermé en un ensemble 
parfait et un ensemble dénombrable, semble assez étrangère à la notion du 
transfini, et il est donc désirable d'en trouver une démonstration où cette no- 
tion n'intervienne pas. (C'est aussi, si je ne me trompe, l'opinion que vous 
avez exprimée lors de notre dernière entrevue. Or, je me suis aperçu qu'on 
peut y parvenir en apportant à la démonstration de M. BENDIxsoN une lé- 
gere modification qui, en somme, revient à un changement de terminologie. 
C'est ce que je me permettrai de vous indiquer en quelques mots ci-après. 

Quant à la seconde partie du méme théoréme, la propriété fonda- 
mentale des ensembles dérivés, jointe à la seule définition des nombres 
transfinis, suffit pour l'établir une fois qu'on aura démontré la premiere 


! Acta mathematica, t. 2. 


? Nachrichten der K. Gesellschaft dev Wissenschaften zu Góttingen, 
Mathematisch-physikalische Klasse, 1903 Heft 1. 


Acta mathematica. 99. Imprimé le 5 novembre 1904, 
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partie. Je n'en parlerai done pas dans la suite, et je me bornerai à la 
première partie du théorème qui s'ónonee ainsi: 


Tout ensemble fermé non dénombrable se compose d'un ensemble parfait 
et d'un ensemble denombrable. 


1. Toutefois je me placerai d'abord à un point de vue plus général, 
en considérant un ensemble non dénombrable quelconque, ( P), fermé ou non; 
je suppose cet ensemble situé dans un espace à un nombre fini n de di- 
mensions, ou plutót, pour simplifier, dans une région limitée T de cet 
espace, hypothése qui ne restreint en rien la généralité, puisqu'on peut 
toujours la réaliser par une projection convenable de lespace. 

Voici maintenant une nouvelle notion que j'imtroduirai et qui va jouer 
un róle fondamental dans la démonstration: 

Je dirai qu'un point donné € de la région T constitue un point de 
condensation de l'ensemble (Ken: si une sphere construite de ce point comme 
centre, quelque petit qu'on en choisisse le rayon, renferme toujours une 
infinité non dénombrable de points 7. 


Cela posé, je démontre successivement les propositions suivantes: 


(a) La région T comprend au moins un point. de condensation C de 


l'ensemble ( Pp 


La démonstration est analogue à celle par laquelle on prouve qu'il 
y a dans 7 au moins un point limite de ( P). On peut supposer tout 
d'abord que la région 7 affecte la forme d'un cube dont les arêtes sont 
parallèles aux axes des coordonnées.  Divisons 7 par exemple en 2" cubes 
égaux par des plans parallèles aux plans des coordonnées. L'un au moins 
de ces cubes comprendra nécessairement, à l'intérieur ou à la surface, 
une partie non dénombrable de l'ensemble (P); car si chacun d'eux n'en 
comprenait qu'une partie dénombrable, la somme de tous ces ensembles 
partiels serait également dénombrable et, par suite, il en serait de méme 
de (P). En choisissant done, suivant une convention déterminée, l'un des 
cubes qui renferment une infinité non dénombrable de points P, puis en 
divisant celui-ci en 2" cubes plus petits, et en continuant de la sorte, on 
arrivera bien à prouver l'existence d'un point € jouissant de la propriété 
distinetive des points de condensation. 
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(b) L'ensemble C des points de condensation de (P) est un ensemble 
Jermé. 


Soit en effet C' un point limite de l'ensemble (C). "Toute sphére 
décrite de C' comme centre, quelque petite qu'elle soit, comprendra né- 
cessairement des points C dans son intérieur et renfermera par suite, 
d'aprés la définition méme des points C, une partie non dénombrable de 
l’ensemble (P). Le point C’ est donc lui-même un point de condensation 
de (P) et figure, par conséquent, dans l'ensemble (C), C. Q. F. D. 

En désignant maintenant par (A) l'ensemble des points P qui ne 
figurent pas dans l'ensemble (C), je démontrerai cette nouvelle proposition: 


(c) L'ensemble (R) est dénombrable. 


A cet effet, je n'ai qu'à répéter une démonstration donnée par M. 
PHRAGMEN, ' en y changeant seulement la terminologie. 

Puisque (C) est un ensemble fermé, les distances d'un point donné 
quelconque de l'ensemble (A) aux différents points € admettront un mi- 
nimum déterminé g distinct de zéro. Fixons une suite de nombres positifs 
décroissant vers zéro: 


I 


OO ANNE Oy s (lim ¢, = 0), 


vo 


et divisons (A) en des ensembles partiels: (R,),(R,),..., (E), ...... , 


(R,) désignant l'ensemble des points de (A) qui vérifient la condition 


) 


0, < 2 < 0, ,. 


Je dis d'abord que chacun de ces ensembles partiels est dénombrable. 
En effet, si (Æ,) par exemple était un ensemble non dénombrable, il en 
existerait au moins un point de condensation dans la région 7’, d'aprés la 
première proposition démontrée ci-dessus. Ce point serait aussi point de 
condensation pour l'ensemble (P), dont (f,) fait partie, et figurerait par 
suite dans l'ensemble (C). Mais cela est impossible, car le point en 
question, étant point limite de l'ensemble (Zt), aura nécessairement une 
distance >6, à l'un quelconque des points C. Done (R,) est bien un 


! Acta mathematica, t. 5. 
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ensemble dénombrable, et comme nous n'avons qu'une infinité dénombrable 
de tels ensembles, leur somme, c'est à dire (AR), sera également dénom- 


brable, C. Q. F. D. 
(d) L'ensemble (C) est parfait. 


Puisque j'ai déjà démontré que cet ensemble est fermé, il ne me 
reste plus qu'à faire voir quil ne saurait renfermer de points isolés. Ad- 
mettons done un instant que C, soit un point isolé de (C) et, de ce 
point comme centre, décrivons une sphère S laissant à l'extérieur tous les 
autres points C. La partie (P), de l'ensemble (P) qui est intérieure à 
cette sphère doit être un ensemble non dénombrable, puisque C, en est un 
point de condensation. Mais, d'autre part, tous les points ? compris dans 
5, excepté le seul point C, dans le cas où celui-ci figure dans l'ensemble 
(P), font partie de l'ensemble (A), et comme celui-ci est dénombrable, 
d'après la proposition (c), il en doit done être de méme de (P), Cette 
contradietion prouve l'exactitude de la proposition énoncée. 

En somme, j'ai done démontré ce théoréme: 


Étant donné un ensemble non dénombrable quelconque (P) situé dans un 
espace à un nombre fini de dimensions, les points de cet espace qui constituent 
des points de condensation de l'ensemble (P) forment un ensemble parfait (€), 
et les points de ( P) qui ne figurent pas dans (C) forment un ensemble dé- 
nombrable (R). 


2. On voit quil y a des points P, et méme une infinité non de- 
nombrable de ces points, qui figurent dans l'ensemble (C), et on peut 
ajouter qu'une sphère arbitrairement petite décrite d'un point quelconque C 
comme centre renfermera toujours une infinité non dénombrable de points 
P faisant partie de l'ensemble (C). On peut en tirer, en particulier, cette 


conséquence: 


Tout ensemble infini de points, situé dans un espace à un nombre fini 
de dimensions et tel, qu'autour de chacun de ses points on puisse construire 
une sphère qui n'en renferme qu'une partie denombrable, est lui-même un en- 
semble dénombrable. 


Je ferai remarquer qu'en s'appuyant sur cette proposition qui, au 
premier abord, semble presque intuitive, on peut démontrer en quelques 
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mots le théorème du n? 1. Il serait done intéressant de trouver une 
démonstration directe et simple de la proposition en question. 


3. En revenant maintenant aux considérations développées au n° 1, 
j'introduirai cette nouvelle hypothèse que l'ensemble (P) est fermé, c'est 
à dire qu'il comprend tous ses points limites. Tout point de condensation 
étant en méme temps point limite, on voit que l'ensemble (C) est dans 
ce cas compris tout entier dans l'ensemble donné (P), de sorte qu'on aura 


(P) = (&) (C). 


C'est là précisément le théorème de MM. Benprxson et CawroR que je 
voulais démontrer. 


Helsingfors, juillet 1903. 


IST: 


Une remarque de M. Bore, à qui j'avais communiqué le contenu de 
ma dernière lettre, m'ayant conduit à étudier de nouveau la proposition 
que j'y ai établie au n° 2, je me suis aperçu qu'on peut la rattacher 
à un théorème général trés élémentaire, qui constitue d'ailleurs l'extension 
directe d'un théorème de M. Boren. Par cette voie, on arrive à une nou- 
velle démonstration du théorème fondamental de MM. Cawron et Ben- 
DIXSON qui me semble remarquable par son caractère direct et intuitif, 
et que je me permettrai de vous présenter ici. 


1. Je commence par démontrer le lemme suivant, qui est d'ailleurs, 
géométriquement, presque évident. 


Étant donné, dams un espace à un nombre fimi de dimensions, wn en- 
semble borné quelconque de points, (P), si, de chacun de ses points comme 
centre, on construit une sphère d'un rayon supérieur ow égal à une longueur 
donnée v, on pourra toujours choisir un nombre fini de ces sphères de telle 
sorte que tout point de (P) soit intérieur à l'une d'elles. 
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Dans l'ensemble (P), je prends au hasard un point 74, puis je 
choisis un point P, dont la distance à P, soit >r, puis un point P, 
dont la distance à chacun des points P, et P, soit >r, puis un point 
P, dont la distance à chacun des points P., P,, P, soit 7r, et ainsi de 
suite, jusqu'à ce qu'on ne trouve plus de point satisfaisant aux conditions 
requises. 

Il est en effet évident que le procédé que je viens de décrire ne 
saurait fournir qu'un nombre fim; de points 


(1) PMPs OP LES 
Pour le faire nettement voir, il suffit de construire de chacun de ces 


points comme centre une sphére de rayon - et, d'autre part, une surface 


NI 


fermée T° enveloppant tout l'ensemble (P) et ayant à l'un quelconque de 
: O e . Ts x "Ya 
ses points une distance supérieure à = Les sphères seront extérieures 


l'une à l'autre, mais intérieures à la surface 7, de sorte que la somme de 
leurs volumes sera inférieure au volume V limité par cette surface. Done 


le nombre n des points (1) sera certainement inférieur à > en désignant 


, x T 
par v le volume d'une sphére de rayon = 


Tout point P ayant, d'après ce qui précède, une distance inférieure 
à r de l'un au moins des points (1), on voit dès lors que les x sphères 
S correspondant à ces mêmes points jouissent bien de cette propriété, que 
tout point P est intérieur à l'une d'elles. 


2. J'arrive au théorème général annoncé au début de ma lettre. 


Théorème. Étant donné un ensemble quelconque de points, (P), situé 
dans wn espace à wn nombre fimi de dimensions, si à chaque point P on fait 
correspondre une sphère S ayant ce point comme centre, on pourra choisir 
une infinite denombrable de ces sphères de telle sorte, que tout point de l'en- 
semble donné soit intérieur à l’une d'elles. 


Comme on peut décomposer un ensemble quelconque en une infinité 
dénombrable d'ensembles bornés, il suffit évidemment de démontrer le 
théorème dans le cas où l’ensemble (P) est borné. 
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Fixons une suite indéfinie de nombres positifs décroissant vers zéro: 


PS Se test cout. (lim jn. — 9), 


divisons les sphéres S en ensembles partiels 


Qf a À Y 
(Fog gs o) ES mf roi arse 
suivant que leurs rayons vérifient les inégalités: 
(RECA RS) On T o Tou 6 UP p (EN RE 


et désignons par 


(Py pc CES. 


les parties de l'ensemble (P) formées par les centres des sphères S com- 
prises resp. dans les ensembles précédents. 

D'après le lemme démontré ci-dessus, on pourra choisir un nombre 
fini de sphères de l'ensemble (5), de telle sorte que tout point de l'en- 
semble (P), soit intérieur à l'une d'elles; de même un nombre fini de 
sphères de l'ensemble (5), de telle sorte que tout point de l'ensemble ( P), 
soit intérieur à lune d'elles, et ainsi de suite. En somme, on aura donc 
une infinité dénombrable de sphéres S telles que tout point de l'ensemble 
donné soit intérieur à l'une d'elles au moins, €. Q. F. D. 

Si, en particulier, on suppose l'ensemble (P) borné et fermé, on peut 
démontrer qu'il existe un nombre /ini de sphères S répondant aux conditions 
voulues. C'est là le théorème de M. Boren’ dont j'ai parlé au début de 
cette lettre, et sur lequel il avait bien voulu appeler mon attention. 

Du théoréme que je viens de démontrer découle immédiatement la 
proposition suivante, établie au n° 2 de ma dernière lettre: 


Étant donné un ensemble de points, (P), situé dans wn espace à un 
nombre fini de dimensions, si, autour de chacun de ses points, on peut con- 
struire une sphère qui ne renferme qu'un nombre dénombrable de points P, 
on peut affirmer que (P) est un ensemble dénombrable. 


En effet, d’après le théorème précédent on peut, parmi les sphères 
envisagées, en choisir une infinité dénombrable de telle sorte que tout point 








! Comptes rendus, 4 mai 1903. La condition que l'ensemble (P) soit fermé 
n'y figure pas expressément, évidemment par inadvertance, puisque cette condition joue 
un rôle essentiel dans la démonstration qu'avait donnée M. BOREL p. 42—43 de ses 
Leçons sur la théorie des fonctions, et à laquelle il renvoie dans la note citée. 
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P soit intérieur à lune d'elles, et comme chacune de ces sphères, par hy- 
pothése, ne renferme qu'un nombre dénombrable de points P, il s'ensuit 
bien que l'ensemble (P) est lui-méme dénombrable. 


3. Aprés ces préliminaires, voici maintenant avec quelle facilité on 


établit le théorème fondamental de MM. Cawron et Brnpixson: 

Tout ensemble fermé non-dénombrable (P), situé dans wn espace à un 
nombre fimi de dimensions, se compose d'un ensemble parfait et d'un ensemble 
dénombrable. 


Écrivons (P) — (R) -- (C), l'ensemble (R) comprenant tout point P 
tel qu'on puisse l'entourer d'une sphére qui ne renferme qu'une partie 
dénombrable de (P), et l'ensemble (C) tous les autres points P. 

De la derniére proposition démontrée ci-dessus, il résulte immédiate- 
ment que l'ensemble (R) est denombrable et que, par suite, l'ensemble (C) 
existe effectivement et comprend une infinité non dénombrable de points. 

D'aprés la définition méme de ce dernier ensemble, tout point € jouit 
de cette propriété qu'une sphére arbitrairement petite ayaut ce point comme 
centre renferme une infinité non dénombrable de points P. Or, l'ensemble 
(R) étant dénombrable, la sphère considérée renfermera nécessairement aussi 
des points C, et méme une infinité non dénombrable de ces points; d’où 
cette conséquence que l'ensemble (C) ne comprend pas de points isolés. 

D'ailleurs tout point limite C' de l'ensemble (C) fait lui-même partie de 
cet ensemble. Kn effet, le point C" est d'abord compris dans l'ensemble 
(P), puisque celui-ci est fermé. D'autre part, si de C’ comme centre on 
construit une sphère aussi petite qu'on voudra, celle-ci renfermera à l'in- 
térieur des points C et, par suite, une infinité non dénombrable de points 
P. Done C’ figure bien dansl'ensemble (C), ce que nous voulions démontrer. 

Par conséquent, (C) est wn ensemble parfait, et la démonstration se 


rouve ainsi achevée. 


Helsingfors, aoüt 1903. 
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UBER DEN FUNDAMENTALSATZ IN DER TEORIE DER FUNKTIONEN Z, (z) 
VON 


A. WIMAN 


in UPSALA. 


Erst neuerdings ist durch Herrn MrrrAG-LgrrLER die Aufmerksam- 
keit auf die Funktion 


gelenkt worden." Von diesem Forscher sind aber auch sogleich die höchst 
interessanten Eigenschaften der Funktion klargelegt, auf denen die Rolle 
beruht, welche die Funktion bei der Herstellung in möglichst ausgedehnten 
Bereichen konvergierender Ausdrücke für analytische Funktionen spielen 
wird. Man gelangt in der Tat zur naturgemässen Erweiterung der von 
Herrn BorEL gegebenen exponentiellen Summationsmetode,” welche als 
spezieller Fall für « — ı eintritt. Für den Hauptsatz in der Teorie der 
Funktionen Z,(r) habe ich nun einen neuen Beweis gefunden, welchen 
ich auf der freundlichen Aufforderung des Herrn MrrrAG-LErrFLER hier 
veróffentliche. Derselbe nimmt seinen Ausgangspunkt in den linearen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, denen die Funktionen E,(x) für 


rationale a genügen. 


* Comptes Rendus (2 mars, 12 octobre 1903). 
* Man sehe etwa die Darstellung bei Borex, Leçons sur les séries divergentes, 
chapitre III, IV (Paris 1901). 
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ur. 
- 


Es sei zunächst « = To wo k eine ganze rationale Zahl bedeutet. Die 


Ie 


Funktion Æ,;(x) genügt der Differentialgleichung 


E) 

1 gr 

0) Ye by oe 
qiu 11 

Tr) 


Nach der gewöhnlichen Integrationsmetode .erhält man hieraus 


k—1 


k 3 ok Zam 
(2) y=etTe+ ke’ > dz 
. = r(; | 
0 lc 


Soll nun insbesondere y= Æ,:(x) sein, so hat man für xz — 0, y — T, 





wodurch die Konstante c — ı bestimmt wird. Es besteht mithin die Identität 
o € k—1 
gn i 2/1 
(3) Jy esl) = > ———— INT ke” — Ui 
N y 
n=0 If: 7 ar I v=1 ID: 7. 
k 0 k 
Die Reihe Æ,:(x) lässt sich in eine Summe von % Partialreihen Ez) 
für » — 0, 1,..., k— 1 zerlegen, so dass 
LJ 





HU 2 v+kn 
(4) Hm) — > 5 SRE 
TE 


—. 
=o (m + + 1) 


Offenbar hat man EM, (x) = e* und für » — 1,...,; £— 1 


Es ist der in (3) gegebene Ausdruck für E,.(x), welchen wir hier 
diskutieren wollen. Dabei sind für æ— re* die folgenden drei Hauptfälle 


zu unterscheiden: 


Uber 
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1) = = <p<s = ; 
2) usa ar Be 
3) es I ne Au + 3 





(120,1, ...,£4—1) 
Der Hauptsatz, welchen wir beweisen wollen, besagt nun, dass im Falle 1) 


lim E,.(x) = ke”, 


T= 


dagegen in den Fallen 2) und 3) 


lim E, (x) = o. 


S 9x 
Es sei also zunächst 





Zoe 


Liegt nun x auf der positiven reellen Axe, so ergiebt sich für v>o un- 
mittelbar 








(6) ( rm k + BAS 
(6) EPs (x) = & Ken EN dz — e* ke dz 
x uc 


(7) 


y 
c Til 
= k 
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Durch wiederholte partielle Integration bekommen wir 


4 grab : ES g-nkt»-1 
(8) F(z)— > - a a de. 
à | 


RI (7^4; 1) € Dl = ays 











Für Fx) erhält man demnach einen asymptotischen Ausdruck durch die 
halbkonvergente Reihe 


(9) pou 


n0 (—» De 1) 


welche in formaler Hinsicht als eine Fortsetzung der Reihe EY.(x) für 
negative Potenzen von x aufzufassen ist. Bezüglich der hierbei erreichten 
Genauigkeit, so findet man nach der gewóhnlichen Metode, dass, falls man 


die Reihe (9) mit dem kleinsten Gliede abbricht, so hat man den Betrag 
k 


von F(x), abgesehen von einem Restgliede von der Grössenordnung x’ e. 
Beriicksichtigen wir die so erhaltenen Resultate für » — 1,..., k— 1, 


so ergiebt sich 
k—1 


(10) Ex) = ke — $2 Fx) = ke* — F(a), 

=] = 

& 
wo F,.(m) sich mit einer Genauigkeit von der Grössenordnung x? e* durch 
die halbconvergente Reihe 

Cm 

II a 
( ) > ( n ) 


n>0 J 


abschätzen lässt. Es liefert dabei (11) die formale Fortsetzung der Reihe 
E,.(®) für negativen Potenzen von x. 
Diese Tatsache gilt aber nicht nur für die positive reelle Axe, sondern 


Wir setzen X = Re und 





ir apne St D) 4 — yp? 5 We ^ ds 
für jede Stelle x — re*, wenn zr 


beachten, dass 





(12) | ke 7 dg — 0; 


falls man über einen geschlossenen Weg integriert, welcher sich folgender- 


massen zusammensetzen lässt: 
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1) aus der positiven reellen Axe von © bis fü 

2) aus dem innerhalb unseres Bereiches verlaufenden Kreisbogen RX; 

3) aus der geraden Linie XO. 

Nimmt man R= co, so verschwindet das Integral über RX. Die 
beiden anderen sind also einander entgegengesetzt gleich. Man bekommt 
mithin 





(13) lim Jet - dg —1.! 


Also wird 








x X 
\ zk i Be Fe ak . ak f= E ppt 
(14) e ke = dz = e” — lim e Ker 2 dz. 
© ES IxI-2 x E 
DU p r(;) 


Da man fiir letzteres Integral auch in dem hier betrachteten allgemeineren 
Falle einen asymptotischen Ausdruck durch die halbkonvergente Reihe (9) 
findet, so ist unsere Behauptung erwiesen. 


In ganz anderer Weise gestalten sich die Verhältnisse in einem der 


Ap, — 1 am up. 7 ; 
Le pst (mem t rong E 


Zuerst lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf die halbierende (Gerade 





k— 1 Bereiche, für welche T<p< 


2 : : : Jess 
g= = 7. Betrachten wir also eine Stelle x auf dieser (Geraden und unter- 
(d 


suchen, wie sich die Formel (6) umindert, wenn für den Integrationsweg 





ps E : : 
‘Fir 9 — + 2n konvergiert zwar dieses Integral nicht absolut. Man findet aber 


leicht, dass, falls man dasselbe in einen reellen und einen imaginüren Bestandteil auflóst, 
diese sich wie Reihen von absolut abnehmenden, abwechselnd positiven und negativen 


Gliedern verhalten. 


196 A. Wiman. 


die in Rede stehende Gerade dieselbe Rolle wie im vorigen Falle die po- 
sitive reelle Axe spielt. Es ergiebt sich 


o 





2uv . = 
= m p a y—1 
e) Ba) =< | e nr Aalen" john t i 
r(;) 2 l'(x) 


Summieren wir jetzt die E(^(x) für » —0, 1,..., k— 1, so erhalten wir 


k—1 aue : = y—1 
(15) Ei) e|: tye |e fed? 2 
N y=] e r() 


Nach sehr bekannten Sätzen über Einheitswurzeln ist aber 


1+ ye! —103 
v=1 





so dass 
A k—1 
v—1 
(157) E,-(2) = — € i pnt > - ~ da = — Fux). 
: gat (7) 


Für F,.(x) hat man aber hier genau wie im vorigen Paragraphen einen 
asymptotischen Ausdruck durch die halbkonvergente Reihe (11). Der Unter- 
schied ist also, dass im Ausdruck (10) für E,.(x) das Hauptglied ke" hier 
weggefallen ist. Das kommt daher, dass im dortigen Bereiche die EX. (x) 
sich zu einander mit ihren Hauptgliedern wie positive Einheiten verhalten, 
hier aber wie die Potenzen einer anderen X" Einheitswurzel als 1. 

Diese Bedeutung der Reihe (11) als asymptotischer Ausdruck von 
— E,.(x) behält aber überhaupt im Bereiche, für welche 
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ihre Gültigkeit. Dies ersieht man, indem man, ebenso wie am Ende des 
vorigen Paragraphen, ein geschlossenes Integral betrachtet; nur soll der 
Integrationsweg hier in derselben Weise in Bezug auf die halbierende 
Gerade orientiert sein, wie dort in Bezug auf die positive reelle Axe. 
Das wesentliche ist also, dass das Integral (13), falls als Integrationsweg 
irgend eine Gerade in dem hier betrachteten Bereiche gewählt wird, zwar 


Quy 


invariant bleibt, aber einen anderen konstanten Wert als 1, nämlich 
annimmt. 


§ 4. 


Es erübrigt noch die Verhältnisse zu untersuchen in den k Gebieten, 


für welche *' S eec ed +3 zT (#=0O,1,...,4—1). Dass für ein 
solches Argument ¢ lim E,.(r)— Oo, ist sehr leicht aus (3) zu ersehen. 


Doch ist die genauere Bestimmung von Æ,:(x) hier nicht ohne Schwierig- 
keit. Zu dem Ende wollen wir auf ein Verfahren einschlagen, welches 
auch in den vorigen Paragraphen anwendbar würe. Den Integrationsweg 
zwischen o und x setzen wir aus zwei Stücken zusammen, nämlich aus 
der Geraden Ox, und dem Kreisbogen z,r, wo wir den Punkt z, in 
soleher Weise wählen, dass der Modul |x,|=|2] und das Argument 


2u, 
2 T € —— 7] SO 


=—'7 wird; die ganze Zahl y, bestimmen wir so, dass 
emm wie möglich ausfüllt,! wenn ¢ nach dem Modul 27 genommen wird. 








Es sind jetzt zwei Fülle zu unterscheiden. 
1) po. 


Man bekommt dann nach § 2. 


k—1 A k—1 
zy} y—1 
(16). E,.(m) — ke" bem ke: p sees ke. de 
r( (1) ial ) 


= ke” — F, (a). 


/ 











! Durch diese Wahl von y, bekommt man die schärfste obere Grenze für das Rest- 
integral in (17) bei der asymptotischen Darstellung. Ist aber jener kleinste Wert 


” 


— —., so hat man für y, zwei Möglichkeiten, welche gleich vorteilbaft sind, 


2k 
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Durch partielle Integration findet man 








L] k $ 
x —n,+¥—1 
Tr ke” eae 
ri un xj 
v=1 k 
2) JO) (Qr 
Nach § 3 hat man jetzt 
^ k—1 Ps k—1 2 
k a ze! z z"—1 
(16)  E&s(r)—e ke” * dec fhe : 2 
2 
Agr 
— F(x ), 
wo wir in ersteren Integral die untere Grenze & in der Richtung = 


zu verstehen haben. Offenbar gestattet auch hier F,,(x) eine Umformung 
wie (17). Will man nun das Restintegral in (17) abschätzen, so ist es 
von Bedeutung, dass die Funktion unter dem Integrationszeichen für die 
obere Grenze z — r ihren grössten absoluten Betrag annimmt, falls man 
nämlich die Glieder in dem zugehörigen Polynome durch ihre Moduln 
ersetzt. Vermittelst Betrachtungen, welche, weil das Integral hier komplex 
ist, von etwas komplizierterer Art als in dem entsprechenden Falle in § 2 
sind, findet man, dass n, sich so wählen lässt, dass das in Rede stehende 


' Wir machen darauf aufmerksam, dass die rationale Funktion 


k 
> zZ ntl 
ur —n, Tv 
en 
in Wirklichkeit blos b — 1 Glieder enthält, weil für n, — » — eine durch % teilbare 
tee, 


Zahl der Nenner pis Pa = unendlich gross wird. 
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Restglied von der Gróssenordnung x’ e""F wird. Eine solche Grösse be- 


k 
zeichnen wir mit [a2 be], 
Wir dürfen also sagen, dass die Funktion E,.(x) sich in wesentlich 


verschiedener Weise verhält, jenachdem g zwischen den Grenzen — 7 und : 
eingeschlossen liegt oder nicht. Diese Tatsache findet ihren Ausdruck in den 
folgenden zwei Relationen, wo man m, in geeigneter Weise zu wählen hat.” 
1) Hat man —,«g«j, so gilt 





ny T. E é 3 
G2) Bae) > — p part ter [ar er]. 
ZEN r(- TETUR 5) Sr + 1) 
2) In den restierenden Fällen, also für Es 27 — ©, hat man dagegen 
(187) Bass) 4 > En —Á > 2 Ss — |; ete | 
n n 
n=1 r(- 1. als 1) eu + 1) 


Man beachte, dass für die Grenzfälle ¢ = 2° die Bedeutungen von 


(18) und (18’) identisch sind. 
Aus der Gestalt der Formeln (18) und (18') lassen sich unmittelba 


Sätze über die mit den E,.(x) analogen Funktionen 


Date > ES = 
r(® d À y 1) 


ablesen, wo À eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeuten kann 





Durch eine blosse Umformung der genannten Formeln bekommen wir: 





1 und zwar in Abhängigkeit von | |. 
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/ À 
1=—1N] I ees zi: 1) 
2) für Reig Sion = 
k=7 = k 
nyt 
, a 
(19°) E, (x) + Ur P 
n=1 r( k a 1) 
Ses seed 
= = Na e : 
;["* À : 
or [E m 1) 


Entsprechende Sätze gelten aber noch für den Fall, dass À keine ganze 
Zahl ist; Zwar folgen sie dann nicht als Korollare aus (18) und (187), 
aber man kann leicht unsere nur auf die Funktionen Æ,:(x) bezugnehmen- 
den Rechnungen für die allgemeinere Funktionenklasse Æ,,,(x) durch- 


führen. 


§ 5. 


Die Teorie der Funktionen E,(x), wo a eine rationale Zam | " - ist, lässt 


sich auf den Fall, dass a=k! ist, zwruckführen. Es ae ja die 
Identität 


(20) E, (ay ne ‘ot Baler 2) 


2ri 1 
wo w=e". Offenbar ist es erlaubt das Argument T für r^ so zu fixieren, 


dass die Ungleichungen 
ox « 
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1 
bestehen. In (20) kann man nun fiir jedes Glied Hal wx*) einen Aus- 


druck aus (18) oder (18’) substituieren, und zwar aus (18), falls entweder 





2nK m 
T See e + 27K <az 
oder auch 
2rK Te 
„+ > ee: € + 2z(K — h) > —az. 


Hiernach bekommt man die Darstellung 


K 1 


= = Exe Ab 1 
(21) E,(z) = - ACE eS > TA FE 2-1! 
=1 


wo die Summation über die positiven und negativen ganzen Zahlen K aus- 
geführt wird, für welche 





—az «€ e 4 2zK « az. 


Um diesen hier nur für rationale Zahlen a bewiesenen Satz auf reelle irra- 
tionale Zahlen zu erweitern, ist man auf Grenzbetrachtungen hingewiesen. 
Doch wollen wir um so weniger auf die hierzu nótigen Erórterungen ein- 
gehen, als wir keine Móglichkeit sehen von unserem Ausgangspunkte eine 
allgemeine Teorie der Funktionen E,(x) aufzubauen. Es ist uns in der 
Tat bekannt, dass Herr MrrrAG-LErrFLER seine vielleicht interessantesten 
und überraschendsten Resultate eben für imaginäre à gewonnen hat. 
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ETUDE D’UNE FONCTION ENTIERE 


PAR 
J. MALMQUIST 


a STOCKHOLM. 


Les recherches de mon Professeur, M. MrrTAG-LEFFLER, sur les séries * 


z = 
Ei) = x. T(ı+ a) 


ont montré l'existence d'une fonction entière E,(z) ayant la propriété 
suivante rélative à la croissance de la fonction le long de vecteurs issus de 
l'origine. Si e est un nombre réel satisfaisant à la condition 


7 7 
— DT — -— 
LESC == 


E,(x) tendra vers zéro, si nous ferons croître z le long du vecteur L 


faisant l'angle g avec l'axe réel est positif. 


L 


NLA 





1 Acta mathematica, t. 29. 
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Ce résultat fait probable l'existence d'une fonction entiere ne devenant 
infinie que le long d'un seul vecteur issu de l'origine, et il est naturel de 
la chereher parmi les fonctions 


x’ 
> T(t + va,) 

ou a, est une fonction de v tendant vers zero avec T 
Nous prendrons 

a A o< a< I 


v 


~ (log yr? 


et nous allons démontrer que la fonction. entière 


eo 


EN e ok 
: ri LATE = 


tend vers zéro, si x tend vers Vinfini-le long d'un vecteur issu de l'origine 





ne coincidant pas avec laxe véel.et positif. 
D'abord, il est évident que @(x) représente une fonction entière, car, 
la fonction Z'(1 + n) croissant approximativement comme 7”, nous avons 


1 


1 y 
Lim | ue - ) l'.— Lim eüeP)* Go — oo, 
ps \ (log v)*/ | jg eur 


Pour démontrer la propriété énoncée de G(x) concernant la croissance, 





considérons avec M. MrrrAc-LxrrLEm l'intégrale ' 
yo 
I zu 
| giri LT z V dz 
« r(: -HL—— 
2 (log z)* 


pris suivant un rectangle À ayant comme sommets les points 








2 —e—ih, 2 etih,ntetih,n+te—ih. 


n+e+th 





2—e—th 


! loc. cit. 
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Nous choisirons la détermination de (log z)* que l'on obtiendra de la 
valeur réelle pour une valeur réelle de z par extension analytique le long 

d'un chemin situé dans A. Alors on trouvera facilement la valeur 
> = : 

v 
B I s 

3 r( Tür) 





de l'intégrale considerée, car les seules singularités de la fonetion sous le 
signe f situées dans A sont 


PNE ME EC) 


et les résidus correspondants 














I I f x I Le 
271 2 ' 256 a E er TEENS 
(rai tien Cd 
* (log 2) (log 3)" (log ny 
Ensuite, en posant 
: : 2=7+0 
nous aurons 
gone z+ it t+ it R 
= —— = R(t, t) il(z,t) 
a t a a a A ü / 
(log 2) (10x Vc UH Parc tg ; > bs Se a = 
avec 





=. Pa N 
p — V log yz + t) + (are tg) y 


t 
m arc tg —. 
L4 m 
6 = arcte 





log yc + e 


R(c,1)— 3 (feos af + tsin a6), 


D 


I(z, t) = (— rsin a6 + £cos a6) 
0? 


les arctg demeurant entre ne et “3 : 
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Pour avoir une expression de la fonction @(x), nous ferons croître À 


c'est-à-dire et x d'une manière convenable déterminée de la facon sui- 
vante.  Eerivons l'égalité évidente 


n+e- ih n+e+th rà 2—e—th 
R 2—e—ih n+e—th n+e+ih 


2—e+th 


et cherchons à faire croître h et n de manière que les trois premières in- 
tégrales rectilignes tendent vers zéro. 


Étudions d'abord l'intégrale 








n+e+ih 
I qi 
I, = [ — - dz 
erm — I 2 
nte—th r(: * (log 5) 


qui est égale à 


+h 


f I ante—2 pit 
i i) — dt. 
t 


girie—imt— p T(t + R(n + e, 0 + il(n + e, 0) 
—h 





Nous aurons une valeur approchée de cette intégrale en observant que 
l'inégalité 
Riz, t)>0 


a lieu pour toutes les valeurs de 7, ¢ en question; car ¢ et @ ont mêmes 
signes, si 7>0. Alors l'inégalité 





I 
I'(1 Free | 





> I je — e-allnts,t) 
—= [1 + R(n + e, t) 2z1(n 4- 6,0 — 


est vraie pour toutes les valeurs de ¢ entre —h et +h, car nous avons ! 








! loc. cit. 
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I 
TA cdd +T— à) 





Td 


— putty i T it wo tit E (Tm } = 
o E Lene E : 
LCL en) 


/ 





"e : Ib ood 
- (ms) IL +) — 
(oes) ILU x) IL. (:+;) 
IL ( n (c B x 


( I 2 emt — g-7t à 
IEEE ant E TE 


En posant 





nous concluons de là que la valeur absolue de Z est au plus égale à 





ptte—t pot (ee | 


uc Mae | - x 
zl(n + €, 2) | 


[SEEN | | ee ul | I(t + R(n +e,t) 
Supposons que le maximum a lieu pour ¢=¢,. Faisons ensuite croître 
h et n d'une manière convenable. Nous allons voir quil est suffisant 


de poser 
n 


hi (log n)?’ 


OBI 
En effet, observons d'abord que l'on a 


. ty 
Lim — =o 


n= 


Lim 8(n + ¢, #,) = 0, 


pn+e,t)= logn(1 + &,) 
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Eimer — Or 
n=w 
(Dans la suite nous entendrons toujours par ¢, une quantité qui tend 
7 I 
vers zéro avec =) 
par suite 


Rin+e, t,) = toe ay + €,) 


et gies 
I'(1 + R(n + 


t )) EM er 00g n)! —" (L4. En) 
ni} z 


LO) 


, 


car 
l'A + n) zt g^ 10g n(L-t ev) . 


de l'égahté 


n 


2 - pt? = enlog r(t + En) 
(log n)? 


et du fait que 7 est constant nous concluons enfin 


Lu 
2 (ANB T 
(log n) X eg "(og n) 1—4(1 + £n) 


ri + Run + €, tx) EE 


r+e—2 





Pour avoir maintenant la valeur limite de M, quand » croît indéfini- 
ment, il nous faut distinguer trois cas différents. I] pourrait arriver que 
pour certaines valeurs » de x indéfiniment croissantes 


br co. 


Lim =" = 
new % sin a(n' + &, ty) 
Alors, le deuxième terme de l'expression de /(»' + 2,t,) en déter- 
minera la croissance, d'oü 





car 
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Dans le deuxiéme cas nous aurons 


B 
Lim - = =o: 
n" sin ad(n” + &, tp”) 4 





" 
n=o 


alors le premier terme de I(n +e,t,) déterminera la croissance, d’où 
nous concluons 


[77 


RS En" 
(log n’’)# 


I(n’ + 8,0) 


comme précedemment, car sina# tend vers zéro. 


n 


Enfin nous aurons à considérer les valeurs »’” de n indéfiniment crois- 


santes et telles que 
tn a 
nv” sin af(n" +e, ty") — 


Lim 


mu 





k (k positif. fini). 


Alors, nous pouvons employer ou bien le premier ou bien le deuxieme 
raisonnement, mais comme ils conduisent tous les deux au méme résultat, 
il est démontré, que l'on a pour toutes les valeurs de x indéfiniment crois- 


santes 
E: n a 
^ (log n)e " 


In-+ e,t,) 


De la nous concluons 
En J 
vers DE eT (nts, tn) = AUDE ^ 
2zl(n + €, tn) 


Jn 
——-—À T. 
(log n)? 


grins, tn) — g— 7I (n-s, tn) 
— = V - — 0. 
P(t + R(n + €, tn)) 27zI(n + €, tn) 








par suite 





n+e—2 





Lim 
n-«o 
Tl reste à étudier 
Cas : 
[Gm dp 
pour des valeurs de 7» indéfiniment croissantes telles que f, reste plus petit 
qu'un nombre fixe, cette expression restera aussi plus petite qu'un certain 
nombre fixe, pour des valeurs de n telles que 
Lim £, = + co 


n= 
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elle tendra vers zéro, si l’on a 

990, 
enfin, pour des valeurs de x» telles que 


Lim 7, = — co 


n = 


elle tendra vers zéro, si 
p < 27. 


Par conséquent, h et n croissant de la manière indiquée, l'intégrale 
I, tendra vers zéro, si c satisfait à la seule condition 


O<p< 27. 


Passons maintenant a l'étude de l'intégrale 


n4 £d ih 


I qus: 
I = ji RC SQUE. Z js 








M I zd at? ih aes ] 
jJ e 7 Pr + RE, D +e, E) 


x 


Sa valeur absolue est done au plus égale a 


n+e 
I à yr? ez! Gh) = e-!(5 A) | 
f — Max | 2 | l enm ee 
M, NS BZ rendi à). GR 2zl(r, h) | 





2—& 


L'intégrale 
n+e 
E yt? 
LT CE E SA EN dc 
| I(1 + R(,h)) 
2—E 
qui se présente ici, tend vers zéro, h et n croissant de la facon supposée. 
En effet, en désignant par z,, une valeur entre / et x, nous aurons 








R(x, gh) = aCe Sas a Se (k fixe) 


(log Tin) == (legum)? (log n)" +? 
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. 


le premier terme de A(r,„,h) déterminant la croissance, car 4 tend vers 
zero. Done 





nac n+te À 
B hr 
= a A em MEER E AT T at 
| | al; | = I(1 T D (14,5 2 h)) + Ar ri ES R(c, h)) (k fixe) 
2—s h 2—€ 
" nr” ! n 
Exi gn (log 5)! —4—À (142m) + (k" fixe) 


— e, + M, 


si a+ <1, ce que nous supposons. 

Soit z, la valeur de r pour laquelle le maximum M aura lieu. Pour 
évaluer la limite de M il est suffisant de considérer deux cas. En pre- 
mier lieu, pour les valeurs h’ de telles que 


bo re 
yaw À sin af(cy , h’) 


nous aurons 


, mI + 5 
az, h’) = 2 log h’ 
I’ 
17, — log ^^? 
en effet 
Th — hey, 
dott 
; z I + er EL TEN, 
8(z,, h’) = 2 gamer Ss e XR 
2 log Wty +h 2 log h 


ensuite, la condition imposée a /' donne la valeur assignée de z,. 

La valeur trouvée de 6(z,,' montre que le seconde terme de l'ex- 
pression de Z(z,,) détermine la croissance de cette fonction. Comme 
d'ailleurs 

p(t, À') = logh’(1 + &,) 


nous trouverons done 
zh(1 + ex) 


Riz; h )z2a 3 (log Ai+a , 
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d'où enfin 


Kk 





T,—2 VID IL 
hr" hr" N: ay doga yt 
T(t + hi (cy h h^) m £ (14-24) 


2 2 doga’)® 


Q+ey) 








Examinons maintenant le cas où h” satisfait a la condition 


Tim eo 


h” sin a(t)" ho) 


h' =a 


Alors 
„ h^ 

CE K(h Fg" 
ou 

Lim K(A") > 0, 

h'=0 
car l'inégalité 

T xh 
entraine 
Clare — avec o<K(h)<k (k fixe) 


pour toutes les valeurs de h suffisamment grandes. 
Il suit de là que 


7 cos a8 (z,» , A") + h”sina@(z,., h”) 


h’ 


loe = IAS (h’’) 


T PL h^ y; h^ 
— K,(h fer + K (A ee 


") 
log h 


K, et K, satisfaisant à la méme condition que AK, K, ayant la même 
propriété que K. 
Comme d'ailleurs 
p (c, , bh”) = log P" (1 + ey) 
nous trouverons 


h" 


R(t, h") = K,(h”) (og yer U =F Ep) 
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et enfin 
hv —2 len: ER) 
= m = = = £y 
I -rE(uw.h) ^ gw) atten) | 
5 (log h")% 


car nous avons 


Ke are ep Ke ee ete, Ke 


Il résulte de ces considérations que l'intégrale 


h 


py 
Jc zen® 


2—e 
T I 
tend vers zéro avec "t done 
[A 
n+e 
- y? 
Lim — dr= 0 





Be J it + R(x, y) 


Ensuite, observons que dans l'expression M, 
IE hy hex, 


car nous avons 


T nm 


o X rsina8 <(n+ 1)8 € 5 S E 





pour les grandes valeurs de n, d'oü 
— rsina60 + cosa = K'"h(1 + ej) (& fixe). 


Par suite, nous aurons 


e ? joe = ein h) 
ee ns 
erriT- SENT 2nl(c , h) 


h-x 


sl 
g>o 
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d'où l'on conclut que l'intégrale J, tend vers zéro, h et » croissant de la 
facon supposée. 
De méme, nous pouvons démontrer que sous la condition 


9 «om 


cette propriété appartient aussi à la troisième intégrale J, que l'on obtient 
de I, en changeant h en —h; car nous avons 


R(7, —h) = Riz, h) 


et 
I(t, — h) — he, 


comme précédemment. 
Nous arrivons ainsi au résultat que, sous la seule condition 


O<p<2T 


les intégrales I, , J,, I, tendront vers zéro, le rectangle À se grandissant 
d'une manière convenable. De là nous concluons que l'égalité 














+h 


2—e—th 
T LI I az—? 
G(x) = Lim | REN aay) 2 E 
h= Lans Jp I + 
2—e+in (log 2)* 
—h 
e D I gue 
= Lim? { amis 1 E g - dt ^ e: 
h=%» v e r(: + ( = - ) 


log (2 — ¢ + it))*, 


a lieu sous cette méme condition. 
Par suite, nous aurons 


|i] 




















or 
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l'intégrale dans le dernier membre étant convergent, car nous avons 


d'oü 








I pee — e-1(2—5,1) 
(i +R(2—e,t)) 2zl1(2 — e, t) 


t «m 
M (F5); (+er) 
Gog] ¢1)* * Gogl:1)7 





— 10 E e*t 


comme dans le second cas traité plus haut. Par suite, nous pouvons écrire 
|G(z)|«v^M(e) s o<e<2z, 


et alors, M(c) a la propriété d'étre plus petit qu'un nombre fixe pour 
toutes les valeurs de c satisfaisant à la condition 


Ej S p S TE 


1) 


s, étant une certaine quantité positive. Il suit de la que G(z) tend uni- 
Jormement vers zéro quand x s’eloigne à l'infini dans un angle déterminé 
par l'inégalité 
e <p <27—E 
s étant un nombre positif arbitrairement petit. 
Au contraire, quand x s'éloigne à l'infini le long de l'axe réel et 


positif, G(a) croit au delà de toute limite comme le montre la forme de 
la série représentant (x). Par une méthode directe on pourrait obtenir 
une valeur approchée de @(x), mais cela est sans interét en vertu d'un 
beau théorème de M. PmunaAGMÉN qui contient comme cas particulier le 
résultat qu'aucune fonction entière ayant la méme propriété que G(z) ré- 
lative à la croissance le long de vecteurs ne coinsidant pas avec l'axe réel 
et positif ne peut étre de genre fini. 





! Acta mathematica, t. 29. Théorème I. 





















Signe ae iet, audit 
Arte, fear "Té ri ntu eti toi sat al P 


AT v 


Maier atem 


á a 
" i= £1 
LI Hp nl [md * 5 ¥ C2 
ISO. NUI iU L AL los 2 x 
it nwe » j 
: E fa 


x es, 
1 v HE 

L4 t? ge 1 
| m 2 
n (dogs CR it euly “ihe am ua "i Sri 
4 | | s om 
- où I | " TEN " 
| à” P d 1 re h Wh 4 fy pe ' 
7 Vin hj AH 4 "oos gn d T né sux n M*rzqunag "e 5 2 iW 
ihnen ei À Jméralsufes a oh tie sat en 

A m 7* ' le iban J‘ te cime 

; - >; > - » à à 2 | a - 
| AL ETS LRU Crgadts a 


= 
ire bi ni LITE TH n vit H : evi? Of Mirta adici ieh E - 
SML ad oci | ity jake { TOV imag vm cde 


>23 


; ink eh! Mew. Nro m 
br (v weal oe Wr Ww ust n TUN E Das 
| I anm riam Tran stint old i 
. . id: Haya, nu. edad spends Gus. vwd. 15 4 
int ate doi age. dew. ales ey dati s 

| | dan ws duoitaon, LU 
Währung, edili ab TIE 
ny Mefieaitt "ü aei £ 


‘eo 


UBER DIE NULLSTELLEN DER FUNKTIONEN E,(«) 
VON 


A. WIMAN 


in UPSALA. 


Un 


Für nähere Angaben über Lage und Dichtigkeit der Nullstellen einer 
in der Gestalt einer Potenzreihe gegebenen ganzen Funktion sind zwar im 
Allgemeinen höchst komplizierte Betrachtungen erforderlich. Doch lassen 
sich derartige Fragen für die ganzen Funktionen 


f - a” 
(1) E(2) — * neri) 


in ganz einfacher Weise erledigen. Diesen Umstand verdankt man den 
für die Untersuchungen äusserst bequemen Darstellungen dieser Funktionen, 
welche von Herrn MırrAG-LErFLER gegeben sind. 

Die fundamentale Identität ist hierbei die folgende 


(2) E,(2) = 





Die Integration wird über einen Kurvenzug ausgeführt, dessen Anfangs- 
punkt und Endpunkt unendlich entfernt liegen, und zwar, falls a eine 
positive reelle Grösse bezeichnet, bez. in den Richtungen e = + az; über- 
dies soll die Stelle xr bei der Integration auf der linken Seite gelassen 
werden. Hält man letztere Bedingung nicht aufrecht, so sind nur die 
nótigen Residuen hinzuzufügen. Als Integrationskurve kann man also auch 
die beiden Geraden c = X az in ihrer ganzen Länge nehmen; nur ist 
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eine kleine Ausbiegung vorzunehmen, falls die Stelle x eben auf einer von 
diesen Geraden liegen sollte. Nach einer solchen Wahl bekommt man 


für x — re 








1 
1 o+3xr. i Z 
= L eU 
(3) Ba) = > yee eee ee 
A ; a x 27a O — € 


e 
wo x die positiven und negativen ganzen Zahlen (inclusive Null) durch- 
läuft, für welche die Bedingung 


(4) —ar<ec+ 2x7 <ar 


erfüllt ist. ' 
as in (3) auftretende Integral lässt eine Entwickelung in eine halb- 
Das in (3) auftretende Integral lässt F © 

konvergente Reihe zu. Schreiben wir nämlich 











I I () o! e" 
quara [; 2E c F p p (wo — x)’ 
so ergiebt sich 
2 1 
1 o+2xz. n = 
(s) E (a) Em » oe a ® SP qm i I w" e& dw 
4 w E T. 7 E [vo ee 
us = a x = I(— a + 1) 2riax" W—% 


1 
« 


Ohne grosse Schwierigkeit findet man, dass bei geeigneter Wahl von » das 
1 


; - Yon ae 
Restglied höchstens von der Grössenordnung e F wird. 


= Der zwischen den Geraden e — Far enthaltene Teil von der o- 





Ebene ist hier als eine durch die Relation 
(6) TO 


vermittelte Abbildung der t-Ebene aufzufassen, so dass den beiden Ufern 
der negativen reellen Halbaxe der letzteren Ebene die Geraden ¢ = + az 


entsprechen. 


' c. f. G. MirrAG-LEFFLER. Sur la représentation analytique d'une branche uniforme 


d'une fonction monogène. Cinquième note, 8 3. Ce tome pag. 132—147. 
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In ähnlicher Weise gestaltet sich die Sache, falls « eine komplexe 
Zahl 2+ i7 bedeutet;* es muss 2 0O sein, damit E,(x) eine ganze Funk- 
tion bezeiehne. Doch tritt hier der Unterschied ein, dass für ¢ — pe" die 
Geraden z — 7, und die Kreise p — p, durch (6) in logaritmische Spiralen 
transformiert werden. Schreiben wir nämlich « = Re, so erhalten wir 


aus (6) die beiden Relationen 


(7) Plog — y: — log À; log 0 + Br — 9. 
Den Strahlen 7 — z, entsprechen demnach die Spiralen 
7 EY Baca, PX P 
(8) o E gio ate B a >= d, + ß Ti 


wenn d—d, die der positiven Halbaxe zugeordnete Spirale bezeichnet. 
Setzt man jetzt 


(9) 9 — 4,4, 


so werden die den Strahlen der f-Ebene entsprechenden Spiralen durch die 
Gleichungen 
pg =f D 


(10) CNT Ê mic res a) 





definiert, und die £-Ebene wird auf den durch die Spiralen 


C HE 
(11) Bast B 


de 


begrenzten Teil der w-Ebene abgebildet. 
Andererseits entsprieht einem Kreise o — o, der durch die Spiralen 
(11) abgegrenzte Teil der Spirale 


PR Be 2 Rr 
(2)  lgR——56 55 log p, = — ove + Blogo. 





Man bekommt also fiir je zwei Stellen auf den Spiralen (11), welche dem- 
selben Punkte auf der negativen Halbaxe der {-Ebene entsprechen, ver- 
schiedene Æ-Werte, nämlich bez. 


(13) R =e?" pi. 





! c. f. G. MrrrAG-LEFFLER. Sopra la funxione E,(x). R. Accad. dei Lincei, 
Atti. Ser. 5. Vol. 13, 3 Gennaio 1904, pag. 3— 5. 
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Für 


findet man 
1 1 (p*t?xm)i 


i = ere 5 


e* (x0; #1, £2,..) 


Der Funktion E,(x) können wir jetzt die folgende Darstellung geben 


(g+2xx)i = 


1 n 
‘ eee! AT EZ CINA I c" e& dw 
(5°) Ex) = Da Pres 35 iar ee 





8 


wo die Summation iiber die den Ungleichungen 


Q1 2 Q2 2 
(4’) See 2X I, 


genügenden ganzen Zahlen erstreckt wird, und für die Integration die 
Spiralen (11) dieselbe Rolle spielen wie in dem früher betrachteten speci- 
ellen Falle die Geraden e = + az. 


Sei zunächst a eine reelle Grösse > 2. Es ist dann ersichtlich, dass, 
falls man vom Anfanespunkte in einer bestimmten anderen Richtung als 
o 5 
9 — x fortschreitet, in der Entwicklung (5) das Glied 


AS 


dem absoluten Betrage nach grósser als die Summe der absoluten Betrüge 
der übrigen Glieder wird, wenn |x] einen gewissen Wert übersteigt; in 
einer solehen Richtung können also Nullstellen höchstens für begrenzte 
Werte von |x| liegen. Daraus folgt zwar noch nicht, dass die Nullstellen 
eben auf der negativen Halbaxe liegen sollen. Doch kaun man für grosse 
Werte der Moduln einen Beweis hierfür in sehr einfacher Weise erbringen. 


Über die Nullstellen der Funktionen E,(z). 22] 


Für e= besitzt die Entwicklung (5) zwei Hauptglieder. Betrachten 
wir deren Summe 


1 mr 1 Td 1 T 1 


d es ER er ~ 7 
(14) -je’* +e? = -e' cos | 7^ sin - }; 
(62° = a a 


so finden wir, dass diese Glieder einander verstiirken fiir 


1 

i ZL: 
(15) 1^ sin - = kz, (k=1,2, ...) 
aber einander aufheben für 


(16) 1^ sin = — (& —=)z. 
a a 
Die Sache gestaltet sich doch für die durch (15) bestimmten »- Werte in- 
sofern verschieden, als der Ausdruck (14) positiv oder negativ ist, je nach- 
dem £ eine gerade oder ungerade ganze Zahl darstellt. Dies trifft auch 
für die Funktion E,(x) zu, da ja für die fraglichen ;- Werte das betreffende 
Glied von höherer Grössenordnung als der Rest ist. Zwischen je zwei 
derartigen »-Werten muss demnach E,(x) (jedenfalls für genügend grosse 
Zahlen k) eine Nullstelle besitzen, und zwar in der Nähe der zwischen- 
liegende Stelle (16). Für die Anzahl der negativen Wurzeln, deren Moduln 
<r sind, haben wir mithin den Ausdruck 
2 «x 
r* sin — 


(17) E 





erhalten. 

Dass die Funktion E,(x) höchstens eine begrenzte Anzahl von ima- 
ginären Nullstellen besitzen kann, folgt jetzt daraus, dass (17) die genaue 
Anzahl der Nullstellen angiebt, wenn v durch eine Identität (15) bestimmt 
wird, und Kk genügend gross ist. Um dies zu beweisen, berechnen wir 
das Integral 


(18) = fa log E(x), 


wenn die Integration in der positiven Richtung über den Kreis |x] =r 
erstreckt wird. Nach der Zerlegung von E,(r) m zwei Faktoren: 
1 gi 


(19) E,(a) = e"*"*(1 + w) (—z<¢<7z) 
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bekommen wir 
1 ri 
I € 


N I 2 = DIDIT I i 
(20) = | dlog E,(x) Lean saz / d leg (1 + %). 
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Es ist aber bei Bezugnahme auf die Identität (15) 


1 gi 7* sin — 
(21) I jme = Y 
27 7c 
Anderseits hat man 
| eh I Gl | 
(22) ze og(1-4- w)—0 


Um die Richtigkeit von (22) einzusehen, bemerken wir zunächst, dass auf 
1 gi 


a 


Grund der speciellen Wahl von r der Ausdruck ewe and folglich. auch 


4) für e — —7z und e — z einen und denselben Wert besitzt. Können 
wir jetzt noch nachweisen, dass bei dem ganzen Umlaufe von ¢ — — z 


bis e =z 1+ ein positives Glied enthält, welches grösser ist als der 
absolute Betrag des Restes, so folgt hieraus, dass man mit dem urspriing- 
lichen Argumente für 1 +4 zurückkommt. Es ist aber eben dies, was 
in (22) ausgesprochen wird. 

Den fraglichen Nachweis kónnen wir in der folgenden Weise erbringen. 
Ausser in der Nähe der negativen Halbaxe ist offenbar schon 1 >|]. 
Für e&-- —z--6 oder e — z— 9 braucht dies zwar nicht der Fall zu 
sein, falls d. genügend klein ist. In diesem Falle ist aber das in x ent- 
haltene Hauptglied eine positive Grösse. Betrachten wir z. D. den Fall 
€ — —7z--0, so finden wir als einziges Glied in 4, dessen Betrag mit 
1 vergleichbar sein kann, 


> "m 2 
r+ô. 1 (x—on PS eno e à 
TA ——— --2:* sin — [sin - — i cos— 
a à a 


(23) €” ; — 6 


—9/ z sin — { a lí 2) 
= À “(cos ( 2hz cos- ) + (kr cos- |) |: 
a [74 


^ 
0 


2kzcos- = 2kz—v, 
[74 


Schreiben wir 


n2 
Lo 
so 
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so ergiebt sich zunächst 


5) v 
2krsin- = 2 y kzv D, 
[7 Alz 


und es nimmt jetzt der Ausdruck (23) die Gestalt 





(24) eV (cos v — i sin v) 


/ 


an. Der zugehörige absolute Betrag nimmt also mit wachsendem » sehr 
rasch ab, und bei niedrigeren Werten von v ist, wie wir behauptet haben, 
das in (24) und also auch in w enthaltene Hauptglied eine positive Grösse. 
In ähnlicher Weise erledigt man den Fall e = z— 2. 

Da es nieht ohne weiteres ersichtlich ist, dass die obigen Auseinander- 
setzungen für niedrigere Werte von k anwendbar sind, so ist die Unmög- 
lichkeit einer endlichen Anzahl von imaginären Nullstellen noch nicht er- 
wiesen. In dem speciellen Falle 4 = 2 hat man 


2 


1 1 
/ I 2 2 
BR) (es + Bep 


und die Nullstellen 


sind alle negativ. Man kann auch für «> 2 allgemein nachweisen, dass die 
Funktion Æ,(x) auf der negativen Halbaxe eben so oft Zeichen wechseln 
muss, wie erforderlich ist, damit sümmtliche Wurzeln reell sein sollen. 
Es lässt sich in der Tat mit Benutzung der Entwicklung (5) wirklich dar- 
legen, dass E,(x) für jede durch (15) bestimmte Stelle eine positive oder 
negative Grösse bedeutet, je nachdem % eine gerade oder ungerade ganze 
Zahl darstellt.! Für a> 2 besitzt demnach. die Funktion E,(x) keine ima- 
ginären Nullstellen. 


1 Die Entwicklung beginnt nämlich stets mit (einem oder mehreren) Gliedern 





5 2x 1 4 
2 r^ cos -T : DA 2 UE AN E kz 
a a a 
— £ cos | r^ sin —— n), re = ——, X =.0, Tyee 
[7 ( a / 2 dL 
sin — 
a" 


welche dasselbe Zeichen wie (—- I)* besitzen, und deren absoluter Betrag grösser als die 
Summe der absoluten Betrüge der restierenden Glieder ist. 
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UN 
> 


Es sei zweitens o<a<2. Die bestimmenden Glieder in der Ent- 
wicklung (5) sind jetzt’ 





und 
D a (z "PC =) 
I(— a + 1) pu ddr oe 2m 


Ist | r| genügend gross, so muss also der absolute Betrag von 


1 ci 
I n n + le=ri 
2 . 3 N 
(25) 5 (c AE Ten 5) 


grósser als die Summe der absoluten Betrüge der übrigen Glieder sein, es 
sei denn, dass die Moduln der beiden in (25) eingehenden Glieder an- 
nähernd gleich gross sind. Es ist in der Tat 


-— 


a? 


I(— 2a + 1) 


das bestimmende Glied unter den Restgliedern, so dass der absolute Betrag 
des Restes von der Gróssenordnung 


| 
1 


ist. Von höherer Grössenordnung kann also bei einer Nullstelle die Differenz 
(26) e d MEET 


‘ Für «= I verschwinden die Glieder der halbkonvergenten Reihe 


T und 


I(— av» + Nn 


identisch, und die Funktion E,(x) reduziert sich auf das einzige Glied e*. Auf diesen 
Fall haben demnach die Auseinandersetzungen des Textes keine Anwendung. 
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der absoluten Beträge der beiden Hauptglieder nicht sein. Die Relation 


1 


0 e 
r^ cos — xr 


- T " 
(27) e Bem mi wu) 


a) 


bestimmt mithin bei den Nullstellen eine zwar veränderliche aber endliche 
Grösse x. Aus (27) erhalten wir durch Logaritmierung 


(28) T — ^ cos — log r + log | Z'(— a)| + «v^, 
wo ı, eine andere endlich bleibende Grösse bedeutet. 


1 
Aus (28) ersieht man, dass bei wachsendem > die Argumente der 


Nullstellen auf der oberen bez. unteren Halbebene immer weniger von 
a . Te 5 C ö x 
z bez. A abweichen dürfen. Da sich alles symmetrisch in Bezug aut 


die reelle Axe verhält, so brauchen wir offenbar nur die Verhältnisse auf 
der oberen Halbebene besonders zu untersuchen. Schreiben wir 


, a N 
(29) DER SR 
so geht (28) in 
1 ^ 
= torn J \ = 
(30) r sin = = logr + log | 7(— a) | + «r7 


über. Mit wachsendem v nähern sich also die Nullstellen unbegrenzt der 
Kurve 


1 3 
(31) 9s sin- = log r + log | l'(— 2) |; 


man findet ja (von niedrigeren Gliedern abgesehen) als Abstand 


quy pic 


Aus (31) erhält man annüherungsweise 


—. 
o2 


1 
2) d=ar "[logr + log | '(— «)|]. 
= = . T r a 
Sucht man jetzt den Abstand einer Nullstelle von der Geraden e =~ z, 


so findet man hierfür in erster Annäherung 


1 
TO — on *(logr + log | I'(— a)|). 
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Dieser Ausdruck gestattet unmittelbar Folgendes zu erschliessen: 


Hat man a<ı, so nähern sich die Nullstellen auf der oberen Halb- 


5 a 
ebene mit wachsendem v unbegrenzt der Geraden ¢ => 7. Ist dagegena> 1, 


so wächst der Abstand der Nullstellen von der in Rede stehenden Geraden 
mit v über jede Grenze. In beiden Fällen ist aber nach (32) à eine mit 


wachsendem rv gegen Null abnehmende positive Grösse. 


Auch bei der folgenden Diskussion gestaltet sich die Sache etwas 
verschieden, je nachdem o<a<ı oder 1 € a «€ 2. 


EN ONS Cut 


Da hier J'(—-a) eine negative Grösse bedeutet, so führt die bei einer 
Nullstelle annäherungsweise geltende Bedingung, dass die Argumente der 
beiden in (25) enthaltenen Glieder als Differenz ein ungerade Vielfaches 


der Grósse z haben sollen, auf eine Relation 
(34) (^ sin - = —o + 2kz 
oder nach Benutzung der Substitution (29) 


z—oO-+ 2kz. 


(35) %2.008° — — 


Beachtet man nun den in (32) gegebenen Näherungswert für 2, so lässt 


’ 


2 
^ 2 


« 5 0 TES ms Ss 
sich erschliessen, dass cos- — 1 von der Gróssenordnung > * (log7)*, sein 
: 8 2 


muss. Hiernach lässt sich (35) durch eine relation von der Gestalt 


(36) j^ L— 3 z--2kz-- = dore] 


ersetzen. Sollte nun hier zu jedem ganzzahligen Wert von # eine Nullstelle 
sowohl auf der oberen als unteren Halbebene gehören, so wäre die" Anzahl 
der Nullstellen, deren Moduln «» sind, sehr genau durch den Ausdruck 


1 
a 


angegeben. 
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In wie weit diese Vermutung bestätigt wird, wollen wir jetzt unter- 


suchen, indem wir auch hier das Integral 


I 


2m 





(18) J dlog E, (x) 


berechnen. Dabei ist es vorteilhaft den Integrationskreis || — » so zu 
wühlen, dass der Kurve (31), und folglich auch der symmetrischen Kurve 
auf der unteren Halbebene, in einem solehen Punkte begegnet wird, dass 
die Argumente der beiden in (25) enthaltenen Glieder sich um ein Viel- 
faches der Grösse 27 unterscheiden. Es soll demnach für den Schnittpunkt 
mit der Kurve (31) eine Relation 


- > 


= a 
(37) LSU E 0 ah Vet 1)z 


gelten, wobei die positive ganze Zahl 4 genügend gross gewählt werden 
muss, damit die folgenden Auseinandersetzungen einwandfrei seien. 

Jetzt zerlegen wir E,(x) in zwei Faktoren, so dass das jedesmalige 
Hauptglied in der Entwicklung (5) den einen Faktor liefert: 


1 gi 
x < I ad MC a à 
(38) E,(x)=-e (1 + w): (—27—92Xe X54 9), 
P M oou ‘a * a S 
(39) Zu) Ten + u) (za to<py<or— zn). 


x! 
I essa) 
Grund der speciellen Wahl von 7 einander gleich; dasselbe gilt mithin 


Für die Argumente + mt a) sind die Grössen &'^*^ und aul 


auch von den beiden in (38) und (39) auftretenden w-Werten. Es ist 
also 1+ längs der Integrationskurve eine kontinuierliche Grösse. Da 
sich weiter in derselben Weise wie die entsprechende Tatsache im vorigen 
Abschnitte nachweisen liisst, dass diese Grösse stets ein positives Hauptglied 
enthalt, so hat man auch hier 


; f d log (1 + uw) =0. 


-T 
7 
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Nimmt man jetzt auf (37), (38), (39) und (22) Bezug, so ergiebt sich sofort 








a 1- RCE Ai 
3 tte ee =—0 
1 €i 
(40) : f dlog E (2) = 2 7^ e* + : — çi 
4 27e Kae ES 27:0 2 
a - a 
py un qo 
N 
E 0 
7C COSs— à < ) 
a a 0 a 0 a 6 
le mn ie i de — 1 in REN er 
M z TT p 7 [14 
Man hat aber 
Ó 1 


Hiernach ergiebt sich 
(41) 


als Ausdruck für die Anzahl der Nullstellen, deren Moduln <r sind. Man 
hat sogar hier, jedenfalls für genügend grosse r-Werte, die genaue Anzahl 
der Nullstellen, falls r so gewählt wird, dass (41) eine gerade Zahl bedeutet. 


by iio <> 


Die Modifikationen, welche hier die vorangehenden Entwicklungen 
erleiden müssen, weil jetzt /'(— 4) eine positive Grösse bezeichnet, bestehen 
eigentlich nur darin, dass die gerade Zahl 2% durch die ungerade Zahl 
2k + 1 ersetzt werden soll und umgekehrt. 


Für die Anzahl der Nullstellen, deren Moduln <r sind, hat man also 
auch in diesem Falle den Ausdruck (41). Es besteht aber der Unterschied, 
dass man jetzt die genaue Anzahl der Nullstellen bekommt, wenn (41) eine 
ungerade Zahl bedeutet. 


Die hieraus zu ziehende Folgerung, dass die Funktion E,(x) in diesem 


>) 
Falle eine ungerade Anzahl negativer Nullstellen (und also mindestens eine) 
besitzt, wird dadurch bestätigt, dass für lima — — co das Hauptglied 
I al 


Ne) und mithin auch Æ,(x) eine negative Grösse ist. Hieraus folgt 
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ja, da Æ,(x) für positive «-Werte positiv ist, dass die Funktion auf der 
negativen. Halbaxe eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln erleiden muss. 
Man hat den Fall «= 1 in solcher Weise als Grenzfall aufzufassen, 

I 


dass für a = 1 — 9 oder a = ELE die Nullstellen, zu denen die niedrigsten 
2f) I 





BJ 


Moduln gehóren, sich mit abnehmendem 2 immer mehr von dem Anfangs- 
punkte entfernen. Die Bedeutung des Ausdruckes (41) für die Anzahl 
der Nullstellen fängt dann also erst bei verhältnissmässig grösseren j- 
Werten an. 

' Man überzeugt sich durch ziemlich einfache Betrachtungen, dass die 
endliche Anzahl negativer Nullstellen, welche E, (x) für 1 <a< 2 besitzt, jede 
gegebene Grenze überschreitet, wenn die Differenz 2 — a = 0 genügend klein 
wind. Betrachtet man nämlich die Verhältnisse auf der negativen Halb- 
axe, so ergiebt sich leicht, dass für niedrigere v-Werte nicht das Glied 


sondern 


1 gi 1 gi 2 - 1 \ 

I Ge 0 a. a 2 r9 cos— ze IL. 

(14) Le" uet je =e "acos(r“sin- ) 

\ a 
den bestimmenden Einfluss ausiibt. Man hat also Grund anzunehmen, es 
seien den ersten Zeichenünderungen von (14) Nullstellen der Funktion 
E,(r) zugeordnet. Unter der Voraussetzung, dass dies zutrifft, so lange 


2 Ur COH I ra} 


7 a a)! 
würde man in erster Annäherung den Ausdruck 


4 I 


— log 
m(2— u) °2—4 


T6 \ 





fiir die Anzahl der negativen Nullstellen erhalten. 
Ist andererseits «— 1 eine kleine Grösse, so erschliesst man durch 


ähnliche Überlegungen, dass die Funktion Æ,(x) blos eine einzige Null- 
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stelle auf der negativen Halbaxe besitzt. Sucht man eine Entwicklung 
für den zugehórigen Modul, so ergiebt sich als Hauptglied 
I 

loe - B 

“Pg 
Da diese Nullstelle nach aller Wahrscheinlichkeit die dem Anfangspunkte 
nächstliegende ist, so ersieht man hieraus, wie die Nullstellen ins Unend- 
liche rücken, wenn « sich dem Werte 1 nähert. 


S 4. 
Ist zuletzt a eine imaginäre Zahl — f -- iy, so gestalten sich die 


Sachen in ganz analoger Weise. Der wesentliche Unterschied rührt davon 
her, dass € = const. jetzt nicht länger eine gerade Linie, sondern eine 
logarithmische Spirale bedeutet. 

Zunüchst findet man, dass, falls die Umgebung von einer oder zwei 
c-Spiralen ausgenommen wird, die Entwicklung (5^) stets ein einziges Haupt- 
glied enthält, dessen absoluter Betrag für genügend grosse 7 die Summe 
der absoluten Beträge der übrigen Glieder übersteigt. Die Nullstellen mussen 
also jetzt eine oder zwei Annahmespiralen begleiten. 

Unter den in (5’) auftretenden Gliedern betrachten wir zuerst die- 
jenigen von der Gestalt 











TN rÉ e&+7 cos 20. = I C pO 
(42) CERE IU FH | eos (7? e* +” sin = —_, 
PH+r 
1 760 7 
.. (5 — 80 
2 2sınlı Ga) Sine 
BLA 
wo mit Rücksicht auf (4’) die Ungleichungen 
9*2 g + >? 
(4) PES e s m mm 
3 3 


stattfinden sollen. Wird nun der absolute Betrag 


1 yo 


i 
52452 54 
r8 e B7 2^ cos -! 


(43) e BÉ 
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für 6 — 6, ein Maximum, so ergiebt sich die Identität 


) [T EN 
(44 ap Rr 8 
Hieraus findet man zwei mit (4") vertrüglichen Lósungen. Doch liefert 
nur diejenige ein Maximum, für welche aretg^ zwischen — 


ae 


Fiir das Maximum von (43) hat man nach dieser Festsetzung 


T 4. 
und 5 liegt. 


DIN 








(45) e 


Ist für das Maximum 6, = o, so muss 7=0, d. h. a eine reelle Grösse 
sein. Geht man rechts oder links von dem besonderen Argumente 6 — 6, 
aus, so wächst (43) mit r über jede Grenze, so lange 


(46) cache 


und man erkennt, dass für ¢ + 2x7 — 6 es stets ein derartiges Glied in 
der Entwicklung (5’) geben muss, falls 


g p 
i 
i 
In diesem Falle (sowie auch, wenn das Zeichen > durch = ersetzt wird) 


sind also die Hauptglieder in (5’) stets von der Gestalt (42). 

Für welche g-Spiralen bekommt man nun zwei derartige Haupt- 
elieder? Da die Glieder, für welche die Bedingung (46) erfüllt ist, immer 
mehr abnehmen, wenn 6, sei es rechts oder links, sich von 6, entfernt, 
so ist es leicht ersichtlich, dass dieser Fall dann und nur dann eintritt, 


wenn für 6, > 6, > 8,—2z 














1 76: : 12761 
r8 e 7 cos = : rie 
(47) e PC 
Hiernach ergiebt sich 
> 
= 228 
A € cos I, 5 E 
(48) re 8e, MUR A ET M B y jd 
Tr : 278 +r 7278 
1 — = sin 
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Die einzige Lösung hierzu, welche den besprochenen Nebenbedingungen 


2 . 3 : ; ; y: F +; 
genügt, reduziert sich nur in den beiden Grenzfällen y = o und ———— = 2 


P 
auf 0, =z. 


Es ist um diese Spirale ¢ = 6,, dass sich die Nullstellen häufen, und 
zwar so, dass ihre Entfernung von der Spirale für hmr = co unendlich 
klein wird. 


Die Anzahl der Nullstellen, deren Moduln <r sind, lässt sich auch 


hier durch die Berechnung des Integrals 


(18) — [dlog E, (x) 


ZA 


bestimmen, indem man E,(x) in zwei Faktoren zerlegt: 


Lye Be 








(49) UM Eo ese QM DAUERTE S (0, — 2z € e € 0,). 


a "zi = 


Wird r so gewählt, dass ersterer Faktor für e = 0, und 9 = 0,—2z 
Argumente, welche um ein Vielfaches von 2z differieren, besitzt, so lüsst 
sich in derselben Weise wie in den vorigen Abschnitten beweisen, dass 





1 
(22) = flog (1 + u) =o. 
Man bekommt alsdann 
6 
; 1 1 _70 B8 i 
; ze 3 nl fe = B o3 ty ,62+ 7° 
(50) 55 fa log E,(x) x y? « ( 








Dieser verhältnissmässig komplizierte Ausdruck vereinfacht sich im den 








Grenzfüllen, wo 0,—z=o. Für r=o, also a — f, ergiebt sich dem- 
nach der schon in § 2 hergeleitete Ausdruck 


1 
r sin 


A 


IR 


Uber die Nullstellen der Funktionen E,(z). 233 


Ist dagegen 8° + 7? = 28; so lässt sich (50) in die Gestalt 


aaa Wy LTE 
(51) E ee 28 


umformen, d. h. man bekommt für die Anzahl der Nullstellen den gleichen 
Ausdruck wie im Falle 
Beh 


b) 8 


27 


Da jetzt zwei Hauptglieder in (5') auftreten, so müssen (ebenso wie 
im vorigen Abschnitte) an. den Nullstellen die Moduln dieser Glieder an- 
nühernd gleich gross sein.  Hieraus folgert man leicht, dass die Rolle der 


Strahlen e = + in Bezug auf die Nullstellen jetzt von den Spiralen 


¢=+ {7-7 übernommen wird. In Übereinstimmung hiermit wird der 


Abstand der Nullstellen von der zugehörigen Spirale mit wachsendem r 
: : © = F +; QE ro 
verschwindend klein oder nicht, je nachdem ^— PAPE oder sen 
i Î E 


Ebenfalls empfiehlt es sich hier behufs der Berechnung des Integrals 
(18) die Funktion E,(r) in zwei Faktoren zu zerlegen, indem das jedes- 
malige Hauptelied den einen Faktor angiebt. Also 














1 gi no 2 22 2 
; DU SES Pech Peter 
(38) E,(z)—-e"*"(1--u; (— a ee aou ad 
a zd = = 
^em 22 p +, 
39) ÆE,(x) —- (1 u ( rcg = Qe DTE B 
(39 a ) a I'(— a) ir ); 28 Sr > 28 1 
, 7? + 7° 3? 4. 2? ; i 
wenn für g = —' 22^ z— 0, bez. : Sor z + 0 die Differenz 
m | 
1 gr 1 
3 .0 N 
(26°) [er e — 


gleich Null wird. In einer Hinsicht stellt doch die Sache sich hier we- 
niger bequem, weil jetzt nicht r so gewählt werden kann, dass # an beiden 
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Grenzstellen gleiche Werte in (38’) und (39’) erhält. Für die Umgebung 


dieser Grenzstellen kann man aber die Diskussion an die Substitution 


I 3. -— ya) 


(52) Ed) bem] Un 





anknüpfen, wobei man noch eine solche Wahl von r treffen kann, dass 
für den Kreis |r| — die Ungleichung |v|« 1 erfüllt ist. Man findet so 
ohne Schwierigkeit, dass der Ausdruck (51) hier dieselbe Rolle für die 


1 


4 d ouis 3 Tr 
Anzahl der Nullstellen spielt wie im vorigen Abschnitte der Ausdruck —, 


auf’ welchen er sich ja für = Oo reduziert. 

Die Anwendbarkeit der obigen Metoden lässt sich insbesondere nach 
zweierlei Richtungen erweitern. 

Erstens kann man nämlich E,(x) durch die Differenz von E,(x) mit 
einer konstanten Grösse oder einer einfach gebauten ganzen Funktion er- 
setzen. Es treten dann nur in den Entwicklungen (5) und (5’) neue 
Glieder hinzu, und die Rolle der Hauptglieder in den verschiedenen Teilen 
der komplexen Ebene wird in anderer Weise verteilt. 

Zweitens erlauben die Metoden des Herrn MırrAG-LEFFLER andere 
Funktionen in mannigfaltiger Weise (auch solche von unendlicher Höhe) 
zu bilden, für welche sich analoge halbkonvergente Entwicklungen wie (5) 
und (5') ergeben. Es lassen sich dann in ähnlicher Weise wie hier Unter- 
suchungen über die Nullstellen ausführen. 
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SUR LA METHODE HORISTIQUE DE GYLDEN 


PAR 


H. POINCARE 


a PARIS. 


Introduction. 


GyYLDEN a rendu de très grands services à la Science; il a créé un 
certain nombre de méthodes nouvelles qui ont pu étre appliquées avec 
sucees et dans certains cas substituées avec avantage aux anciens procédés. 
La plupart des méthodes qu'il a proposées dans ses premiers écrits étaient 
correctes; Hanzer et BRENDEL en ont tiré une théorie des petites planètes. 
Ces méthodes, à la vérité, n'étaient pas sans inconvénient, elles donnaient 
lieu à une foule de complications inutiles; au lieu de prendre le temps 
pour variable indépendante, elles prennent la longitude vraie, ou des 
variables auxiliaires peu différentes de cette longitude, elles introduisent 
une foule de variables parasites et encombrantes. Il en résulte que les 
équations perdent leur forme canonique, et que, si l'on veut simplement 
écrire par exemple l'équation des forees vives, il faut se livrer à des cal- 
culs interminables. J’estime done que ces méthodes, quelque intéressantes 
quelles aient été autrefois, n'ont plus aujourd'hui qu'un intérét historique, 
et quon ne saurait plus en recommander l'emploi, parce que maintenant 
il y en a d'autres, comme par exemple celles de Hiri et de Brown qui 
ont les mémes avantages sans avoir les mémes inconvénients. 

Plus tard GyLpEn est entró dans une voie nouvelle et a abouti à des 
résultats qu'il a rassemblés dans son ouvrage Nouvelles recherches sur les 
series employees dans les théories des planétes, Stockholm 1892. Moins 
heureux que dans ses premiers travaux, il s'est cette fois complétement 
trompé. 
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Considérons une équation différentielle queleonque, faisons pager cer- 
tains termes dans le 1° membre, d'autres dans le 2°. En 1** approximation, 
nous remplacerons dans le 2* membre les fonctions inconnues par zéro et 
nous intégrerons les équations ainsi obtenues; en 2°° approximation nous 
remplacerons dans le 2" membre les fonctions inconnues par leurs valeurs 
de 1° approximation, et ainsi de suite. Tel est le principe fondamental 
des nouvelles méthodes d'approximation de GYLDÉN, comme des anciennes 
et nous le retrouverons partout. | 

Ce principe est légitime, mais à une condition, c'est que les termes 
relégués dans le 2" membre et négligés en 1** approximation soient notable- 
ment plus petits ou moins importants que les termes conservés dans le 1“ 
membre. Sans cela, il est clair que le développement ne sera pas con- 
vergent. Nous aurons donc à examiner si l'analyse de GYLDEN satisfait 
à cette condition. 

On sait que dans les méthodes ordinaires de la mécanique céleste, 
on voit s'introduire ce qu'on appelle de petits diviseurs, de sorte que le 
coefficient de certains termes prend la forme 


p 
p étant trés petit, et deviennent infinis quand p s'annule. GYLDEN s'efforce 
de prouver qu'un caleul plus exact doit donner: 


b 
V xy 
» étant une quantité qui ne sannule pas, de sorte que le coéfficient ne 
devient pas infini et reste méme trés petit. C'est ce qu'il appelle la mé- 
thode horistique, ainsi nommée d'un mot grec d'oü vient également horizon. 

Il cherche à tirer de là diverses conséquences: 

1° Que les séries obtenues en mécanique céleste sont convergentes si 
l'on tient compte des termes horistiques. 

2? Que les termes d'ordre élevé de la fonction perturbatrice ne sauraient 
donner lieu au phénoméne connu sous le nom de libration. 

Ces conséquences sont manifestement fausses; mais jai cru longtemps 
que l'erreur provenait simplement de ce que GYLDEN ne se doutait pas 
de ce que les géométres appellent une série convergente et des précautions 
minutieuses qu'il faut prendre dans une démonstration de convergence. 
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Je croyais que, si GYLDEN est protégé contre la critique par son 
obseurité méme, cette obseurité empécherait également qu'on cherchat à 
appliquer ses méthodes qui deviendraient ainsi inoffensives et tomberaient 
dans l'oubli après sa mort. 

Je me trompais; d'abord ses erreurs commencent, comme nous le 
verrons bientôt, dès le début de son analyse; on ne peut done le prendre 
pour guide, non seulement pour démontrer la convergence des développe- 
ments, mais méme pour en calculer approximativement les 1° termes. 
De plus, certaines personnes ont voulu appliquer ces méthodes à des pro- 
blèmes pratiques, et elles ont été naturellement conduites à l'erreur. D'autres 
ont repris les affirmations de GyLDÉN sur la convergence des séries et les 
ont présentées comme des vérités établies. 

Il devenait done nécessaire d'analyser dans ses détails l'ouvrage cité 
Nouvelles Recherches... et d'en discuter les conclusions. C’est là l'objet 
du présent travail, nous suivrons pas à pas l'ouvrage de GYLDEN et nous 
en examinerons successivement chaque chapitre. 

J'aurais voulu conserver les notations de GYLDEN; mais elles sont 
tellement compliquées et tellement changeantes que je n'en ai pas eu le 
courage. Je donne cependant des indications suffisantes pour qu'on puisse 
passer facilement d'une notation à l'autre. 

Dans les citations, quand je renvoie à une page ou à un paragraphe 
désigné par le signe S ou N° suivi d'un numéro, il faut entendre la page 
ou le paragraphe de l'ouvrage de GYLDÉN Nouvelles Recherches .... Quand 
je renvoie à un paragraphe en écrivant le mot paragraphe en toutes lettres, 
il s'agit d'un paragraphe du présent travail. Enfin quand je renvoie à 
mon ouvrage Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste, Paris, Gauthier 
Villars, j'écris simplement Méthodes Nouvelles. 


Analyse du Chapitre Premier. 
Le Chapitre 1° est consacré à l'équation 
(1) i+ (1 —a)o0 — fo! = — 7 eos v, 


GYLDEN applique à cette équation 4 méthodes différentes dont une fondée 
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sur l'emploi des coéfficients indéterminés et 3 sur l'emploi des fonctions 
elliptiques. 

Mais avant d'aller plus loin, disons quels sont les résultats qui sont 
démontrés au sujet de cette équation et que GYLDEN aurait dü retrouver. 
Si l'on applique à l'équation (1) la méthode de la variation des constantes 
arbitraires de LAGRANGE en regardant 3 et 7 comme des quantités très 
petites, on obtient une série procédant suivant les sinus et. les cosinus des 
multiples de deux arguments: 


v et w=—v/1—a-+ const. 


et suivant les puissances de v; cette série où v figure en dehors des signes 
trigonométriques est convergente pourvu que v soit suffisamment petit. 
Je l'appellerai la série 5. 

Le terme général de la série 5 est donc de la forme: 


Av" cos (pu + qu +h). 


Si nous réunissons tous les termes de la série S qui contiennent en facteur 
une des lignes trigonométriques d'un méme are pr + qw; on peut en faire 
la somme, et cette somme a pour valeur: 


A cos ( pv + qf +h) 
oü f est un nouvel argument de la forme 
f=ov+e 


c étant une nouvelle constante donnée et e une constante arbitraire d'inté- 
gration. En groupant les termes de cette maniere, on obtient une nou- 
velle série $, procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples des 
deux arguments v et /, et ne contenant pas v en dehors des signes 
trigonométriques. Cette nouvelle série S, est divergente, au sens que les 
mathématiciens attachent à ce mot; elle peut néanmoins être employée 
dans un but pratique pourvu que ce soit avec circonspection. Elle peut 
donner une valeur approchée de la fonction inconnue, si l'on s'arréte à un 
certain terme. 


I ere 


Cette série 5, dépend de deux constantes arbitraires; la est €, 


et figure dans f; la 2% peut être choisie de bien de manières; à l'exemple 
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de GYLDEN nous prendrons le coéfficient du terme en cosf et nous 
lappellerons x. Si l'on fait x — o, tous les termes dépendant de f dis- 
paraissent; la série S, ne contient plus que l’argument v, elle ne dépend 
plus de la constante e; grace à cette réduction, la série S, devient conver- 
gente. C'est la solution périodique. 

Supposons que la constante x ne soit pas nulle, mais trés petite et 
néeligeons les termes en x^, nous trouvons ainsi: 


p = H + xH, cos f + xH, sin f 


ou H indépendant de x représente la solution périodique que nous venons 
de définir et où H, H,, H, sont développables suivant les sinus et cosinus 
des multiples de l'argument unique v. Cette série représente les solutions 
trés voisines de la solution périodique (cf. Méthodes Nouvelles, chapitre IV); 
elle est. convergente; je lappellerai S,. 

Dans les différents termes de S et de 5, figurent ce que l'on appelle 
de petifs diviseurs introduits par l'intégration. Parmi eux, nous distinguerons 
le petit diviseur « qui s'introduit dans la série S quand on intègre un 
terme en w+ n(( — v) et qu'on retrouve dans la série S, déduite de S. 
Parmi les termes de S,, conservons seulement ceux qui contiennent a au 
dénominateur à la méme puissance que f ou 7 au numérateur. L'ensemble 
de ces termes formera une nouvelle série S,; cette série sera convergente. 
C'est celle à laquelle conduit la methode de Delaunay. Comment se fait-il 
que la série S, étant convergente, la série S, soit néanmoins divergente; 
c'est à cause de la présence des petits diviseurs autres que a; mais comme 
ces petits diviseurs ne se rencontrent que dans des termes d'ordre élevé, 
la série convergente S, nous donnera une valeur approchée de la fonction 
inconnue pourvu qu'on ne veuille pas l'appliquer pendant un intervalle 
de temps trop long; c'est là ce qui fait la légitimité de la méthode de 
DELAUNAY. 

Tels sont les résultats qui sont vrais de l'équation (1) comme des 
équations générales du problème des 3 corps et des équations analogues. 

Voyons maintenant ce qu'a fait GYLDÉN; il cherche à satisfaire à 
l'équation en posant 


p=xcosf+x,cosu+ R 


et de facon que À soit petit par rapport aux deux autres termes. Il dé- 
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(A^) la partie constante de R’, d'où il résulte que (R?) est 


. I 
signe par > 


petit et positif. et il arrive aux équations suivantes (équations 4 de la 
page ro) 


—e + (1a) + ig sp + xt + RN] = 0 


— 
t3 


) 
| < + 
| —« It Sale 4 tt GET 


Remarquons pour comparer ces équations à celles de GYLDEN, que a, f, a 
et 1 représentent ici les ,, B,, 1 — c et 1—o de GYLDEn. 
Ces équations sont-elles exactes; il suffit pour le voir de les comparer 
à la série convergente S, définie plus haut et que nous savons former. 
Soit d'abord x —0; dans ce cas la série S 


; ou S, se réduit à celle 


qui définit la solution périodique; le terme le plus gros est le terme: 
D RAICOSIUE 


Alors les conclusions de GYLDEN sont exactes et on trouve bien 
(3) 3 3 ze fe) 
3 RR os 


ce qui est conforme à l'équation (2), puisque x est nul et Æ trés petit. 
Cette équation (3) limite bien la valeur de x, comme GYLDEN l'a remarqué, 
et c'est cette remarque qui a été l'origine de tout son travail, ot il a 
'aàincment cherché à la généraliser. On voit l'influence du terme en fo’, 
et une comparaison physique la fera mieux comprendre. Si ce terme 
nexistait pas, l'équation (1) définirait le mouvement d'un pendule rigou- 
reusement isochrone qui oscillerait sous l'influence d'une force périodique 
yeosv. Si cette force se trouve en résonance avec la période propre du 
pendule, les oscillations pourront devenir trés-grandes. Grâce à l'addition 
de ce terme, le pendule n'est plus rigoureusement isochrone; s'il y a 
résonance pour les oscillations infiniment petites, l'amplitude eroitra d'abord, 
mais quand elle sera plus grande, la période propre du pendule ne sera 
plus la méme, la résonance disparaitra et l'amplitude cessera de croitre. 
Les constructeurs de navires ont souvent employé un artifice analogue. 

Si nous supposons au contraire 7 et x, nuls, l'équation (1) s'intégre 
tres aisément par les fonctions elliptiques, on pourrait alors former aisément 
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la 1°° équation (2) en y faisant x, — o et négligeant A, qui est en effet 
négligeable si x est petit. On reconnaitrait ici encore que la formule de 
GYLDEN est exacte. Observons que dans ces deux cas, il n'y a dans o 
qu'un seul argument, v dans le 1* cas, f dans le 2*. 

Supposons maintenant que x ne soit pas nul, mais trés petit. Quelle 
devrait être d'après GYLDÉN la valeur de o? Si x est trés petit, il en 
sera de méme de A. On aura donc. 

(2 bis) oa? = I —a— 3 gà. 

Cherehons maintenant la vraie valeur de s. Soit 9, la solution périodique; 
et p—p;+e; dans ce cas p, est indépendant de x et = est de l'ordre 
de x; nous pouvons done négliger <*, ce qui donne: 


« 


d’e 


de bed 3f) € — 0 





et comme j, est sensiblement égal à x, cos v, cela fait 


d’e RS 0 USA) 
aa I —a— > fx; — > Bx cos 20)e = 0 


ou: 


d’e 


audias ts d: cos 2U) = o 


(4) 
en posant 

es 3% 2 SEE 
D EI uto di = > ri. 
C'est là une équation qui a fait l'objet de travaux trés nombreux que j'ai 
résumés dans le Chapitre XVII des Méthodes Nouvelles. 

Soit ¢ = F(v) la solution de l'équation (4) qui se réduit à 1 et dont 

la dérivée se réduit à o pour v — 0; on aura: 


cos oz = F(z). 
Développons F(v) suivant les puissances croissantes de g, et der —g’=o 
il viendra: 
Sen or a Maan 
F(v) = cos v + (: + 3) vsinv + ic (COS v — cos 3v) + FH, 
N 
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ott R, contiendront les termes dépendant des puissances plus élevées de 7 
et de q,; parmi ces termes, nous ne conserverons que ceux qui dépendent 
des secondes puissances, et qui ne s'annulent pas pour v» — 7. Or nous 
aurons des termes en v sinv, en (cos v—cos 3v), en (cos v — cos 5v), en 
v'cosv; nous n'avons à nous occuper que des derniers qui sont les seuls 
qui ne s'annulent pas pour v» — z. Or R, est donné par l'équation: 





S 
ae 
Ed 
i 


Nl ey 


777 UNES s I, er 
(7 + q, cos zu ( + 4) esa v + 16 (cos 1 cos ani | 


Nous pouvons négliger le terme en cos v — cos 3v qui ne peut nous 
donner un terme en v?cosv. D'autre part: 


\ . [/ . q . 
(7 + q, cos 20) v sinv = (2 ) vsin v + = sin 3v 


où le 1* terme seul peut nous donner un terme en #° cos v; il nous suffira 


done d'éerire: 





d*mn t I di : 

! RAT S5 sin te À 
ae +=; (7-2) + 

d’où: 
I qi 
) 2 "3 1g ^om 

— gres Os = 

Ii s( T v* cos v + 


en n'exprimant que le terme en v'cosv. Il vient done: 





eec za (9 qi 
B Lais (2 2s 
Or 
om 
COS 07 ms 


Il reste done: 


1 qi I " 27 
(1 — 0) =: (r— 2) = ; (a+ 3afxi + 15 Bx). 


, t. 17/785 $ - 
(1—o)-— a Tun dais 3afx, + 2 f° xi). 


\ 
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Avec la formule de GYLDEN, e est toujours réel; avec la vraie formule, 
ao peut devenir imaginaire et c'est ce qui arrive par exemple si a est 
positif, # négatif et assez grand. Les différences peuvent être tout a fait 
énormes; elles ne peuvent s'expliquer par l'influence du terme en (AR?) qui 
non seulement devrait étre trés petit, mais serait toujours de méme signe; 
et étant toujours réel donnerait toujours pour r — s une valeur réelle. 
Cherchons d'ailleurs le terme principal de À. Un calcul simple nous 
donne en négligeant les carrés de z et de q, et en posant e = 1 — s 





2 27 9, v2 + 9 
jc NECI es NIC di 


v2c— gi + 2c + g, 





ce qui nous donne la valeur de Z; le terme le plus important de À, c'est 
en effet le terme en cos (f— 2v). Le rapport du terme en cos (f — 2v) 
au. terme en cos f c'est: 








Or le numérateur et le dénominateur sont du méme ordre de grandeur; 
done À n'est pas négligeable devant p,. 

Le seul cas où A serait négligeable devant jo,, serait celui où q, serait 
négligeable devant c, c'est à dire fx; devant a; c'est à dire celui où la 
considération du terme en f? est inutile, où les méthodes ordinaires 
suffisent, où celle de GYLDEX est sans objet. 

GYLDEN dit page 17 que A reste méme dans les cas exceptionnels 
de l'ordre de p, (c'est à dire de x cosf+ x, cos v), mais qu'elle devient 
trés petite dans les cas ordinaires, à savoir lorsque la valeur absolue de «» 
est sensiblement plus grande que l'unité (c'est à dire lorsque les 3 racines 
de l'équation (3) diffèrent sensiblement l'une de l'autre) On peut se 
demander ce qu'il entend par sensiblement. Quand il dit que |@| est 
sensiblement > r, veutil dire que |e|— ı par exemple n'est pas très 
petit, ou que |o | est trés grand. | 

Dans le 1* eas, il se trompe, nous venons de voir que À est du même 
T; 
E 


ordre de grandeur que o, pour toutes les valeurs de c'est à dire pour 


H . q 
toutes les valeurs de «, sauf pour les frés petites valeurs de I: 
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d 


Dans le 2° cas, ce qu'il dit est exact, car si « est trés grand, 7: est 
[3 


trés petit mais si 7: ost très petit l'emploi de la méthode n'a plus, comme 


nous l'avons dit, aucune raison d'être. 

Il semble bien d'ailleurs que sa pensée doit étre interprétée de la 
1% manière. Il sait trop bien le français pour avoir employé une 
expression. impropre et le contexte semble plutót favorable à cette inter- 
prétation. 

Est-il vrai du moins que A ne peut jamais être frés grand par rapport 
aux termes conservés de o? Oui, si lon suppose x trés petit, car alors 
nous avons 


p — x, 60504 x cos f + x' cog (f — 2v) 


et nous avons donné l'expression du coefficient x’; c'est le dernier terme 
qui représente A. Si nous posons: 


2p —f -—f*' 


cette équation devient: 
p =, cos v + x' eos f" + x cos (f' — 20). 


On retombe donc sur une expression de méme forme, mais oü le róle des 
coefficients x et x est interverti. On peut donc indifferemment prendre x 
ou x pour le coefficient du terme principal, ou pour celui de A; si l'on 
convient de regarder toujours le plus grand des deux comme représentant 
le terme principal, on sera certain que AR ne pourra devenir trés grand. 

Aurait-on la méme liberté si x n'étant plus trés petit, on devait tenir 
compte des puissances supérieures de x; on aurait alors des termes en 
2f— 3v, 2f — v. ete. et si le coefficient de l'un de ces termes devenait 
trés grand on mne pourrait plus employer le méme artifice. Nous verrons 
plus loin que cela peut fort bien arriver. 


Cause de U Erreur de Gyldén. 


Les conclusions de GyLpEn, du Chapitre 1*, S 1, N° 2, pages 10 


à 17 sont donc fausses. Quelle est l'origine de son erreur? 
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Il envisage l'équation (1) et égale dans les deux membres les coefficients 
de cos f et cosv. Si x est trés petit, nous pouvons écrire: 


p =x, eos v + x cos f + x cos (f — 2%). 


Il vient alors dans o? des termes en 


(A) cos’v cos f , cos*f, cos?(f— 2v) cos f 
et en 
(B) cos*v cos (f — 27), 


qui peuvent donner un terme en cos f. 
Nous avons aussi dans o? des termes en 


(A^ cos*v, cos?f cos v, cos?(f— 2v) cos v 
et en 
(B^) cos v cos f cos (f — 2v), 


qui peuvent donner un terme en cosv. GyLDEN tient compte des termes 
(A) et (A^, mais ne tient pas compte des ternes (B) et (B’) qui sont du 
méme ordre. 

Si x n'étant plus trés petit, on ne pouvait plus négliger x^, il y a 
bien d'autres termes dont il faudrait tenir compte. 

L'introduction des termes négligés ferait perdre aux équations leur 
forme »horistique». 

Dans le N° 3, GYLDEN fait une tentative pour pousser l'approximation 
plus loin. Il arrive ainsi à des formules très compliquées d’où il ne tire rien; 
elles ne lui servent méme pas à lui faire découvrir l'erreur commise dans 
le N° précédent. Il se borne à montrer que les résultats du N° 3 con- 
cordent approximativement avec ceux du N? 2, pourvu que la quantité 
qu'il appelle f page 25 soit trés grande. Mais le cas ott f est trés grand 
est précisément" celui où les vieilles méthodes classiques s'appliquent sans 
difficulté et où tout cet appareil est inutile. 

Je n'ai pu arriver à déterminer quel est le but poursuivi dans le 
N° 4, et comme il n'est fait dans la suite aucune application des résultats 
qui y sont contenus, je m'abstiendrai d'en analyser ici le contenu. 
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Emploi des Fonctions Elliptiques. 


Dans le § 2, GyLDEN applique une seconde méthode, fondée sur 
l'emploi des fonctions elliptiques; nous allons voir qu'elle ne diffère pas 
de la méthode de DELAUNAY et qu'elle permet par conséquent d'obtenir 
correctement une premiére approximation. Nous verrons -ensuite l'usage 
que GYLDEN cherche en faire pour les approximations suivantes. 

Posons 


AU P Vs] eo 7 iv p—tv\ 
COS UV (er ee). 


p=ge + he 


Substituons dans l'équation (1) et égalons dans les deux membres les 


coefficients de e” et e-*. Nous aurions aussi des termes en 6**". mais 
) 


nous ne nous en occupons pas par ce qu ils ne sauralent donner naissance 


à de petits diviseurs. Nous obtenons ainsi les deux équations. 


| + 2ig = ag + 3g h —i 
(5) a 
| h'’ — 2th’ = ah + 3ggh* — - 


où g',g" désignent les dérivées successives de g par rapport à v. 

Dans y et À nous ne conserverous que les termes à longue période 
qui seuls peuvent donner lieu à de petits diviseurs; mais alors nous 
pouvons négliger g" et h” devant g' et A’, et il reste: 


| 2ig = ag + 3Bg°h —£ 


(6) 
| — 2ih' = ah + 38gh* — 


Multiplions par h’, et g', ajoutons et intégrons, il viendra: 
(7) agh + - Bg?h? — i (h + g) = const. 


On peut ensuite achever l'intégration par les fonctions elliptiques. — Telle 
est, aux notations prés, la 2% méthode de GYLDEN. 
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Comparons avec la méthode de Deraunav.  Posons 
T I^ 9 9 3 
F= 20 + 0°) pup yp eos v + w 


o' désignant la dérivée de o par rapport à v, et # une variable auxiliaire. 
L'équation (1) peut étre remplacée par les équations canoniques 





do dF 5 do’ E de € 3 E 
(ms ida à dp (1 a) o + Bp' — y cos 
(8) 
dv — ak - du = dr 
Euer LATE dv 


Posons p = y2£ cos ©, p' = 22 sin w; d'où: 





F=é+u—aé cos* c — BE cos* e + y 22 cosv cos o 
les équations conserveront avec les variables £,«; v,w la forme canonique. 
Si 
termes à longue période; si par conséquent nous laissons de cóté les termes 


conformément à la méthode de DELAUNAY, nous ne conservons que les 


> 


en cos 26, cos 4m, cos (r — @), il restera: 





ee a f CS ep eae i oc 
F—6-cLuw—26—3f& +5 ry2é cos(v + o). 
Soit 
il viendra 
- - ai Zur: I = 
(9) Zee m m BE" + 5 72 cos € 


et les équations, devant rester canoniques, deviendront: 





dé dr li =e . de dF a Kuren y eos € 
nets le duntur rmt d: — 28i 
dy dF _ - gem dE 

7 ap ehe oa : 
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on retombera sur les équations (6) d'oü il suit que la 2“ méthode de 
GYLDÉN, étant identique à celle de DELAUNAY nous donne une 1** approxi- 
mation correcte. 

On voit sans peine que g et / sont des fonctions doublement pé- 
riodiques de v. On peut alors construire les équations correctes qui lient 
les quantités appelées plus haut x,x, et e; ces équations sont transcen- 
dantes et elles n'ont par conséquent aucun rapport avec les équations (2). 
A ce point de vue les conclusions du § 2 sont en contradiction directe 
avec celles du S 1. 

Dira-t-on au moins que les formules concordent quand x est trés petit 
non seulement d'une facon absolue, mais par rapport à x,. Nous allons 
voir que non, et l'Analyse que nous venons de donner dans le paragraphe 2 
suffisait d'ailleurs pour que nous en fussions sürs d'avance. 

Nous allons développer g et A suivant les puissances de x, et écrire: 


9793-9 93 o... h=h+h+h+... 


où A, représente l'ensemble des termes de l'ordre de x". Nous trouvons 
d'abord : 


ih = hy = const. ; ado + 3/0 S 


. 


£ 
2 
et ensuite: 


| 2in=(a+ 680) 91 + 3g 


(10) 
| — 21, = (a + 689) hy + 3809s 


Ce sont des équations linéaires à coefficients constants; nous pourrons 
y satisfaire en posant: 


OC RE Mn eS 


ou bien 
gy -sendps E AE 


Ou bien encore en faisant la demi somme de ces deux solutions 
particulières; on obtient ainsi: 


D = 29, COST + x cos f + x cos(f — 2v) 
avec 


f —(1—«)v 290 = Xi 


Sur la méthode horistique de Gyldén. 249 
et en substituant dans les équations (10), on trouve: 
ve a 692) = agri x 
x (— 25° — a — 689) = 3foix. 
Mais a + 68g) c'est ce que nous avons appelé plus haut 7, et 389, 


: AVI DX cus ale 
c'est ce que nous avons appelé > di; il vient ainsi: 











; \ I C 
es ELE 
zu eG 2) 2m % 
dot 
2 2o 
4€ 7 
et 
X V2 — 2t qi. 
27 —q, zi v2r is qi 


x V 
Ces formules sont en concordance avec les résultats du paragraphe 2 et en 


désaccord avec les équations (2), c'est à dire avec les équations de GYLDEN. 
Cherchons encore les termes constants de g, et h,. Nous avons: 


2ig; — (a + 689) Jo— 389v. = 689. gi + 38909 
— 2ih; — (a + 6892) Ja — 389). = 689.9 + 389.5. 


Nous cherchons seulement les parties constantes de g, et h,; nous 
devons done faire g; — h; — 0, g, — À,, et remplacer g,h,, gj et A} par leurs 
parties constantes. Or nous avons: 


(f o 


m —iso po ‚iso 
h=-e"+ = 


d'où: 
. . 9 xx 
partie constante gj = partie constante // — x 
à L + x? 
partie constante g,h, = Fe E 
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dot: 


( 39 [ 12 1) 
—(a+ 989) 9. = Sm (+ x^ + xx). 


Or nous allons avoir; non plus x, — 2g, comme dans l'approximation 
précédente, mais: 
x, = 299 + 292. 


Comparons avec la seconde équation (2) qui peut s'écrire 
Sous 3 (2 2 
— a — Pn = Baer cr 


en remarquant que x" n'est pas autre chose que ce que GYLDEN appelle 


(R7). En première approximation, nous avons: 
3 23 
ox, t fn —r, X, — 299: 


Soit x, — 29,-+ 20, de sorte que 9 devrait être égal à g,. Cela fera 
en négligeant 0°, 0x, 0x” 


— (a + oft) 0 = 3 fg, (8 + x") 


on reconnait déjà que la formule est erronée. 


Discussion de la Méthode Précédente. 


Jusqu'ici les conclusions du $ 2, d'ailleurs contradictoires avec celles 
du $ 1 sont correctes, mais GYLDÉN veut pousser plus loin l'approximation 
et tenir compte des termes négligés. Il écrit done les équations (avec 
d'autres notations) 


EM 


Nim 


| 2ig' — ag — 68g h + 


b 


| — 2th’ — ah — 68 g + <= N° 


Nin 


où A’ et N’ représentent l’ensemble des termes d'abord négligés et il les 
intégre par approximations successives. 
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J’aurais a faire au sujet de ses conclusions la remarque suivante. 
Ayant résolu correctement les équations (6), il constate qu'elles conduisent 
dans certains cas à des solutions asymptotiques. 

»Mais, ajoute-t-il page 67, nous verrons dans ce qui suit que la 
solution asymptotique n'appartient pas à notre probléme; elle est due 
uniquement à la manière d'aborder les approximations...». 

Il est évident qu'ici GYLDEN se trompe. Les équations approximatives 
(6) admettent un systéme de solutions asymptotiques et par conséquent 
une solution périodique pour laquelle les exposants caractéristiques sont 
réels et différents de zéro. Si les équations approximatives admettent une 
solution périodique, il en sera de méme des équations exactes, qui en 
différent fort peu; car si l'on fait varier un systeme d'équations différen- 
tielles d'une maniére continue, une solution périodique ne peut disparaitre 
que quand l'un des exposants caractéristiques est nul, ce qui n'est pas le 
cas; de plus cette solution périodique aura encore des exposants carac- 
téristiques réels, puisqu'ils différeront trés peu de ceux qui correspondent 
aux équations (6); et l'existence des exposants caractéristiques réels entraine 
celle des solutions asymptotiques. Tous ces points sont hors de doute et 
je les ai établis d'une facon trés simple et rigoureuse dans mes méthodes 
nouvelles. 

GYLDEN cherche à nous donner la démonstration promise d'abord 
page 71, puis page 75; il cherche d'abord à montrer qu'on peut diriger 
les approximations de facon à ne plus rencontrer de solution asymptotique. 
Pour cela il écrit les équations (11) sous la forme suivante: 


219 — (a + £)g — 689" h + I = M'— eg 


(11 bis) 


» 


= N — eh 


D|=- 


|- 2th’ — (a + s) h — 68 gh? + 


et il intégre par approximations successives en faisant d'abord les seconds 
membres égaux à zéro, remplaçant ensuite les inconnues dans les 2% 
membres par les valeurs trouvées en 1^* approximation et ainsi de suite. 

Il choisit ¢ de facon à éviter la solution asymptotique et il se flatte 
de pouvoir conduire les approximations suivantes en évitant l'introduction 
de cette solution et en aboutissant à une série convergente. 


Pour juger cette prétention, il suffit de comparer à un exemple simple 
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Soit : 


Nous voyons que si = 1, l'équation ne comporte plus de solution 
périodique et que v sort des signes trigonométriques.  Croira-t-on que l'on 
peut échapper a cette conséquence par l'artifice suivant. . Soit g— 1 et 
écrivons l'équation sous la forme: 


2 


€ 


m +(1+e)o — cosv + gp. 





Nous trouvons en 1°* approximation o — O, puis o =, puis 


2 cosv 0% 3 cosv 
pus o = 








p = , Suite manifestement divergente. 

Eh bien, GYLDEN fait absolument la méme chose. Il y a page 72 
quelques lignes sur l'ordre de grandeur des quantités introduites. Ces 
lignes, trop concises pour être claires tendent évidemment à prouver que 
la série obtenue sera convergente, ou du moins que les termes iront en 
diminuant. 

Or cela n'est pas exact; car si nous supposons M'— N'— 0, les 
équations (11 bis) se réduisent aux équations (6) et nous savons, GYLDÉN 
la démontré lui-même que ces équations admettent des solutions asymp- 
totiques. La série en question est donc divergente, puisque si elle était 
convergente, ces solutions n'existeraient pas. 

La série converge-t-elle dans d'autres cas? Les seconds membres de 
(11 bis) peuvent-ils être assez petits pour quil en soit ainsi? Cela n'a pas 
lieu, nous venons de le voir quand M’ et N’ sont nuls; cela ne pourrait donc 
être vrai que si M’ et N’ détruisaient les termes les plus importants de eg 
et de eh. Or il est évident qu'il ne peut pas en être ainsi quels que 
soient M' et N’. Eh bien, dans le raisonnement de GYLDEN, il n'est fait 
aucune hypothese sur M’ et N’ (ou ce qui revient au méme sur ce quil 
appelle M et N). Son raisonnement est done inexact. 

GYLDEN cherche ensuite à montrer que la solution asymptotique ne 
peut pas servir de point de départ à une véritable approximation (pages 
75, 199) paree que le 2? terme du développement est susceptible de 
devenir infini. 
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C'est comme si lon disait que quand « est petit yz n'est pas une 
valeur approchée de \x+., sous prétexte que si l'on développe suivant 
les puissances de a, le 2? terme du développement est == et devient in- 

2 x 
fini pour x — o. 

Dans le § 3, GYLDEN applique une nouvelle méthode qui ne diffère 
de la précédente que par quelques complications nouvelles. Il néglige les 
termes M’ et N’ de sorte que les équations (11) se réduisent aux équations 
(6); nous venons de voir que ces équations s'intégrent trés aisément par 
les fonctions elliptiques. Je n'ai pu arriver à comprendre pourquoi il aborde 
ainsi par une méthode approximative et compliquée un probléme qu'il a 
lui-méme résolu par une méthode rigoureuse et simple. 

I n'y a qu'un passage où il ne dit pas explicitement qu'il néglige 
M' et N’, c'est celui de la page 93; mais on doit remarquer qu'il y 
regarde W comme une fonction périodique de l'argument »w»ique w, ce 
qui ne peut s'expliquer que de deux maniéres; ou bien s'il néglige M’ 
et N’ comme dans le reste du §, ou bien s'il réduit M’ et N’ aux termes 
— g" et — h” qui sont négligés dans les équations (6). Dans ce dernier 
cas, on retomberait sur les équations (12) du paragraphe suivant, sur les- 
quelles nous reviendrons. 


Nouvelle Méthode de Gyldén. 


Dans le $ 4, GYLDEN emploie encore une nouvelle méthode, fondée 
également sur l'emploi des fonctions elliptiques. Elle consiste à développer 
la solution de l'équation (1) suivant les puissances de ;. 

Si lon appliquait cette méthode dans toute sa rigueur, on trouverait 
en I approximation, c'est à dire pour ; — o, que p est une fonction 
doublement périodique de v», développable suivant les sinus et les cosinus 
des multiples d'un argument unique f=v-+, fonction linéaire de #. 


Dans les approximations suivantes on trouverait des termes en 


mv + nw 


m et n étant des entiers quelconques. 

Il s'ntroduirait aussi des termes séculaires où v sortirait des signes 
trigonométriques mais GYLDEN évite l'introduction de ces termes séculaires 
par l'artifice suivant: 
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I] écrit l'équation (1) sous la forme: 


d’o 


le a )p— fip. = — reos» + (a— a’) ep 


a’ étant une indéterminée. Dans le 2? membre, il substitue à la place de 
, p; 


de 


d'abord zéro, puis à la 2% approximation la valeur de p trouvée en 1° 
approximation et plus généralement à la n* approximation, la valeur trouvée 
en 3; — 1° approximation. Il dispose ensuite de l'indéterminée a’ à chaque 
approximation, de façon à faire disparaître les termes en cos f qui lui 
donneraient aprés intégration des termes séculaires. Cet artifice est légitime. 

De plus, il laisse de cóté à chaque approximation les termes en 
mv + nw où lentier m n'a pas la valeur +1. Ce qui justifie dans une 
certame mesure cette maniere de faire, c'est que les termes de la forme 
v+ no sont ceux ot sintroduit le plus important de tous les petits 
diviseurs; mais on ne doit pas oublier que d'autres termes, (qu'on ne 
rencontre pas il est vrai dans les 1** approximations, mais seulement dans 
les suivantes) introduisent de nouveaux petits diviseurs encore plus petits, 
et que c'est précisément à ces petits diviseurs qu'est due la divergence 
des séries. 


Opérer de la sorte, cela revient à déterminer g et h par les équations 


| 9" + 2ig —ag — 68g h 4- 1 — o 


i 





| h" — 2th’ — ah — 6B hg + ie 


Cette méthode se rapproche de celle de DELAUNAY; elle n'est pas 
plus précise; car les termes par lesquels les équations (12) différent des 
équations (6) ne sont pas plus grands et plus importants que les autres 
termes négligés. 

Il ne faudrait pas croire non plus que l'on obtient par ce procédé 
tous les termes en v + nw avec leurs coefficients exacts. En effet, il peut 
sintroduire à la A* approximation des termes de la forme mv + nw (m > 1) 
dont la combinaison produira à la &-+ 9° approximation un terme en 
v-+ mv; si lon néglige ces termes à la A“ approximation, le coefficient du 
terme en v + mw ne sera plus exact à la k + p. 


e 
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Quoi qu'il en soit les équations (12) admettent l'intégrale: 


‘Ze 3 2 7,2 1 Sr = 
Qh— agh — > B9 I) + 5 (h + g) = const. 


On ne peut pas en trouver l'intégrale générale; mais pour l'objet 
poursuivi par GYLDEn, il suffit d'en connaitre une solution périodique. 
Cette solution périodique existe et le développement correspondant converge, 
comme il arrive toujours pour une solution périodique. 

Les développements trouvés par GyLpEN dans ce § 4 sont done bien 
convergents, ainsi qu'il l'annonce. Ils pourraient être trés facilement 
obtenus par la théorie des solutions périodiques. Mais dès qu'il voudrait 
tenir compte des termes en mv + nw, la convergence cesserait. 

L'analyse de GyLDEN ne nous apprend d'ailleurs rien de plus que la 
méthode de Deraunay. Elle n'est pas plus précise; elle n'est pas plus 
propre à nous renseigner sur la convergence des développements complets. 


Analyse du Second Chapitre. 


Passons au Chapitre 11 et au $ 5; GYLDEN y envisage des équations 
plus compliquées où figure dans le 1° membre outre la dérivée seconde 
d°y ^ , dy TC : : 
jj; un polynóme entier en y et UE dont les coefficients sont des fonctions 
€ zd av 
connues de v. Quant au 2 


Toutes ces fonctions connues de v sont supposées développables en séries 


* membre, c'est une fonction connue de v. 


trigonométriques. 

GYLDEN commence par étudier des transformations, permettant de 
simplifier cette équation. Je n'expliquerai pas ici le détail de ces trans- 
formations. Il arrive page 137 à l'équation suivante: 


a? » = 9 a 2 
ae tht hy + Vy = 2 


où 2,,1,,1,, 2 sont des fonctions connues de v, toutes trés petites; mais 
il n'énonce pas de résultats assez nets pour qu'on puisse les discuter. 

A la page 142, il envisage une équation analogue, mais où J', est 
très voisin de 1. La discussion des transformations qu'il lui applique nous 


256 H. Poincaré. 


entrainerait trop loin, j'ai hâte d'arriver à ce qu il dit page 158 d'une 
équation plus simple qui est son équation (39) 


d’z 


oW —= Pi nern — 2 


du” 


(2 et y donnés). 
Il cherche a satisfaire a cette équation en posant: 


sel HELL 


et en déterminant les V par une série d'équations qu il appelle (47) 
page 170 et qui sont de la forme: 


a^ V, = 
era BA 





2, étant connu et H étant la partie constante de 7’. 
Laissant de côté, pour simplifier, 5 et xv, ainsi que j£, et faisant 





A, = — 1 pour fixer les idées, nous voyons que l'équation peut s'écrire 
d’z 5 js) 
(13) — +2(1+2 = Q. 
J du? = ( =F nis du? 


GYLDEN s'imagine qu'il obtiendra une 1° approximation, en négligeant 
dans le coefficient de z les termes périodiques, de sorte que ce coefficient 
se réduise à une constante H et que l'équation (r3) devienne: 

: d’z 
(13 bis) as £0 -H)-— 9. 

aU 

Il est important d'examiner si cela est légitime, parce que c'est le 
principe méme de la méthode horistique. 

Soit: 


Q — y cos u + 7' eos (4 + c) 


ol «e — où, a étant petit. 


L'équation (r3 bis) nous conduirait alors à une solution de la forme 


Z — x cos « + x' cos(u+ c) 
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et alors on aurait sensiblement (à cause de la petitesse de 6) 


go / dz es 2 2 , - 
N t.) — 12, 127807 -> 2xx eos w 
H=?4+ 7" 


Substituons dans les équations (13) et (13 bis). L'équation (13 bis) 
donne: 


| axem 


(14) | 
| — x'(20+ 0) + x (24 x") =7 


d'où GYLDÉN conclut que x et x sont limités. Mais on néglige ainsi la 
différence entre les 1** membres de (13) et (13 bis), c'est à dire: 


22xX COS © = xx cos (u + ©) + xx cos (u — ©) + x ^x cos u + x ^x cos (u 4- 20). 


Si c est très petit, si 7 et 7’ sont comparables entre eux, x et x 
sont du méme ordre de grandeur, x°x',x°, ete. sont comparables à 7 et les 
termes négligés sont de l'ordre de 2, c'est à dire des termes conservés. 

Du reste on montre cela d'un facon plus frappante en raisonnant 
comme il suit: 


Faisons gc = o, y — r'; les deux équations (14) ajoutées donnent 


mop xul (ea Ar: 


Mais si a—o, les deux termes de 2 se confondent en un seul et 
on a 2= 2ycosu, d'où par la 1°* équation (14) (qui est alors exacte): 


(x t x) = 27 


résultat contradictoire avec le précédent. 

L'analyse de GYLDÉN ne ressemble done en rien à une approximation. 
Mais il faut se poser la question d'une facon plus large et se demander: 
Supposons que GYLDEN n'ait pas commis cette erreur et qu'il ait calculé 
exactement ces coefficients x, ces coefficients auraient-ils été limités? 

Soit plus généralement: 


Q — >7, cosf,, f, — «(1 +o,), 028—329 


z= L%, 60S f,, ft, = 24, ter. 
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Nous supposons les e, très petits, = très petit, A, et y, finis. 


Nous voyons d'abord que z est une fonction paire de w, de telle 
facon que pour #—o ses dérivées d'ordre impair s'annulent. Nous 


IV 


désignerons par 5,3", y", ete. les valeurs de z et de ses dérivées successives 


d'ordre pair pour «=o; et de méme par @,, Qj ete. les valeurs de 2, 
et de ses dérivées pour # — o. On trouve ainsi: 


y" +y+y= 


(y+ 2y" + y) + (y y" yy + 29") = 9,4- 9s. 
Or: 
Y= 25 Ip E 
Q4+ BQ — —siApyp,, ÿ+2y+y=e Exp, 


d'où: 


= 27 + (Zzx)°— 2; 
size + 22 (zu) Xxx (Xx + 22x) = — Xp, 


Y 


ou si ¢ est trés petit: 


(Lz = Lz, (zu) x) = — Dru; 


ou enfin: 


Or si 2 — o, cette expression devient infinie; il faut done que l'un 
des x aw moins devienne infini, (ou plutôt deux au moins, puisque 22x — o). 
Les coefficients x ne sont done pas limités. 

Ici encore la méthode horistique est en défaut. 


Equations de la Longitude. 


Jusqu'ici GYLDEN a envisagé surtout les équations dont il se sert 
pour la détermination du rayon vecteur. Dans le § 6, il envisage plus 
particulièrement celles qui lui servent à déterminer la longitude. L'examen 
de la méthode horistique dans ce dernier eas est d'autant plus important 
qu'on a fait des tentatives pour l'appliquer, ce qu'on n'a jamais cherché 
à faire pour le rayon vecteur. 
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Un astronome tout à fait éminent, M. BACKLUND, trop confiant dans 
les résultats de GYLDEN, s'est méme un instant laissé entraîner à des 
conclusions inexactes qu'il a rectifiées depuis. M. SrockwELL avait dé- 
terminé par les méthodes ordinaires certaines inégalités de la précession; 
M. Harzer avait calculé par les méthodes de GYLDÉN une inégalité de la 
longitude d'Hécube; j'intends par les premières méthodes de GYLDEx et 
non par la méthode horistique. M. BackLüND appliqua à ces deux cas 
les formules horistiques de GYLDEN, et ces formules lui donnèrent des 
coefficients 3 ou 4 fois plus petits que ceux qu'avaient obtenus ses 
devanciers. (Bulletin de l'Académie de S:t Petersbourg, mai 1900). 

Les équations de la longitude, de même que celles de la précession, 
peuvent étre ramenées à la forme: 

d’v : | : 

TET 2a sin (nt + v) + Xd sin pt 
où sin (nf + v) est l'un des termes à courte période et où sin pt est l'un 
des termes à longue période. Pour plus de simplicité, je n'envisagerai 
qu'un terme de chaque sorte et j'écrirai. 


(15) Jg = asin (nt + v) + bsin pt. 


Je supposerai que a et n sont petits, mais 6 et p beaucoup plus 
. b . a . 
petits de sorte que —, soit beaucoup plus grand que —, et que p° soit 
p o n 
var 
comparable à —- 
"^ 


Posons alors: 


d’v, : S 

(16) <= asin (nt + 0), 

/ dt“ 
et 

D-—uUQ-de. 
En négligeant le carré de =, on trouve: 

dE : 

(17) = ; — as cos (nt + v) + 5 sin pt. 


dt 
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Dans les anciennes méthodes (SrockwELL et HARZER) on néglige le 
1* terme qui est à courte période et on écrit 
Der 
&— — — snipe: 
p? 


Voici maintenant ce que donne la méthode horistique appliquée par 
M. BackLuND. On trouve sensiblement: 


a . 
Vo = — „a Sin nt 
dot: 
cos (nt + v4) = cos nt + = sin nt. 


L'équation (17) devient ainsi 
d’e 


"d 
meme (a cos nt + -: sin’nt) + b sin pt 
a 


lf. 


ou, si l'on conserve seulement la valeur moyenne du coefficient de &: 





d’s a? : 

— — —e+bsiın pt 

dt? 2n? s 4 

d'où: 
Pa geh i pt 
a” 
stp’ 

Zits 1 


Telles sont les deux analyses entre lesquelles il s'agit de décider; 
cela est facile, puisque les équations (16) et (17) peuvent s'intégrer 
exactement et que GYLDEN lui-même a souvent intégré des équations de 
méme forme dans le cours de ses recherches. 

Cette integration montre que le terme en sinp? qui est le seul 
sensible est réduit à 

b sin pt 
Sum 


CC — 
D == 


2 


ce qui est conforme aux résultats obtenus par les anciennes méthodes 
(Cf Comptes Rendus tome 132, page 50). 

BACKLUND revenant sur la question (Comptes Rendus, tome 132, 
page 291) découvrit le point faible de l'analyse qu'il avait d'abord suivie; 
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mais il voulut généreusement prendre la faute tout entiére sur lui et dis- 
culper GYLDEN; sa conduite dans cette circonstance montre que son carac- 
tere est digne de son talent. 

»GYLDÉN, dit-il, considère dès le début des approximations l'équation: 


d HS 


| I ; 
(18) dp — GE cos (nt + v,) = az’ sin (nf + 1) 


— 2 as" cos (nt + v) + bsin pt 


(c'est à dire qu'il néglige =‘ et non sz?) et il arrive pour le terme en 


‘sin pt a l'expression 
b sin pt 
y qp 


a’ 


où »* est sans doute beaucoup plus petit que —,, mais n'est cependant 


2n 
pas nul.» 

BACKLUND reconnu ensuite (Bulletin Astronomique, tome 19, page 
433) que la méme objection s'applique non seulement au cas de la préces- 
sion, mais aussi au cas d'Hécube, et il ajouta qu'il serait trés désirable 
qu'une analyse plus approfondie conduisit à la détermination de v?. 

Ce qui résulte de l'analyse précédente, c'est à dire de l'intégration 
exacte de l'équation (17), c'est que »* s'annule avec ). Voyons comment 
GYLDEN traite notre équation (18), qui joue un róle analogue à celui de 
son équation (12) de la page 189 (voir pages 189 à 199). 

Par une série de transformations assez compliquées, il la ramène à 
la forme: 

2 j 2 
m 10244*1,y — 96g (22) m 
Y représentant un ensemble de termes connus; c'est son équation (16) de 


: : nans idu Ais . 
la page 198. GvrpÉN réduit (2) à sa valeur moyenne, qui est une 


constante positive, quitte à faire passer les termes négligés dans le 2? 
membre et à les confondre avec Y. Son équation prend alors la forme: 


qum E Q (équation 17 de la page 198) 
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où f est une constante positive et où (9) est connu. C'est ce terme en fy 
qui permet d'éviter les petits diviseurs et qui joue le róle de »terme 
horistique». 

C'est toujours le méme procédé qui consiste à remplacer une des 
fonetions qui figure dans nos équations pas sa valeur moyenne, et dont 
nous avons à plusieurs reprises reconnu l'illégitimité. Mais ici le terme 

2 \ 2 

(2) ne joue qu'un róle secondaire, car (2) est beaucoup plus petit 
que h,. C'est donc le terme en h,y qui est le principal terme horistique; 
comment s’est-il introduit dans les équations de GvrpÉN? Nous le voyons 
apparaitre à la page 189. 

»D'abord, dit GxrpÉN, nous en retranchons le terme dépendant de 
la partie constante de V7, terme qui se réunit immédiatement avec la 
fonction Z,.» 

Voici ce que cela veut dire; reprenons notre équation (15), en posant 
comme nous l'avons fait, v — v, 4- e, et négligeant =‘, elle peut s'écrire: 


T 


2, 1*. 4 
T zl 9m = a sin (nf + v;) + ae cos (nt + vj) — 


di as” sin (nt + 1) 





2 


I 
6 as? cos (nt + v,) + bsin pt. 

Nous avons vu comment cette équation peut se scinder en deux pour 
donner les équations (16) et (18); mais GYLDEN ne fait pas tout à fait 
la méme chose; il scinde l'équation de la facon suivante: 





2 \ 
(16 bis) Hits d a(1 —") sin (nt + 0), 


dt? 


dim ae cos (nt + 1%) = — 


I 


5 ale” — A) sin (nt + x) 


(18 bis) 


— A cos (nt + v,) + b sin pt 


la constante A qui joue le rôle de A, étant la valeur moyenne de la fonc- 
tion périodique e*. 
L'équation (18 bis) ne différe que par les notations de l'équation (12) 


de la page 189 de GYLDÉN. Dans cette équation (12) nous voyons la 
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constante h, figurer deux fois; à savoir dans le 2" et le 3° termes. Cet h, 
qui figure dans le 3° terme, finit dans la suite des transformations par aller 
se perdre dans les termes connus Y; le »terme horistique» de l'équation 
(16) de GYLDEN provient done uniquement du second terme de l'équation 
(12), c'est à dire du terme en V,. Les termes en s* — / et en e°, dans 
la suite de l'analyse de GYLDEN, finissent par se confondre dans les termes 
connus JY. 

Voici done, en dernière analyse, en quoi consiste la méthode de 
GYLDEN. En première approximation, on remplacera ¢?—/h et €? par zéro 
dans le 2° membre de (18 bis) et on intégrera (16 bis) et (18 bis). Dans 
(16 bis) on donnera à Ah une valeur positive quelconque de l'ordre de ¢?. 
En 2“ approximation, on remplacera dans le 2° membre de (18 bis), 
e*—h et s? par leur 1'* valeur approchée; quand à % on le remplacera 
dans (16 bis) par la valeur moyenne de la fonction périodique e? obtenue 
en 1°* approximation et ainsi de suite. 

Cette méthode serait légitime si le terme 


(19) — En sin (nt + 1) 


dont on tient compte était plus important que le terme 
(20) — E (e? — I) sin (nt + vj) 
que l'on néglige. Or le terme le plus important de e est un terme en 


sin pt, soit donc 
€ — ksin pt. 


Le terme (19) dont on tient compte est 
ak % 
— — sin (nt + v,). 
4 
Le terme (20) que l’on néglige est: 


EE 





ak* . QC 
z Sin (nt + 2pt + v) + = sin (nt — 2pt + v,). 


2 
e 


Les coéfficients sont du méme ordre, les arguments sont à peu prés les 
mêmes puisque p est beaucoup plus petit que 7»; l'intégration ne peut in- 


264 H. Poincaré. 


troduire de petit diviseur ni en ce qui concerne (19), ni en ce qui concerne 
(20). ll n'y a aucune raison pour tenir compte de l'un des termes plutót 
que de l'autre. 

L'analyse de GYLDÉN ne permet donc pas de trancher la question. ll 
s'agit de déterminer le coéfficient de sinpt. D'après les anciennes théories 
il serait sensiblement 


b 
p° 
D'après GYLDEN il serait 
b 
y? + p 
S A DT : b r : 
ou » serait lui-méme de l'ordre de i Il faut donc faire le calcul en 


: S 2 b : 4 
considérant b et p comme très petits et de telle façon que p soit fini; 


c'est à dire développer suivant les puissances de b et conserver seulement 
parmi les termes en D" ceux qui contiennent p" au dénominateur, c'est 
précisément ce que lon fait dans la méthode de DELAUNAY; si nous 


STE b ; : 
trouvons pour le coéfficient y" GYLDEN aura tort, si nous trouvons une 
: : b : : Pei Se b A ; : 
fonetion de » qui ne devient pas infinie avec —, GYLDÉN aura raison. 
/ p 
Appliquons done la méthode de DELAUNAY; posons y = nt +, de 
sorte que notre équation devient 


1, : 
ah — asin y + bsinpt. 


Nous pouvons alors écrire, en introduisant une variable auxiliaire 7 as 


dy l 


dy r ) 
= dim m7 


—— — asin} 
dt X 


Posons (en introduisant deux nouvelles variables auxiliaires z et w) 
F 2 I 49 b ; 
LT d? COS z+ acosy + pu 


nos équations prendront la forme canonique: 


dy = aE dy Ve dF, dz _. ar MS du e dF 
dí dy’ dt dy? di) due: di encima 
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Appliquons la méthode de Jacost. 
Soit une fonction S de la variable x et du paramètre W définie par 
l'équation: 





ri = 2[g(W) — a cos y]. 


Posons ensuite: 


do Qe. mese eec ey 
dy” aW J vV2(p — a cos y) i 
Nous voyons: 
I? que 
7 7) 
2 —acosy = g(W) 
2° que 


y dy — Wdw 


est une différentielle. exacte. 

3° que y', cosy et siny sont des fonctions doublement périodiques 
de w; nous pouvons choisir la fonction g(M) de facon que la période 
réelle soit 27, et que y’, cosy et siny solent développables suivant les 
sinus et les cosinus des multiples de w. 

Il vient alors: 


F=e(W) + pu ty COS Z 


et les équations conservant la forme canonique s’écrivent: 


dW — dF, dw dF dz 


"nudes DET RU cT M MET raw ie 





La fonction F est développable suivant les cosinus et les sinus des mul- 
tiples de w et de z. Pour appliquer la méthode de DzrAuxAY, il faut 
ne conserver dans F que les termes »à longue période» c'est à dire iei 
ceux qui ne dépendent pas de w, mais seulement de z. Pour cela nous 
n'avons qu'à réduire y' à sa valeur moyenne qui est une fonction de W 
que j'appelle y;, de sorte que 


F=e(W) + pu 16 0082 
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d’où: 
dw dw b dy, dz 
aA) ES sk T AE fo Finn ja 
Uii cd) dt UTD un e dita 
d'où: 
"A b d» 
Ws— const, 2— Dt, w=—te(W)+ zl sin pt. 


On voit que w contient un terme en 
DUE 
— sin pt 
P 


. . x a) x , x 
qui devient trés grand si p est trés grand; or y, d'aprés nos hypothéses 


est une fonction de w qui augmente de 27 quand w augmente de 27. 
S'il y a dans w un terme périodique d'amplitude trés grande, il y en aura 
également un dans y. 

Le phénoméne »horistique» ne peut done se produire comme l'avait 
cru GYLDÉN. 


9. Examen d'une équation particulière. 


Passons maintenant à la page 208; nous y trouverons l'équation 


d . 
(21) TS + MUT. = — a sin ow 


GYLDEN cherche une solution périodique de cette équation de la forme: 
y = Xx, sin now 


n étant entier positif; on prend plaisir à se trouver en présence d'une 
probléme aussi simple et aussi nettement posé. 

GYLDÉN cherche à déterminer les coéfficients x, et il arrive à la fin 
de la page 209 à une équation qu'il cherche à discuter. 


Maintenant, dit-il, en supposant les coéfficients x,, x,, ..., Où connus, 


49 ° 
ou négligeables, il se comprend que la quantité x,, qui s'obtient par la 
résolution de l'équation précédente du 3° degré, ne surpasse jamais une 
t "me 6 5 B 16a 
certaine limite qui s'approche d'autant plus de zéro, que la valeur de — 
u 


est plus petite. 
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On aura facilement des résultats semblables relativement aux coéffi- 


clients PA X ar 
Pour juger ce résultat, developpons les deux membres de (21) suivant 
les puissances de #, et égalons les coéfficients de w, il viendra: 


o*|— Lun? + n (Exny] = — ac 


(22) Epp? + (ZI x|n)?> |]. 


Si s est trés petit, le second membre de cette inégalité est très grand, 
d'oü il suit que les x ne peuvent pas étre tous limités. 

Dira-t-on que la série Lx est convergente, mais que la série Zxn° 
diverge, de sorte que le 1% membre de l'inégalité peut être trés grand, 
bien que tous les x soient limités? 

Non, car tant que la solution périodique existe, y est une fonction 
analytique de «x, ses dérivées d'ordre quelconque sont des fonctions pério- 
diques de w et sont comme elle développable en série de Fourier. La série 


I |x|n? 


est done convergente quelque grand que soit p. Soit 7 la plus grande 
des valeurs de n*|x|, l'inégalité (22) nous donnera: 








I off DN? a | 
Lew (xy 
rYgca(X)- A 
. ^ . , . a 
ce qui montre que 7 croit indéfiniment avec ‘|. 
6 
D'ailleurs si comme le dit GyLDEN, x,, x,, ... étaient »négligeables> , 


le 1" membre de (22) ne dépendrait plus que de x, et x, et ne con- 
tiendrait plus qu'un nombre fini de termes. Il serait done impossible que 
x, et x, solent tous deux limités. 

Enfin montrons plus directement encore que y ne peut être limité. 
Soit M le maximum de |y|. Integrons l'équation (21) sous la forme: 


dy 7 


2 a = Y 
—-y? = - cos ou + C, 
du 2 y Gg ni 
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2 RE dy . 
Égalons dans les deux membres les coéfficients de cos ou; dans a il est 


plus petit que zoM, dans y* plus petit que zJ/*; nous aurons done: 


a 


zoM + 7M?" > 








I A . ^n . a 
ce qui montre que M croit indéfiniment avec 2 


10. Equations du rayon vecteur. 


J'arrive au $ 7 page 227. Nous y retrouvons l'équation (1), avec 
cette différence que le 2? membre au lieu de se réduire à un seul terme 
en comprend plusieurs de méme forme, dont je désignerai l'ensemble par 
X. Nous avons done 


d? 
(23) 35 + (1 — e)e — fo° = X 





GYLDÉN écrit ici z au lieu de p; f, au lieu de f, et Z au lieu de 1— a; 
mais dans toute la 1" partie de son analyse, il suppose Z constant et 
voisin de r. 

Nous aurons d'ailleurs: 


X——A,cos G Gun = 21,0. 


n»? n 


GYLDEN, page 229 introduit deux variables nouvelles y et d et pose: 


sd My, 
n T05E 





Alors l'équation (23) est remplacée par les deux équations suivantes 
(équations (3) et (4) de GYLDÉN) 





d3d 
(24) T em (1 + d)yt—8——, 





où Ÿ désigne un ensemble de termes inutiles à écrire. 
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Quant a »* c'est une constante choisie de telle façon que 4 soit une 
série trigonométrique dont la partie constante est nulle. 

L'équation (24) peut être remplacée par la suivante: (équation (3') de 
GYLDEN): 
dig 
dv* 





(24 bis) 


U étant un ensemble de termes inutiles à écrire. 

Voici alors comment GYLDÉN conduit les approximations. Il fait 
d'abord d =o dans les seconds membres de (25) et (24 bis) et il de- 
termine à l'aide de ces deux équations y, ¢ et »*; il substitue ensuite ces 


ds 


valeurs des inconnues dans les 2% membres, ce qui lui fournit des valeurs 
plus approchées de ces mémes inconnues et ainsi de suite. 


En 1i"* approximation, il trouve: 


An 


I 
y= 2x, cos @,, p? — Bit DE, A EE 
Al d «— 1 4 v? 


2 


n 


et il a aussi page 230 une expression de d que je ne transcris pas. 
Commençons par comparer avec les résultats du chapitre 1". Dans 
ce chapitre, le 2 membre X se réduisait à un seul terme — y cosv; et 
GYLDEN s'efforcait d'obtenir l'intégrale générale dépendant d'une constante 
arbitraire appelée z. Il obtenait ainsi l'équation (2) qui nous l'avons vu 
est fausse en général; mais quand il se bornait à chercher l'intégrale par- 
tieuliere qui correspond au cas de «=o, son équation se réduisait a 


(3) Bei +0 —y=o 


qui est exacte. 

Dans le chapitre que nous citons mainténant, GYLDÉN ne cherche 
plus l'intégrale générale, mais seulement l'intégrale particulière dont il vient 
d'être question. Donc, quand X se réduit à un seul terme, il devrait re- 
trouver l'équation (3) à la différence des notations pres. 

Soit done 

X = — À, cos G, = — ry cos v 


c'est à dire: 
AL m» DAN Em 
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Les formules de la page 230 donnent alors 


A, 2 I ori 
ten 2 JB s LT: Y 
LE Bai, Pise we 3G. : 





y = $, COS DIE 5 

y 1 1? 1 & + y? , 
Observons que d'aprés l'équation (3) si « et 7 sont trés petits et 3 fini, 
v, est de l'ordre de Vy et par conséquent petit; done x] et par conséquent 
d sont négligeables devant l'unité. On a donc: 


p — 9 — $,c0ost 


et 


ou: 


1. 
Pi + a%,—7=0, 


C'est bien une équation de la forme (3); mais elle est incompatible avec 
l'équation (3) puisque les coëfficients sont différents. 

La méthode de GYLDEN est done non-seulement illégitime, mais encore 
en contradiction avec l'un des rares résultats exacts qu'il avait obtenus 
antérieurement. 

D'où provient cette divergence? Pour que la méthode d'approxima- 
tion fussent légitimes, il faudrait que les termes négligés fussent plus petits 
que les termes conservés. Or il n’en est rien, il est aisé de constater que 

: d dy "ET ^ 
membre de (25) le terme 2 do dy que l'on néglige est du méme 
ordre que le terme X que l'on conserve. Et cela est vrai, bien entendu, 


dans le 2? 


que X se réduise à un seul terme, ou en contienne plusieurs (cf. Comptes 
Rendus, tome 138, page 933). 


11. Analyse du troisieme chapitre. 


Enfin dans le chapitre III, GYLDÉN cherche à appliquer aux probléme 
des 3 corps les principes établis dans les deux premiers chapitres; comme 
nous avons vu que ces prineipes sont faux, il parait superflu d'en discuter 
les applications. Un mot seulement sur la conclusion la plus importante. 
Les termes les moins élevés de la fonction perturbatrice peuvent donner 
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lieu au phénomène connu sous le nom de libration; mais il n'en est pas 
de méme des termes d'ordre élevé; pour, ceux-ci en effet, les termes ho- 
ristiques prennent une influence prépondérante et s'opposent à la libration. 

La fausseté de cette conclusion est manifeste. J'ai établi en effet 
par des démonstrations rigoureuses dans les Méthodes Nouvelles: 

1° Qu’a chaque terme de la fonction perturbatrice, quelque élevé 
qu'en soit l'ordre correspond un systéme de solutions périodiques de la 2° 
ou de la 3* sortes; ces solutions sont développables suivant les puissances 
des masses et les séries convergent pourvu que les masses solent assez 
petites. (Chapitre IIT.) 

2° Que parmi ces solutions périodiques il y en a autant de stables 
que d'instables; que les solutions trés voisines d'une solution périodique 
stable, oscillent autour de cette solution périodique, ce qui donne lieu à 
la libration; que par conséquent un terme queleonque de la fonction per- 
turbatrice engendrera une libration, à moins que les exposants carac- 
téristiques correspondants ne soient tous nuls. (Chapitre IV.) 

3° Que d'autre part on ne saurait prétendre que pour les termes 
d'ordre suffisamment élevé, ces exposants sont nuls. Il suffit pour s'en 
convainere de former les expressions approchées des termes d'ordre élevé 
de la fonction perturbatrice par la méthode de DarBoux. (Chapitre VI, 
en particulier n° 102.) 

La conclusion de GyLDEN est done fausse; où s’est-il trompé? Je ne 
puis le dire exactement, il s'appuie sur ce qu'un certain coéfficient «a est 
négatif pour les termes élevés page 292; d'ou tire-t-il cette affirmation; il 
m'a été impossible de le découvrir; il la déduit sans doute de quelque 
proposition antérieure qu'il néglige de rappeler. Quelle est cette proposi- 
tion, est-ce une de celles dont nous avons reconnu plus haut la fausseté; 
est-ce une autre qui m'a échappé et qui serait alors également fausse, 
puisqu'elle conduit à une conclusion inexacte? Je ne puis le savoir. 

En résumé de tout ce grand effort, il ne reste rien. 

Quelques-uns des résultats sont manifestement exacts, mais on aurait 
pu y arriver par une voie beaucoup plus rapide; un plus grand nombre 
sont manifestement faux; la plupart sont énoncés d'une facon trop obscure 


pour qu'on puisse décider s'ils sont vrais ou faux. 
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UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DES RIEMANN'SCHEN PROBLEMS 
IN DER THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 


VON 


T. BRODÉN 


in LUND. 


Bekanntlich rührt von Riemann eine Aufgabe her, welche in fol- 
gender Weise formulirt werden kann: Es seien in der Ebene einer Va- 
riabeln z o von z = co verschiedene Stellen 


gegeben, und andererseits o lineare homogene Substitutionen in » Ver- 


ünderlichen, 


AA. N; 
dann sollen # monogene Functionen von x 


Vis Yas ces Yn 


bestimmt werden, welche beim Überschreiten, in positiver Richtung, von 
o die x-Ebene zerschneidenden Schnitten (€,00), (6,0), ...,e,00) bez. die 
Substitutionen A,,A,,..., A, erleiden, sonst aber im endlichen durch- 
gehends holomorph sind, während überdies die Stellen e, , ...,e,, sowie 
auch e,,, = co den »Charakter der Bestimmtheit» aufweisen." 





! RIEMANN, Zwei allgemeine Sätze über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 
Coefficienten (Nachlass), Ges. Werke, Leipzig 1876, p. 357—69. Man sehe auch SCHLE- 
SINGER, Handbuch der Theorie der lin. Differentialgl. II, 1, p. 109; II, 2, p. 382 ff.; 
und Zur Theorie der lin. Differentialgl. im Anschluss an das Riemann’sche Problem, Journ. 
für Math., Bd. 123, p. 138 ff. — Vergl. auch KLEIN, Math. Ann. 46, p. 33. 
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Diese Aufgabe ist im wesentlichen mit der folgenden gleichbedeutend: 
es soll eine lineare homogene Differentialgleichung n‘* Ordnung der Fucus’- 
schen Klasse bestimmt werden, für welche einerseits die im endlichen lie- 
genden  Verzweigungsstellen, andererseits die Monodromiegruppe vorge- 
schrieben sind.' 

Hieran knüpft sich zunächst die Frage nach der Existenz von Func- 
tionen (bez. Differentialgleichungen) der verlangten Art. Diese Existenz- 
frage ist bisher nur unter einer sehr wesentlichen Specialisirung in strenger 
Weise entschieden worden, indem Herr L. SCHLESINGER zeigte, dass dieselbe 
zu bejahen ist, wenn die von ihm sogenannten »Convergenzbedingungen» 
erfüllt sind.* 

Im folgenden wird nicht diese RrgMANN'sche Frage in unveränderten 
Form behandelt, sondern eine etwas allgemeinere, in welcher weniger ver- 


langt wird: der »Charakter der Bestimmtheit» an den Stellen e, wird nicht 


i 
länger gefordert. 

Die zugehórige zu bestimmende lineare Differentialgleichung hat dann 
eindeutige, 1m allgemeinen aber nicht rationale Coefficienten. 

Die Frage nach der Lösbarkeit der hiermit angegebenen Aufgabe 
wird im folgenden auf den Fall n = 2 zurückgeführt. Oder eigentlich noch 
mehr: es wird gezeigt, dass die Existenzfrage in ihrer vollen Allgemein- 
heit zu bejahen ist, falls für » — 2 gewisse im wesentlichen nur durch 
Ungleichheiten charakterisirte Voraussetzungen überhaupt mit der Existenz 
von 2 Functionen der verlangten Art vertrüglich sind. Und der Beweis 
hierfür wird so geführt, dass für die n Functionen y, , 9» --., Ya gewisse 
analytische Ausdrücke hervorgehen, welche die postulirten, auf den Fall 
» — 2 sich beziehenden Functionen enthalten. Diese Ausdrücke sind 
Quotienten, deren Zähler a!s Modificationen der PorxcanE'schen €-Reihen 
bezeichnet werden kónnen.* 

Hierbei sei noch daran erinnert, dass wenn man in der genannten 
Weise — oder in irgend einer Weise — n Functionen y, ...y, bestimmt 





* Vgl. Hirserr, Mathematische Probleme (Pariser Vortrag), Sep.-Abzug aus den 
Gótt. Nachr. p. 37, Archiv d. Math. u. Phys. (3), I. 

* S. die citirten Stellen. 

° Eine vorläufige Mittheilung über diese Untersuchung erschien in Öfversigt af 
K. Vet.-Akad. Fórhandl, Stockholm 1902, p. 5— 11. Das Problem wurde hier, 
der Einfachheit wegen, in unwesentlich verschiedener Form genommen. 
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hat, welche die geforderten Verzweigungsverhiltnisse haben (die gegebenen 
Verzweigungsstellen e,...e, mit den zugehörigen gegebenen linearen Sub- 
stitutionen), dadurch auch alle Systeme 2, ...z, mit denselben Verzweigungs- 
verhültnissen — alle »cogredienten» Systeme — bestimmt sind, indem alle 
solehen Systeme in der Form 


Ed ^ 2j! ^ ” ^ (n—1) 
2 = Nos TaWi Tag +. Prin 9} Ben) 


enthalten sind, wo die x; eindeutige Functionen von x bedeuten." Falls 


Systeme 2, ...2, existiren, welche den Rremann’schen Forderungen geniigen 
n , 5 5 D ) 


1 
sind sie also auch in dieser Form enthalten. 
Wir müssen mit gewissen Hilfsbetrachtungen beginnen.* 


Für e hyperbolische lineare Substitutionen 








z—h; 92 — hij 

dS Pi D (i=1,2,..., 0) 
kurz 

D, ) Bs ) B. 


seien die 2e Fixpunkte h;, k, vorgeschrieben und durchaus von einander 
getrennt; dagegen die Multiplicatoren p; vorläufig unbestimmt; nur setzen 
wir fest, dass sie alle > 1 angenommen werden sollen (so dass also die 
unendlich oft wiederholte Anwendung der Substitution D; bez. der inversen 
DB;' auf die Stelle 5; bez. h; als Grenzstelle führt) Die zu B; gehörenden 
Niveaulinien sind (unabhängig von p,) die Orthogonaltrajectorien (Kreise) 
des durch A, und %, bestimmten Kreisbüschels. Man denke sich für jede 
Substitution B; einen zugehörigen Niveaukreis AH; gezeichnet, welcher die 
Stelle 5; einschliesst (und also A; ausschliesst). Diese g Kreise seien ferner 
so klein gewählt, dass sie einander vollständig ausschliessen (und auch nicht 
äusserlich berühren), was möglich ist, da die a Punkte h; nach unserer 





* S. etwa SCHLESINGER, Handbuch etc. II, I, p. 112—13. 

* Ähnliche Betrachtungen habe ich bei BURNSIDE gefunden, in einer Abhandlung 
wo er die Convergenz der PoiNcARÉ'schen Thetareihen zum Falle m = I [Reihen (— 2)" 
Dimension) auszudehnen sucht, Proceedings of the London Math. Soc., Vol. 23, 
p. 55 ff. Mit Recht, scheint es, wird diese Stelle der (nicht überall ganz correcten) 
Burnsıpe’schen Arbeit in der neulich erschienenen Lieferung (II, 1) des FriCKE-KLEIN’- 
schen Werkes über automorphe Functionen als interessant bezeichnet (p. 166); vgl. unten. 
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Annahme vollständig getrennt liegen. Bei Ausübung der Substitution 5, 
geht H; in einen anderen Niveaukreis A; über, welcher mit y; veränder- 
lich ist, aber für hinreichend grosse p;-Werthe [wir denken uns p, > 0) 
die Stelle 5; einschliesst und beliebig kleinen Radius erhält. Es ist daher 
möglich, eine positive Grösse P so zu bestimmen, dass sobald alle p; > P 
sind, die Kreise X, einander ausschliessen, sowie auch die H; ausschliessen. 
Man ertheile jetzt den p; bestimmte Werthe, welche dieser Bedingung ge- 
nügen. Dann liegen also 26 einander ausschliessende Kreise vor, welche 
dureh die Substitutionen D; paarweise auf einander bezogen sind. Die 
Substitutionsgruppe I’, welche durch B,... D, als Fundamentalsubstitutionen 
bestimmt wird, ist mit Sicherheit in der z-Ebene eigentlich discontinuirlich, 
und es kann für dieselbe der von sümmtlichen Kreisen H; und X, aus- 
geschlossene Theil À, der Ebene als Discontinuitätsbereich (Fundamental- 
bereich) gelten." Ein beliebiger Punkt von A, geht bei der Substitution 
B, bez. D;' in einen inneren Punkt von A; bez. H; über (aber natürlich 
nicht immer umgekehrt) Es können ferner unter den Substitutionen B, 
keine Fundamentalrelationen bestehen.” Es lässt sich daher, von »iden- 


2 
3 


tischen Umformungen»* abgesehen, jede Substitution V, der Gruppe nur 


in einer Weise in der Form 
Ze 5^, >? -1 Da Jad 
(1) J y — b; Ds. aies D; D; 


darstellen, wo i,...2, ganze positive Zahlen < a sind, A, ... A, ganze Zahlen 
=o. Oder m. a. W.: jeder Gruppensubstitution (welche von der Identität 
verschieden ist) entspricht ein symbolisches Produkt (1) mit unzweideutig 


bestimmten Werthen von m, 4...2,,2,...À4,, wenn man feststellt, dass 


) n? 


niemals 7,,, — 2, sein darf. Und umgekehrt stellt jedes Produkt der Form 
(1), welches dieser Bedingung genügt, eine von der Identität verschiedene 
Gruppensubstitution dar. Bekanntlich wird unter solchen Umständen die 


" Man sehe etwa FmickE-KrEIN, Autom. Funct. I, p. 190—92; oder SCHLESINGER, 
Handbuch ete. Il, 2, p. 240. 
* S. z. B. Fricke-Kuem, l. c. I, p. 174. 
Dieser Ausdruck wird in KLein-FricKe Modulfunctionen benutzt und erklärt, 
(I, p. 452). 


bo 
1 
-14 
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-unzweideutig bestimmte Summe 2|] als Index der fraglichen Substitu- 


tion V, bezeichnet, Z|a| —A wd E 
Es gilt nun auch folgender Satz, den wir für unseren jetztigen Zweck 
als Hülfssatz benutzen werden: 


Hülfssatz. Über die 20 gegebenen, von einander getrennten Fixpunkte 
h,;, k, sei angenommen, dass keiner mit dem Nullpunkte (z = 0) zusammen- 
fällt [oder unendlich entfernt ist, was schon oben vorausgesetzt wurde). 
Wenn dann q eine beliebig grosse positive Zahl bedeutet, so lüsst sich eine 
andere positive Grösse P so bestimmen, dass sobald jedes p;> P ist, die vier 
Coéfficienten einer jeden von der Identität verschiedenen Substitutionen 


a,z + b, | 
c,2 + d, | 





Viale, 
| 


der Gruppe I’ dem absoluten Betrage nach je grösser sind als 


Ind V, 


q ) 
wenn die Substitution in unimodularer Form geschrieben ist (a,d, — b,c, = 1).° 
Der Beweis dieses Satzes lässt sich folgendermassen führen. Jede 


beliebige 2* Potenz (AZo) einer Fundamentalsubstitution B, lässt sich in 
unimodularer Form folgendermassen schreiben: 











| kept — hips m k(pi — e) 
h;— ki hy — ki 
(2) Bee = =i 7 zy : 
Qu pi epi | 
hi = k} 





Dies gesetzt, betrachte man irgend eine bestimmte Substitution V, und 
bezeichne für den Augenblick mit f,, 9, ,1,, m, ; fy) g,, 1, , m,  f,,g,, 1,, m, 
ete. die Coefficienten der nach der Productdarstellung (1) in V, eingehenden 


Substitutionen 
B? 1 B; Be Bi BE Bh etc., 





* Vgl. SCHLESINGER, Handbuch ete. II, 2, p. 270, 350. 
? Der Satz kommt nicht in dieser Form bei BURNSIDE vor. Auch fehlt bei ihm 
die Bedingung, dass die A; und 4; von Null verschieden sein sollen. : 
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wobei für diese » Substitutionen (von denen die letzte mit V, zusammen- 
fallt) unimodulare Form vorausgesetzt wird. Von einer erlaubten Zeichen- 
änderung abgesehen, gelten dann, für o — 1,2,...,2 — 1, die Relationen 


a dl) (04-1) __ Ap) Q(p+1) 
Ve a f, Ir B l, foci — a? Ip zs B m, 
= (2: T)PA (94-1) CE) (p41) 
la pow ER Um (be mos = FOG, 0^* ms, 


wo für den Augenblick a’t”, g^*?, „e+D, gt) die Coefficienten der in 


. - . . À zn 5 
der Form (2) geschriebenen Substitution Bee bedeuten. Demgemiiss wird 





1 dS Be 
Lu = us ent —,,) —n n ( hs) 








; p+1 rl 
(3) ! | 
I À g —À Ip 
S +1/ 9p pTil( J! - 
m — m,. p (& —LÁh. ) = fj zm — p. ) 
p+1 p A ET 1 1 5 154-1 164-1 154-1 
| Pinay Kin ay | e+1\m, p+1, ot m, p+ | 


(und auf /,,,:/,, 9541:9, beziehen sich zwei ähnliche, aber nieht ganz so 
einfache Relationen, welche wir nicht benutzen werden). 

Die Stellen f,:1, liegen nothwendig innerhalb eines Kreises H; oder 
K;. Sie sind nämlich Bildpunkte der in A, liegende Stelle z= co bei 
einer gewissen nicht identischen Substitution der Gruppe J’. Zufolge der 
Annahme, dass kein Fixpunkt /; oder /; mit dem Nullpunkt zusammen- 
fällt, lässt sich dasselbe hinsichtlich der Stellen g,: m, erreichen. Dieselben 
sind nämlich Bildpunkte der Stelle z— o. Da nun diese Stelle mit keinem 
Fixpunkt h, zusammenfällt, so kann man die Kreise H; so klein wählen, 
dass keiner derselben die Nullstelle einschliesst. Wenn nachher die p; hin- 
reichend gross gewählt werden, wird dasselbe auch für die Kreise KA; er- 
reicht, da diese die Stellen A, einschliessenden Kreise für hinreichend grosse 
p; beliebig klein werden (s. oben), und andererseits auch keine Stelle 4; in 
z— 0 liegt. Dies vorausgesetzt, liegt also 2 — o innerhalb R,, und folglich 
jeder Bildpunkt von z-— o innerhalb irgend eines Kreises /7; oder A 
und zwar innerhalb desselben Kreises, wie der entsprechende Bildpunkt 


i, 


von 2= co, da bei jeder Substitution das ganze Gebiet A, in ein anderes 
übergeht, welches im Inneren eines Kreises 77; oder K; liegt. Wenn man 
ferner beachtet, dass jede Substitution B] bez. B;^ (A> o) das ganze von 
den beiden Kreisen H, und X, ausgeschlossene Gebiet in ein gewisses 
Gebiet innerhalb X, bez. H; verwandelt, und andererseits dass im Producte 


Eine Verallgemeinerung des Riemann’schen Problems. 279 


(1) 7,4, und i, immer verschieden sind, so sieht man ein, dass eine Sub- 
stitution 
qM 3 norm 
BB BB; 
den Bereich A, in einen Theil von KA, bez. H, überführt, je nachdem 
À,> O oder < o ist (für 7, — i, , und mit verschiedenen Vorzeichen von 


p p 


À, und à, , würde dies dagegen nicht nothwendig gelten) Da dies für 


2 p—1 


das ganze Gebiet R, und seine Abbildungen gilt, so gilt es speciel für 
die A,-Stellen z= co und z — o und ihre Bildpunkte: die Stellen f,:/, 
und g,:m, liegen beide in A; oder beide in H;. Da nun diese Kreise 


von denjenigen |, und ZH, verschieden sind, deren Centra in k; 
J o 1041 'o+1 2 !o+1 


und he fallen, und da die 25 Kreise sich vollständig ausschliessen, so 


lässt sich für die absoluten Beträge der in (3) vorkommenden 4 Differenzen 


= Ug etc. eine von Null verschiedene untere Grenze angeben, sowie 
p 


offenbar auch eine endliche obere Grenze.  Hieraus in Verbindung mit der 
ersten der Gleichungen (3) folgt ersichtlich, dass unabhüngig vom Vor- 
zeichen für A,;, sowie überhaupt von der Wahl der Substitution V, und 
vom Werthe der Zahl p 


lott 


Puls IPRC e ey Breet ae yp 


(4) 








ist, wo P eine (positive) untere Grenze für die p; bedeutet, C und D po- 
sitive Minimum- bez. Maximum-Gróssen, welche sich bei unbegrenzter Ver- 
grösserung von P gewissen festen endlichen, von Null verschiedenen Grenz- 
werthen nähern, welche nur von der Lage der Fixpunkte h;, k; abhängen. 
Für hinreichend grosses P kommt also der Klammerausdruck in (4) — 
welcher ja unter Umständen <o sein könnte — beliebig nahe dem Werthe 
1. Es lässt sich somit jedenfalls eine Grösse g < 1 aber > © so bestim- 
men, dass sobald 7 hinreichend gross ist 

[ns g. pier! 

E un 


und folglich (da g < 1, [A| > 1 ist) 


l, Dil 
(5) em Sa (Veta 
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wird. Hiermit verbinde man noch die aus (2) unmittelbar hervorgehende 
Ungleichheit 


|] pr. Mar iy PM 

1 Max |; — | 

welche wiederum auf 

(6) [4| » (gp 

führt — nachdem man, wenn nóthig, den vorher gewühlten g-Werth hin- 


reichend vermindert hat. Aus 5 und 6 folgt 


n 
XV 

(7) AGP : 

Für |o, | erhült man in derselben Weise ganz dieselbe Ungleichheit; nur 

muss man möglicherweise für g einen kleineren Werth nehmen, da m, 

nach (2) nicht ganz dieselbe Form hat, wie /,, und also die Ungleichheit 

(6) nicht nothwendig mit dem früheren g auch für |m,| gilt. Jedenfalls 

kann man aber g so klein (aber > o) wählen, dass nicht nur 





I, | sondern 
auch |m,| grösser als das rechte Glied in (7) wird. Wir denken uns ein 
solches g gewählt. Hinsichtlich f, und 9, erinnern wir uns, dass die 
Quotienten f,:1, und g,:m, zwischen (endlichen und) von Null verschiede- 
nen Grenzen bleiben. Hieraus folgt, dass wenigstens für einen hinreichend 
In 


kleinen g, <g aber >o weder |f. noch kleiner als oder gleich 








" 
zn, 

(9,P) ? 

sein kann. Und dies heisst mit anderen Worten: es lüsst sich eine Grósse 
9> O so bestimmen, dass nicht nur |/,| und |m,|, sondern auch |/,| und 
[9.| grösser als das zweite Glied in (7) werden — immer unter der Vor- 
aussetzung, dass P hinreichend gross ist (und somit die p; hinreichend 
gross). Jetzt sei q eine beliebige, gegebene positive Grösse. Nach dem 
vorigen ist es möglich, einen P-Werth so zu bestimmen, dass die Ungleich- 
heit (7) und die drei analogen für diesen P-Werth und alle grösseren gelten, 
wenn g einen gewissen festen Werth hat (und — wie immer vorausgesetzt 
wurde — in jedem Falle die p;, welche die Coefficienten /, etc. näher be- 
stimmen, sämmtlich grösser als P sind). Wenn nöthig, vergrössern wir 
jetzt P so, dass gP > q wird. Dann gelten die vier genannten Ungleich- 
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heiten a fortiori, wenn man 4 statt gP einführt. Da nun ferner, der 
obigen Herleitung gemiiss, jene Ungleichheiten nicht an einer bestimmten 
Substitution geknüpft sind, sondern unter den angegebenen Voraussetzungen 
hinsichtlich g und P für jede Substitution der Gruppe I" gelten, so folgt: 
bei gegebenem, beliebigem q lässt sich ein P so bestimmen, dass sobald 
alle p; > P sind, die absoluten Beträge der Coefficienten a, , b,, c, , d, einer 
beliebigen in unimodularer Form geschriebenen Substitution V, der Gruppe 
I’ je grösser als 


Ind Y, 


q 


sind, w. z. b. w. 


Erweiterung des Satzes. Die Annahme, dass die o Substitutionen 
hyperbolisch sein sollten (die p, reell und positiv), haben wir bisher nur der 
Einfachheit wegen festgehalten. Der Satz gilt (mit |p,| statt p; eben so 
gut, wenn sie (alle oder theilweise) loxodromisch sind. Der Beweis ist 
grösstentheils wörtlich in derselben Weise zu führen, doch können natür- 
lich die Kreise H; und K, jetzt nicht Niveaulinien sein.' 


Die entsprechenden homogenen Gruppen. 


Da der Fundamentalbereich R, keine elliptischen oder parabolischen 
Ecken aufweist, und da jedenfalls für hinreichend grosse p; auch keine 


»secundüre Relationen» ? 


zwischen den Erzeugenden der Gruppe /' bestehen 
können [sobald, wie wir immer annehmen, die 26 Kreise H;, K; einander 
vollständig ausschliessen, können ja, wie schon bemerkt, überhaupt keine 
Relationen zwischen den JB; vorhanden sein] so ist die Gruppe 7' in fol- 
3 


gender Weise »isomorph spaltbar»:* wenn man von den Substitutionen B,, 


NEUE. 





Me. 
Sig 





! Bei Voraussetzung von parabolischen Substitutionen (äusserlicher Berührung zweier 
Kreise H; und Kj) behauptet — beiläufig gesagt — BURNSIDE (l. c. p. 57), dass der 
von ihm bewiesene Satz sich auch in diesem Falle durch eine sehr einfache Modification 
der Beweisführung darlegen lässt, ohne dass die Art dieser Modification näher angegeben 
wird. Auch bei FRICKE-KLEIN (Autom. F. II, 1, p. 166) wird diese Behauptung Burn- 
sıpE’s hervorgehoben. Ist aber dieselbe wirklich richtig? 

* FRICkKE-KLEIN, l. c. I, p. 175. 

* Ibid. p. 200. 


Acta mathematiea. 29. Imprimé le 12 mars 1905. 36 
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wo L,, M,, N;, P; die unimodulare Form 











kpi— ipi. ro Hk(pi—5 ) 
T heh Dele TES wu, ee 
1 = 
Dia 238 sat hi pi — kipi 
N; h; — k; à ber h; — li 


haben [welche aus (2) für À — ı hervorgeht], zu den homogenen Substitu- 
tionen C,, 


, Lit+ Mo) 
, Nt Pol 


lil 


[5 
(8) C; : m 

v 
übergeht, so bestimmen die e unimodularen Substitutionen C; als Funda- 
mentalsubstitutionen eine homogene ternäre Gruppe A, welche mit /' ho- 
loedrisch isomorph ist [und eine ähnliche Gruppe geht hervor, wenn man 
in (8) für gewisse bez. für alle à die vier Coefficienten mit — 1 multiph- 
cirt; wir bestimmen uns aber jetzt eben für die Form (8)). 

Da die Fundamentalsubstitutionen der Gruppe A sümmtlich unimodu- 
lar sind, so ist auch jede zu A gehörende Substitution unimodular. Die 
Relationen (2) und (3) gelten somit —- mutatis mutandis — noch für die 
Gruppe A, da sie unimodulare Form der entsprechenden /-Substitutionen 
voraussetzen. In der That sind aber jene Gleichungen so gebildet, dass 
sie ganz unmittelbar (ohne Zeichenänderung) die Coefficienten bez. Coeffi- 
cientenrelationen auch für die A-Substitutionen U, angeben (was doch jetzt 
unwesentlich ist). 

Offenbar lässt sich der obige »Hülfssatz» auch auf die Gruppe A 
übertragen: 


Abgeänderte Form des Hülfssatzes: Der Satz lässt sich so modificieren, 
dass man statt die nicht-homogene Gruppe /'zu betrachten und dabei uni- 
modulare Form vorauszusetzen, die unimodulare homogene Gruppe A einführt ; 
der Wortlaut des Satzes bleibt übrigens ganz derselbe. 


Modification der Poincaré'schen £- Reihen. 


Die PorwcAnÉ'schen £-Reihen sind bekanntlich in folgender Weise ge- 
bildet. 
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Es liege eine lineare homogene Substitutionsgruppe 6 in n Veränder- 
lichen vor, etwa mit o Fundamentalsubstitutionen A, (wie oben in der Ein- 
leitung). Dann ist es immer möglich, eine Fucus’sche Gruppe # mit dem 
Einheitskreise als Hauptkreis zu bestimmen, welche mit 6 in der Weise 
isomorph ist, dass jeder 9-Substitution eine bestimmte 6-Substitution ent- 
spricht [8 und # (r,r)deutig isomorphj. Man ordne die (immer ab- 
zählbare) Menge der #-Substitutionen in irgend einer Weise in eine ein- 
fache Reihe 

Som)» Sia) eset MS Ones (S1) 


Jeder Substitution S, entspricht also eine bestimmte 6-Substitution T,. 


v 


Man bezeichne zur Abkürzung mit 


T y; 
den Ausdruck, in den sich y; verwandelt, wenn man Z7, auf ein System 
von n Grössen 9,, J,, ..., y, anwendet; also 

n 
ar Q) 
Ty; = li ayy Yı, (i=1,2,...,n) 
wenn 
T, = (af). (4,x21,2, ...,n) 





Die £&Reihen haben die Form 





a = " ; dS,z A" 
(9) lq) = Y Ur nis Cur) Gipson 
wo H,(x), H,(),..., H,(7) rationale Functionen bedeuten, welche niemals 
für || = 1 unendlich gross werden, und m eine ganze positive Zahl > 2. 


Eine leichte Überlegung zeigt, dass wenn die unbedingte Convergenz dieser 
Reihen vorausgesetzt wird, die einfache Relation 


3 1 m 2 A. x. 
&(85)) = (35-) 1.30) = (un + A" T, 62) 


dS 17] 


besteht, wobei die Bezeichnung 
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vorausgesetzt wird.’ In dem Falle, wo die Gruppe 9 lauter elliptische 
Substitutionen enthält, lässt es sich zeigen, dass jene Convergenz für 7- 
Werthe innerhalb des Einheitskreises wirklich stattfindet, nur mit Aus- 
nahme für gewisse nirgends gehäufte Stellen.” Wenn dagegen parabolische 
Substitutionen vorhanden sind, so kann die Convergenz nur unter der Vor- 
aussetzung bestehen, dass diejenigen Fundamentalsubstitutionen von 6, welche 
parabolischen Substitutionen in # entsprechen, Fundamentalgleichungen be- 
sitzen, deren sämmtliche Wurzeln dem absoluten Betrage nach gleich ı 
sind. Diese wesentliche Beschränkung hat zur Folge, dass die ¢-Reihen 
nur in sehr beschränkter Weise angewandt werden können, wenn es sich 
um die Rremann’sche Existenzfrage handelt: nur unter der schon oben 
angedeuteten, sehr wesentlichen Specialisirung lässt sich, wie Herr SCHLE- 
SINGER gezeigt hat, die Existenzfrage mittels der &-Reihen entscheiden. 
Anders scheint es sich aber zu verhalten, wenn man die Form der Reihen 
in geeigneter Weise modificiert. 

Zunächst werden wir uns jetzt, ohne direkte Rücksicht auf die Rır- 
MANN sche Existenzfrage, mit einer möglichen Modification der £-Reihen 
beschäftigen. 

Wir setzen vorläufig nur voraus, dass bei gegebenen, im endlichen 
liegenden Stellen e,,e,,...,e, und gegebenen Fixpunkten /;, k, für die 
a Fundamentalsubstitutionen D; einer nicht-homogenen Gruppe 7’ der oben 
beschriebenen Art, wenigstens für alle |p;|, welche je > ein gewisses P 
sind, Functionen /(r) und v(r) angebbar seien, welche, wenn x die Schnitte 
(e,co)...(e,c0) im positiven Sinne überschreitet bez. die homogenen Sub- 
stitutionen C, ...C,, welche den B; entsprechen (s. oben), erfahren, sonst 
aber in der ganzen x-Ebene holomorph sind. 

Dies vorausgesetzt, betrachten wir jetzt eine »normale Fucxs-sche 
Differentialgleichung» zweiter Ordnung 





C. d'y 
\ SA 
(10) lx? = q(x)y, 
de 
* Poincaré, Acta Math. 5, p. 232. SCHLESINGER, Handbuch, U, 2, p. 347. 
* Eine Punktmenge, welche im Inneren des Kreises |7|= 1 keine Häufungsstellen 
hat, bezeichnen wir kurz als innerhalb des Kreises »nirgends gehäuft» — was natürlich 


etwas anderes als »nirgends dicht» ist, sowie auch etwas anderes als »isolirt». 
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für welche die endlichen wesentlichen singuliren Stellen eben die gege- 
benen e,...e, sind, und die zugehörigen Fundamentalsubstitutionen 


VP MT" 


a) 


der projectiven Monodromiegruppe 4 sämmtlich parabolisch sind, sowie auch 
die Umlaufssubstitution 
I —1 7—1 EST 
2 AUA Ae eee T 


Es ist somit x eine eindeutige Function eines Integralquotienten 7 innerhalb 
des Einheitskreises |7| = 1. Und zwischen den ce Substitutionen 4,....4 
bestehen (da keine elliptischen Substitutionen vorkommen) keine »Funda- 
mentalrelationen». Dass eine solche Differentialgleichung wirklich existieren 
muss, lässt sich bekanntlich mittels der von PorxcAnÉ und KLEIN her- 
rührenden »méthode de continuité» nachweisen.' 

Da auch zwischen den JB, keine Relationen bestehen, so werden be- 
kanntlieh die beiden Gruppen /' und $ holoedrisch isomorph, und zwar so, 
dass B,, B,,...., B, bez. mit 4,, 4,,..., 4, correspondiren. Da nun, 
wie wir sahen, andererseits zwischen J’ und A holoedrische Isomorphie 
besteht, so sind also auch 4$ und A holoedrisch isomorph (so dass A; mit 
C, correspondirt). Als Folge hiervon im Verein mit der Eindeutigkeit von 
x als Function von y erkennt man sofort: wenn die postulirten Functionen 
t(æ) und v(x), wie wir es jetzt thun wollen, als mehrdeutige Functionen 
einer Stelle der unzerschnittenen x-Ebene aufgefasst werden,’ so sind sie 
als Functionen von n eindeutig: 


mit der Eigenschaft 


wo S, eine beliebige Substitution der in einfacher Reihe geordneten Gruppe 


1 Es würde übrigens für unseren jetztigen Zweck hinreichen, dass es Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung giebt, welche der genannten »subordinirt» sind. Vgl. 
SCHLESINGER, Handbuch etc. II, 2, p. 383—984. 

2 Es handelt sich hier natürlich um die mehrdeutigen Functionen, welche durch 
irgend ein Element der ursprünglichen Function t(z) bez. v(z) bestimmt werden. 
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$ bedeutet, a,, b,, c,, d, die Coefficienten der entsprechenden A-Substitu- 
tion U, (wie oben). 

Die Abwesenheit von Relationen zwischen 4,... 4, hat natürlich auch 
zur Folge, dass # und 6 (r, 1)-deutig holomorph sind. Wir können also 
bei der Bildung der &Reihen (9) forma! gesehen eben die gegenwärtige 
Gruppe # benutzen. Aber freilich ist hierbei im allgemeinen nicht an 
Convergenz zu denken, da sogar alle Fundamentalsubstitutionen von  pa- 
rabolisch sind. Wir werden es aber jetzt versuchen, die Reihen so zu 
modifieieren, dass Convergenz erreicht wird, und zwar mit Hülfe der postu- 
lirten Functionen £(z) = ¢(7), v(x) = ¢(7). Man setze in der That, & 
durch y ersetzend, 


NS {pi HS) | (80,7 


Wir werden zeigen, dass diese Reihen, von einer nirgends gehäuften Menge 
von 7-Werthen abgesehen, überall innerhalb des Einheitskreises || = 1 
unbedingt convergiren, sobald die oben mit p, bezeichneten Grössen hin- 





reichend gross sind (wogegen » nur > 2 sein soll). ; 


Man weiss, dass die Porxcaré’schen Thetareihen 


(12) Y His GP)" 


diese Convergenz aufweisen, wenn m > 2. Jedem Gliede von (12) ent- 
spricht aber ein Glied in (11) mit » Partialgliedern. Es hat nämlich (11), 
ausführlicher geschrieben, die Form 








xi Op = x! y^ 49 H,5,(9)| (Rm, 


LE eG) J d 


wo 4% Coefficienten der Substitution 7;' bedeuten (und also zur Deter- 
minante der directen Substitution 77; als Subdeterminanten gehören, falls 
die Gruppe 6 unimodular ist, was wir doch jetzt keineswegs voraussetzen). 
Hieraus folgt, dass mit Sicherheit unbedingte Convergenz der Reihen (11) 
stattfindet, falls die Quotienten 

A 


£ (5,7) 





(13) 
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dem absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen Grenze bleiben. 
Dies können wir aber jetzt bewirken. Wenn die Coefficienten zweier li- 
nearer homogener Substitutionen in » Veränderlichen dem absoluten Be- 
trage nach kleiner als A (7 o0) bez. B (> 0) sind, so sind die Coefficienten 
der aus diesen beiden Substitutionen (in der einen oder anderen Ordnung) 
zusammengesetzten Substitution absolut genommen <n.AB. Hieraus folgt: 
wenn M eine solche positive Grösse bedeutet, dass die Coefficienten der 
Fundamentalsubstitutionen A; (/ — 1,..., 0) der Gruppe 6 und ebenso der 
inversen A;>' dem absoluten Betrage nach durchgehends < M sind, so 
müssen die Coefficienten einer 6-Substitution, welche sich aus p successiven 
A; und A;' zusammensetzen lüsst, absolut genommen kleiner als 


Mis (My — ne ME 


sein, und folglich auch <(xM)*. Dies gesetzt, betrachte man eine be- 
stimmte 4-Substitution Sy und die entsprechende A-Subst. Uy. Beide 
haben einen bestimmten »Index», welcher auch für beide denselben Werth 
hat, 9— As (s. oben). Die entsprechende (eindeutig bestimmte) 6-Sub- 
stitution 7,, sowie auch die inverse 7! lässt sich natürlich immer aus f 
successiven A; und A;' zusammensetzen (obgleich möglicherweise auch aus 
einer geringeren Anzahl, da die Isomorphie zwischen @ und # bez. A 
nicht holoedrisch vorausgesetzt wurde). Es ist somit | 4| < |».M |^. Wir 
wählen jetzt eine positive Grösse g > nM und nehmen die Grössen | p:| 
sämmtlich so gross, dass (nicht nur die für dieselben immer vorausgesetzten 
Bedingungen erfüllt sind, sondern auch) |a,| und |5,| > 9° werden, was 
nach dem Hülfssatze möglich ist. Andererseits: wenn 7 so gewählt wird, 
dass &(7) nicht verschwindet, so kann man den Quotienten (13) in der 
Form 
AY 


f ie 
a Py Oe 








| d) a, | 


schreiben. Zufolge des soeben über die A‘? und a, gesagten, liegt also der 
absolute Betrag des Quotienten (13) unabhüngig von » unterhalb einer end- 
lichen Grenze, falls für die Grösse 


(15) 


k (20) ^ « 








E b, 
degit 
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eine von Null verschiedene untere Grenze angebbar ist (es wurde hier 
€:d = 2 gesetzt). Dies ist aber zufolge unserer Annahmen wirklich der 
Fall, nur mit Ausnahme für eine im Inneren des Kreises |7 | = 1 nirgends 
gehiiufte Menge von z-Werthen, wie man folgendermassen einsehen kann. 

Als Quotient zweier eindeutiger Functionen ist z eine eindeutige 
Function von y (für |7|< 1). Bei Ausübung einer Substitution der Gruppe 
9 auf z ändert sich z nach der entsprechenden Substitution der mit # 
holoedrisch isomorphen Gruppe J’ (durch deren Spaltung die homogene 
Gruppe A entstand). Der Functionszusammenhang zwischen 7 und z kann 
auch einfach so ausgedrückt werden, dass sie beide Functionen von x mit 
denselben Verzweigungsstellen, nämlich e,,e,,...,e, und &,,, = co, sind,’ 
Einer beliebigen Stelle 7, im Inneren des Kreises |z| — 1 entspricht eine 
bestimmte z-Stelle x, welche von den Stellen 6,,...,6,, 6,,, = © ver- 
schieden ist. Und in der Umgebung von 7, ist æ holomorphe Function 
von 7. Andererseits wurde angenommen, dass / und v in der Nähe von 
x — x, holomorph sind; folglich werden ¢ und v, d. h. e(n) und d(n) 
in der Nähe von 7 — 7, holomorphe Functionen von 7. Der Quotient 
2 =: ist also überall innerhalb des Kreises || = 1 meromorphe Func- 
tion von 7. Dem Werthe z — o entspricht, da derselbe (wie oben an- 
genommen wurde) innerhalb Zi, liegt und also nicht zu den »Grenzpunkten» 
der Gruppe J’ gehört, eine gewisse Menge M von z-Werthen innerhalb 
des Kreises |z| — 1. Diese Menge kann, auch wenn sie unendlich ist, im 
Inneren des Kreises keine Häufungsstellen haben, weil eine solche die 
Meromorphie aufheben sollte. Die mit z — o im Sinne der Gruppe J" 
,: 4,) correspondiren je mit einer Menge 
M,, welche im Sinne der Gruppe $ mit M congruent ist, und ganz wie 
M keine Häufungsstelle mit |z| « 1 haben kann. Es kann auch die Ge- 
sammtheit M aller dieser Mengen M, M,, M,,... nur auf der Kreisperi- 
pherie Häufungsstellen haben. Denn eine Häufungsstelle für M muss offen- 


congruenten z, d. h. die Stellen — (b 


bar auch den Grenzstellen der Gruppe /' angehören. Es ist, m. a. W., 
M eine im Inneren des Einheitskreises nirgends gehäufte 7-Menge (für 
welehe aber »die derivirte Menge» M' aus sümmtlichen Punkten der Kreis- 
peripherie besteht). Ganz ähnliches gilt auch für die Gesammtheit N aller 


Hieraus folgt natürlich nicht, dass auch 7 eindeutige Function von z wird, da 


v nicht als eindeutige Function von z nachgewiesen ist. 
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7-Stellen, für welche o: e — o [z — € : & unendlich gross] ist, oder welche 
mit solchen Stellen congruent sind. Dasselbe gilt [da e und d, für sich 
betrachtet, holomorph sind, sobald || < 1] auch für die Menge M, bez. 


N, 


stellen congruente Stellen sind [da für |7|<ı ç und 4 endlich sind, 


1 
derjenigen 7-Stellen, welche für ¢ bez. d Nullstellen oder mit Null- 


hat man M =M+ eine eventuelle nirgends gehäufte 7-Menge mit 
e=d=aece+be=o, aber z nicht — 0; und analog für N]. Und 


M,,N, bilden dann natürlich auch zusammengenommen eine im Inneren 
des Einheitskreises nirgends gehiiufte Menge. 

Jetzt wühlen wir im Kreisinneren eine Stelle z, welche nicht zur 
Menge M, gehört und andererseits für d(7) nicht gerade eine Nullstelle 


ist. Dann ist der entsprechende z-Werth von jeder Stelle — (b,:a,) [dar- 
unter z = — (b,:a,) = o einbegriffen] verschieden, und gehört auch nicht 


zu den Grenzstellen der Gruppe /. Es lässt sich somit eine von Null 
verschiedene untere Grenze für (r5) angeben.  Folglich ist (s. oben) die 
Reihe (11) unbedingt convergent, falls 7 nicht mit einer co-Stelle der 
Function H,(5) congruent oder zusammenfallend ist. Nun sind innerhalb 
I| — 1 nicht nur diese letztgenannten Stellen nirgends gehäuft, sondern 
auch die Menge M, + Nullstellen von ¢(y) hat, dem gleich oben gesagten 
gemiiss, diese Eigenschaft. Wir haben also wirklich bewiesen, dass unter 
den obengenannten Voraussetzungen die Reihe (11) für |z| < 1 unbedingt 
convergirt, nur mit Ausnahme für eine nirgends gehäufte 7-Menge. 

Hierbei kann nachher bemerkt werden, dass die Convergenz auch für 
gewisse unter den bei unserer Beweisführung ausgeschlossenen Stellen noch 
besteht (oder bestehen kann). Es sind dies die Nullstellen von ¢, welche 
nicht zugleich Nullstellen von c sind; für solche Stellen (wenn sie existiren) 
ist ¢(S,y) = a,¢(7), was im Verein mit den Eigenschaften der Coefficienten 
a, zur Folge hat, dass der Quotient (13) dem absoluten Betrage nach unter- 
halb einer endlichen Grenze bleibt. Für e — d — o wird dagegen im all- 
gemeinen jedes Glied der Reihe unendlich gross. 

Nachdem wir also die mit den erwähnten Ausnahmen bestehende un- 
bedingte Convergenz unserer Reihen dargethan haben, sieht man leicht ein, 
dass in einer hinreichend kleinen Umgebung einer beliebigen Convergenz- 
stelle die Convergenz auch gleichmässig ist (so dass also die Reihen mit 
Sicherheit analytische Functionen darstellen). Es folgt dies daraus, dass 
einerseits jene gleichmässige Convergenz bei den Thetareihen stattfindet, 
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andererseits die unbedingte Convergenz der y-Reihen in der oben angege- 
benen Weise aus derjenigen der Thetareihen folgt. 
Wenn wir jetzt die x Reihen 7; dureh zugehörige Thetareihen di- 


vidiren, also 2 Functionen 





bilden, so haben diese Quotienten, ganz wie die analogen, mit conver- 
genten €-Reihen gebildeten, die Eigenschaft, die Substitutionen A, ...A, zu 


erfahren, wenn man auf 7 bez. die Substututionen A,...A, ausübt, und 
folglich auch als x positive Umläufe um die Stellen e, ...e, vollzieht. 


Inwieweit diese y; auch den übrigen Bedingungen der gestellten Auf- 


gabe genügen, werden wir jetzt zusehen. 


Reduction der aufgestellten Existenzfrage auf den Fall n = 2. 


In der Umgebung einer von den 6,...6,, &,,, verschiedenen z-Stelle 
sind die y; [d. h. alle Zweige der y;] meromorph (bez. holomorph). Wenn 
nämlich zunächst angenommen wird, dass die entsprechenden 7 mit keiner 
Nullstelle von ¢(y) und mit keiner co-Stelle einer Function H;(*) zu- 
sammenfällt oder congruent ist, so werden nicht nur die Reihen 6;(7) 
sondern auch die y;(7) für den fraglichen z-Werth (absolut) convergent 
und in der Umgebung desselben holomorph (obgleich natürlich unendlich 
vieldeutig, den verschiedenen zur x-Stelle gehörenden 7 entsprechend). Bei 
einem «-Werth, für den die entsprechenden (unter einander congruenten) 
7 eine oo-Stelle von H;(z) enthalten, wird bekanntlich (und aus leicht er- 
sichtlichen Gründen) ein Glied der Reihe 6, wie eine rationale Function 
unendlich gross, wührend die übrigen für sich eine convergente Reihe 
bilden, weshalb die ganze Reihe sich meromorph verhült. Diese Mero- 
morphie geht auch auf die y-Reihen über, indem auch hier ein ent- 
sprechendes (Glied wie eine rationale Function unendlich wird (doch kann 
hierbei sogar Holomorphie eintreten, wenn zwei verschiedene H; gleich- 
zeitig unendlich werden, wobei eine Compensation denkbar ist) Der Ein- 
fachheit wegen nehmen wir an (obgleich dies nicht nothwendig ist, vgl. 
unten) dass die oo-Stellen der Funetionen H;(S,7) von den Nullstellen der 
Functionen &(S,) vollständig. getrennt liegen. Was nun die Nullstellen 
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von (S) betrifft, so nehmen wir zunächst an, dass einem gewissen z- 
Werthe (unter anderem) ein 7-Werth entspricht, für den ¢(y) = O ist, 
ohne dass dy) — o. Für diesen 7-Werth wird im allgemeinen das erste 
Glied einer y-Reihe unendlich gross; für die congruenten 7 je ein anderes 
Glied; die restierenden Glieder bilden aber in jedem Falle eine convergente 
Reihe; dies ergiebt sich in ganz derselben Weise, wie oben die Convergenz 
der ganzen Reihe bei einem beliebigen 7-Werthe (wie wir sahen, hängt 
dieselbe wesentlich davon ab, dass die Gruppe J’ eigentlich discontinuirlich 
ist) Etwas anders liegt die Sache, wenn in der fraglichen 7-Menge ein 


x-Werth vorkommt, für den ¢(7) = ¢(y) =o ist. Dann verschwinden in 
der That 

e(8,5) = a,¢(9) + bn), (Sr) = sein) + d. (v) 
unabhängig von » [oder m. a. W.: für den fraglichen z(— z,) verschwinden 


alle Werthe der unendlich vieldeutigen Functionen /(xr) und v(x))| weshalb 
im allgemeinen alle Glieder einer y-Reihe unendlich gross werden. In 
einer hinreichend kleinen Umgebung eines 7-Werthes 7, der fraglichen 
Werthgruppe bleibt, da ¢(7) holomorphe Function von z ist, |(r —2,)': (y) 
unterhalb einer endlichen Grenze, falls & einen gewissen ganzen positiven 
Werth hat. Wenn andererseits lim 2(7) von Null und von jedem mit der 


7= 


Stelle Null eongruenten z-Stelle |— b,:a,| verschieden ist, so bleibt auch 
der inverse Werth des Ausdruckes (15), aus oben angegebenen Gründen, 
unterhalb einer endlichen Grenze. Da dasselbe auch für | A :a,| gilt, so 
resultirt, dass der Quotient (14) nach Multiplication mit (r—-c,/ in der 
Umgebung von 7, innerhalb endlichen, von » unabhängigen Grenzen bleibt. 
Hieraus folgt Meromorphie der y-Reihe an der betrachteten Stelle: es kann 
keine Verzweigung in Frage kommen, da der betrachtete x nicht für /(z) 
oder v(a) Verzweigungsstelle ist, und andererseits hat die mit (rv — a, )* 
multiplieirte Reihe, zufolge des soeben gesagten, für x — x, einen endlichen 
Grenzwerth. . Es liegt aber auch die Möglichkeit vor, dass für irgend 
einen v-Werth z = — b,:a, ist. Dann wird der inverse Werth von (15) 
für diesen v-Werth unendlich gross, aber — ganz wie oben — so, dass 


^ einen endlichen 


nach Multiplication mit einer gewissen Dignität (r — z,) 
Grenzwerth hervorgeht. Für die übrigen » bleibt aber — auch ganz wie 
oben — jener inverse Werth unterhalb einer (von » unabhängigen) end- 


lichen Grenze. Hieraus im Verein mit dem gleich oben gesagten folgt 


* 
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sofort, dass die Reihe nach Multiplication mit (x — z,)'*^ einen endlichen 
Grenzwerth erhält, indem der Grenzwerth eines gewissen einzelnen Gliedes 
einen gewissen endlichen Werth hat, während die Summe der übrigen 
Glieder gegen Null tendirt. Die Meromorphie bleibt also offenbar auch 
jetzt bestehen. 

Da also in den Ausdrücken für die » Functionen y; sowohl Zähler 
als auch Nenner, als Functionen von x betrachtet, wenigstens von den Stellen 
€,...€,, €,,, abgesehen, sich überall wie rationale Functionen verhalten, so 


gilt dasselbe auch für die Quotienten y, selbst. 


1 


Was nun endlich die Stellen e,...e 


a) 


€,,; betrifft, so haben bekannt- 
lich die Thetareihen der jetzt fraglichen Art, als Functionen von x be- 
trachtet, auch an diesen Stellen den »Charakter der Bestimmtheit» (wenn 
auch nicht den Charakter rationaler Functionen). Für die y-Reihen ist 
ein Ähnliches Verhalten durchaus nicht zu erwarten, falls schon die Func- 
tionen f(x) und v(x) sich an den Stellen e; nicht bestimmt verhalten. 
Aber auch die Annahme, dass alle e; für t(x) und v(x) Bestimmtheits- 
stellen sind, ermöglicht (so viel wir haben finden können) nicht den Beweis, 
dass die y-Reihen ein ähnliches Verhalten aufweisen. Bei speciellen An- 
nahmen über die Gruppe @ kann dies wahrscheinlich eintreffen, kaum aber 
in alleemeinen. Unter dieser Voraussetzung verlieren also auch die Func- 
tionen y; an den Stellen e den Charakter der Bestimmtheit. Der Bestimmt- 
heitscharakter dieser Stellen wurde auch bei der obigen Fragestellung nicht 
erfordert. 

Die Forderungen unseres Problems sind somit jetzt sämmtlich erfüllt 
nur mit Ausnahme für diejenige, dass die y; an allen von den e; verschie- 
denen Stellen holomorph sein sollten. Da aber Meromorphie schon erreicht 
ist, so kann man durch eine einfache Modification Holomorphie erreichen: 
man hat nur sümmtliche y, durch eine eindeutige, mit Ausnahme für den 
e; holomorphe Function F(x) von x zu multiplieiren, deren Nullstellen die 
co-Stellen der y; compensiren. Die » Functionen 


F(x).y; 


© 


haben dann alle verlangten Eigenschaften. 


Das Resultat der obigen Untersuchung lässt sich folgendermassen zu- 
sammenfassen s 
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Es seien e,,e,,...,e, gegebene im Endlichen liegende x-Stellen. Ferner 
betrachte man o lineare Substitutionen in der Ebene einer anderen Ver- 
änderlichen 2: 


2 k; (a eee) 


wo /,, k;, p; die Bedingungen erfüllen, dass die 7; und £4, (die Fixpunkte) 
20 von einander getrennte Stellen der z-Ebene sind, welche auch sämmt- 
lich von der Stelle z — o getrennt liegen, und andererseits die absoluten 
Werthe der (reellen oder imaginären) Multiplicatoren p; grösser als Eins 
sind (also die Substitutionen hyperbolisch oder loxodromisch). Von diesen 
(z, z)-Substitutionen gehe man durch »Spaltung» zu unimodularen homo- 
genen (/, v'; £ , v)-Substitutionen 


Ho TT 


[i 


über. Es kann gefragt werden, ob bei gegebenen Werthen der /;, 4; und 
p; (welche die genannten Bedingungen erfüllen) Functionen /(r) und v(x) 
immer existiren, welche beim Überschreiten (in positiver. Richtung) von 
Schnitten (e,&®...e,co) bez. die Substitutionen ©, ... C, erleiden, sich aber 
sonst im Endlichen überall wie ganze rationale Functionen verhalten. Wir 
ersetzen aber diese Frage durch die folgende, in welcher viel weniger ver- 
langt wird: Ist es möglich, die 26 Stellen 5; und A; so zu bestimmen, 
dass, wenn nachher eine beliebig grosse positive Zahl P gewählt wird, 


immer ein Werthsystem p,, p,, ..., p, mit 
I: Seelen os pale se 


überhaupt gefunden werden kann, welches im Verein mit den /,, 5; Sub- 
stitutionen C, geben, für welche Functionen f(x) und v(r) mit den ge- 
nannten Eigenschaften existiren? Wenn diese Verhältnissmässig sehr be- 
scheidene Existenzfrage im bejahenden Sinne zu beantworten ist (was wir 
hier nieht bewiesen haben) dann gilt dasselbe — dies ist unser Resultat 
— auch für die in der Einleitung formulirte Existenzfrage in ihrer vollen 


Allgemeinheit. 





Wir knüpfen hieran noch folgende Bemerkungen. Es ist wohl kaum 
zu bezweifeln, dass die soeben erwühnte, auf den Fall » — 2 sich be- 
ziehende Existenzfrage im bejahenden Sinne zu beantworten ist. Doch 
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habe ieh bisher einen strengen Beweis hierfür nicht durchgeführt. Es sei 
mir indessen gestattet, über diese Frage folgendes zu bemerken. 
Zunächst ist leicht ersichtlich, dass man im jetztigen Zusammenhange 
die genannte Existenzfrage ein wenig modificiren kann, so dass noch we- 
niger verlangt wird. Dies beruth darauf, dass der oben benutzte Hilfssatz 
sich in der That auf folgende Weise modifieieren lässt. Für die 2# Grössen 
h,,k; braucht man nicht bestimmte Werthe vorauszusetzen, sondern kann 
dieselben als unbestimmte Grössen betrachten, welche nur folgenden Be- 
dingungen unterworfen sind: für |3,], [A], |^; — 4%], |; — 4|, | ^; — %;], 
|i; — kh, 
und andererseits für A, und A; endliche obere Grenzen. Man bestätigt sehr 
leicht, dass der oben gegebene Beweis des Satzes noch unter diesen Vor- 
aussetzungen gültig bleibt. Dementsprechend kann auch die auf den Fall 


n — 2 sich beziehende Frage, auf welche sich die Hauptfrage reducirte, 





, wo j= 7, sollen von Null verschiedene untere Grenzen existiren, 


so abgeändert werden, dass man für die h,, %, ganz dieselbe Art von Un- 
bestimmtheit voraussetzt, was geeignet sein kann, die Behandlung der 
Frage zu vereinfachen. Bei dieser Behandlung scheint es andererseits vor- 
theilhaft zu sein können, für die Functionen /(r) und v(x) auch den aus- 
nahmlosen Charakter der Bestimmtheit» vorauszusetzen, also zunächst 
Differentialgleichungen (zweiter Ordnung) der Fucns’schen Klasse im Auge 
zu haben. Dagegen dürfte es nicht viel daran zu denken sein, auch für 
f(x) und v(x) analytische Entwickelungen bilden zu können, welche die 
vorgeschriebenen functionalen Eigenschaften in Evidenz stellen. 

Wenn es gelingt, für die soeben besprochene Existensfrage und damit 
auch für unsere jetztige Hauptfrage (als Existenzfrage betrachtet) eine be- 
jahende Antwort definitiv festzustellen, so wird hiermit die ausnahmlose 
Lösbarkeit der ursprünglichen RrEMANN'sehen Aufgabe nicht dargethan sein. 
Hierzu wäre noch der Nachweis erforderlich, dass in jedem Systeme von 
cogredienten» linearen homogenen Differentialgleichungen auch Gleichungen 
der Fucus’schen Klasse vorkommen. Da aber ein solcher Nachweis, ob- 
gleich noch nicht erbracht, jedenfalls als denkbar bezeichnet werden muss, 
so ist es auch nicht ausgeschlossen, dass die Entscheidung unserer jetztigen 
Frage auch für das unveränderte Rırmann'sche Problem Bedeutung ge- 
winnen kann. 


Lund, Februar 1902. 
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SUR LES NOMBRES e ET z ET LES EQUATIONS TRANSCENDANTES 
PAR 


EDMOND MAILLET 


à PARIS. 


On sait que le nombre £^, où @ est rationnel ou algébrique, ne peut 
être racine d'une équation algébrique à coéffieients rationnels, pas plus que 
les nombres qui présentent aprés chaque chiffre significatif un nombre de 
zéros eroissants suffisamment vite avee le rang de ce chiffre et que nous 
appellerons des nombres X. 

Ces derniers nombres, comme leurs puissances rationnelles, n'étant pas 


racines des équations 
(1) Ice," =o 
0 


N à B : ‘nee I 
et d'autres analogues, ott c, est rationnel et @, entier positif, quand — ou 


Ca 
©, croit suffisamment vite avec a, on pouvait se demander s'il en était 
de méme de e et ses puissances, de z, d'autres nombres encore. La réponse 
est affirmative: les méthodes de MM. HrirBERT et Hurwirz pour établir 
la transcendance de e et de x permettent de déterminer une limite in- 
férieure de ces modes de croissance: nous en donnons un exemple particulier. 
On peut obtenir d'ailleurs des résultats de méme nature pour tout 


nombre f algébrique ou non, ou pour les nombres de la forme 


Fr ++. BG 





! Comptes rendus, 15 avril 1901 et Journ. de Math., 1001. Au sujet de 
ce mémoire on pourra consulter E. STRAUSS, Acta math., t. II, p. 13. 

Comp. BoREL, Comptes rendus, 1899, I?' semestre, p. 490 et 597. Pour la 
lecture de notre Mémoire il suffit de connaitre les passages d'ouvrages ou mémoires cités 
par nous ici. Un résumé de ce mémoire a été communiqué à l Acad. des Se. de Paris 
(C. R., 1901, 2ème sem., p. 989 et 1191). 

On sait qu'Abel a établi l'impossibilite de la résolution par radicaux des équations 
algébriques de degré >4. On peut se poser des problèmes analogues pour des: équa- 
tions transcendantes à coefficients rationnels: notre mémoire en traite quelques-uns, 


Acta mathematica. 29. Imprimé le 8 juin 1900. 


296 ‘Edmond Maillet. 
(& fonction algébrique d'un nombre quelconque &, a,,..., a, ... entiers 
« E(C); quand d, eroit suffisamment vite avec /, Y ne peut être ni al- 


gébrique ni racine de (1). 
Ces résultats s'étendent aux équations rationnelles de la forme 








oo E 0 en k 

= c c 
3 Ci IE » == D mo - ) —— REL O, 
f sayy tase v (e — fy) 


où Ar, fo, ..., f, sont distincts, rationnels et + o. ' 
Au point de vue algébrique, si c, décroit suffisamment. vite, nous 


donnons un moyen de déterminer approximativement les racines de 


oo 


YXoa*—o 
0 


qui sont toutes distinctes, et un moyen simple de trouver le nombre des 
racines réelles ou imaginaires de module inférieur à une certaine limite 


quand c, est réel. 


oo 
Enfin nous concluons que Pec —0 n'a aucune racine algébrique, 
0 
et que l'ensemble des racines transcendantes de ces équations a la puis- 


sance de continu. 


1 


Théoréme. Le nombre e ne peut étre racine d'aucune des équations 





oo 
(1) 2 ca =o 
0 
I AEN ns 3 7 . . = In 
quand — croit suffisamment vite avec n (c, rationnel, c, entier, ©, = 5 ; 


Cn 


où y, est un entier donné fonction de » et croissant, et q entier). 


En effet, il suffit de suivre la méme marche que dans une des dé- 
monstrations relatives au cas des équations algébriques.' Si l'on pose 

“Nous y reviendrons ultérieurement plus en détail Voir Bull. Soc. Math., 
t. 33, 1902, p. 147. 

* Voir p. ex. Jorpan, Cours lithographié de l'École Polytechnique, 2*"* 
division. ‘Tous nos raisonnements restent vrais avec une très-légère modification pour le 


cas où certains des coefficients c, , €, , ... , 04, ... Seraient imaginaires: 
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gn (« — Ay wee (« = r3 
g q 


(2) = ae 





(p trés-grand, 1° a q), 


PF(z)-—f(x)-Ef'(xr)-E..., 


on aura 
9) ^ F(o) — F(a) + e [Tree 


Donnant dans cette formule à « les valeurs o = 6,,@ 
et additionnant les égalités obtenues en les multipliant par € 


0) 18.3 „025 ny 


4 P . 
on a, e étant supposé racine de 


) 


Oa 


(4) Sin ate Fl Wa Ga nr en ul oa E 
Zee Ho) X. L(G, + Yo ( M Lio qim = 5. „e” F(o) 


nal 


Pour r — 0, f(x) et ses p— 2 17^ dérivées s'annulent; les autres, 


: : 5 3 nap L17n 
sauf la 1°°, qui est égale à (— 1)” d , ou ITy, = Yıfa-.:Xn, Sont des 
ltiples de p divisés par q'", c. à d. de la forme “! 
multiples de p divisés par q a, d 5 qu 


Pour r = 6, € à, (a + 0), f(x) est nul ainsi que ses p— 1 1*5 dé- 
rivées; les autres sont des multiples de p divisés par une puissance de 
Des REL. e 

Ceci posé 


S e À MARIE s, mult. mult. p 
(5) Y CF (©) = AE Rs qu ) zin Yt i, qur 


Sn 


SI À, = (— BY (I), €, — ; 





n 


Désignant par 7, le p. p. c. m. de /, — 1, 4,...,6£,, on aura 


€ 
== UT el) 
T, qrPtP 


(6) Y c, F'(&,) 


avec e — cA, T,q" + mp; n étant donné, si p est assez grand pour ne 
sera #0, et |e| 2 1, d'où 


PEST 


Qq 


pas diviser ¢,A, 7,q 
n ut I 
(7) Ze,F(&,) > > 
0 


T gq"? +p—1 1 


Acta mathematica. 29. Imprimé le 8 juin 1905 38 


298 Edmond Maillet. 


D'autre part, on a encore 


n at) 
(8) > Cie J'rtare ar zer ele emm 


On pourra toujours prendre -p assez grand pour que le second membre 


solt 
I 
(9) < AT, qrete—1 s 
Soit p'— c, la plus petite des valeurs de p satisfaisant à cette condition. 


Supposons maintenant que, dans F(o), on fasse p =p’; F(o) est une 


fonction bien déterminée d, de n. Si lon suppose la série I ce” suffi- 
n+l 


samment convergente (ce qui est le cas quand c,' croit suffisamment vite 
avec a), pour que 


n+l 





» €, |< < | dc AST elle (0 fini), 


on devra avoir, d'aprés (4), (7) et (9), 





I | | . gor 
a Ont F,'| . pOn ^H 
(FQ) [qu tPA T, gute S| Oe 4.6" F(o)| + he (Dm) 


: I 
à Ont Mi = - AT Ex 
ss | & 41€ F (0) | nm AT REEL ES! 2 
ce qui est impossible dés que 
I 
—2mp,q E 


(1 I) loce? CUTS FS 


On pourra toujours choisir €,,, assez petit pour qu'il en soit ainsi, 
quel que soit g, à partir d'une certaine valeur de #, par exemple quand 
he ln 
oO, = q . 

Corollaire I. Les puissances fractionnaires positives de e ne peuvent 
étre racines des équations (1). 


En effet, e n'est pas racine des équations traitées plus haut; il n'est 
oy qi 
dès lors pas racine des équations obtenues en remplaçant x par y‘ ; e' n'est 


done pas racine des premières équations. 
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Nous croyons utile de donner un exemple précis d'application de ce 
théoréme. | 


a ^ « 
Prenons c, Ey Ga étant un entier tel que 


n 





a,|<A (A fini) et ¢, 
Giant divisible par 4, 45-3, .--, 5, 1 b: on a 7. =t. Posons @, — In 


(| entier donné), p — (n + 1)"*? (y entier > 2): pour une infinité de va- 
leurs de 4, p ne divise pas 


CR EU | = | eU (|n)^£, g^ |, 


(12) t,=(|n)*, ^ (A, entier). 


D'aprés (8) et (9) on prendra 


in 
= f En N BOT) ng I 
sam Es s k= Eel) 
ce qui a lieu, a fortiori, si 


in 











CL LAMENTA. ee tr 
pt (tan) G) ( DNE. AO 
(2) Vane . Ve (In t7. Ne pin) 
e 
puisque p —/», quand » est assez grand. 
Or 
p (n : 1} EU I ee n+l 
eNIlnyt! —— e*Inyrt! c? ) i 
et 
Akp 4kpe?r I 





2 B waere = ne—ly pn 1) ? 
(gen) CH C 
ear 4 kpe” < Q20*0». 


Pour que (9) ait lieu il suffit finalement 


ne} p(n+1) 
te (=) 


ou, a fortiori, 


(1 2’) (Im) = t < gro) 
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ou 
pris € Bint IED +A 
ou 
nÀ, € (p — 2)(n + 1)" OT, 
Il suffira de prendre 
5 "(c ) 
(a3) A, = (p — 2)(n + 1) *?, p>2 


pour que (9) ait lieu. 
Occupons-nous maintenant de la condition (11). On a d'abord 


Hin) 


(ee ee 


I—k, 


L la 
\ 2 q 
2:0: € | SS 
— = 


n+1 


i 
gut) 
Cn1€ 








foc) 
2 o 4 « 
«ceu e ese 


dés que 
2 RE 
ff < Det, Ek < 


Garita I 
aci 2 














Gala 1 


" . Ga+] = 2 
D étant le maximum du rapport | Cette condition est toujours 


Ta 





remplie pour a>n<+1, d'après (12) et (13). (11) devient 
i(n+1) 
(14) 2 lc. s e (oO) 


gr? 





cherchons une limite supérieure de F(0). 
On a 
[œ@—Df(x)|=|r *@—G,)’...(@—G,)’], 


[|@—F(«)|<p>d [f (2)]. 
| ry pda 


|» — 0f (z)| € p: |f (2)], 


' Dans le cas ou quelques coéfficients c, seraient nuls, une inégalité de méme 


nature a lieu pour le rapport d'un terme au précédent. Notre raisonnement ne suppose 
done pas 4, + O, sauf en général. 
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fis fy, ss, f, étant des produits de la forme 
PAT. TET 
a^ (x — @,)*... (r— ay", 


avec 
Bo , B ) =: 


en nombre au plus égal à »+1ı,(n+ 1)?,..., (n 4- 1)" respectivement. Chacun 
de ces produits est d’ailleurs, pour z — o, </"?(\~)’ en valeur absolue, et 


| F(o)| |» — 0 € "(my + p(n + 1) + p*(n + 1) + 
+ pen +1} +... 
jusqu'a Ak, — np + p — 1, d'où 


(|n) p [a + PR LT 


SEES D + DT 





(15) IF 


Il suffira, d'après (14), que 


(n+) p r Nan 
tat pipe U) _ IG At 
(16) Te vl a= 1) pw+1)—!1 





) 


À étant une constante. 
D'abord 
OS) pte) onem 


(n+1) 
vgn +P le q q 


p 


p\? E 
Aq < (^) Un+1) >? 


r2 c] q”? rp 








ills 


si 


ou, puisque T E <p, si 


p 


n p 
Aq < em ) 


1 1 1 ( ! 1) 
ce qui a lieu, puisque p — (n+ 1)""*”. 


Il suffira done d’après (16), 


=i! Z4 Iny (m + 1)p]**? , 
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ou, a fortiori, 
bie > [(n SE I |n de 


ou, d'après ¢, —( L us (12) et p — (n + 1y**», 
toss > [m + 1)pré momen, 
„> (2 + 1ytp)rnt 
a(n + pee RAO (n + pesos trinm) 
2n + unter tn) 


Il suffira alors 
3 Anu 


n 
/ Saal n+ I —— WA ) 
bua — [ (v + yee = (n vas) (n + 1} CRE 


ou, a fortiori, 
(CE EME DRE) = ("+3 Jar 
e 0 


(n+ 1) 


Ceci aura lieu pourvu que 
I 3 ( 5M. \ar+2) > \u(n+1)+1,,/ ) 
= NUE 2) — 2)m + 2) Zn em) p(n + 2), 


ce qui a toujours lieu pour ? assez grand quand p> 3. 
La condition (11) est done alors remplie. 
Nous en concluons le corollaire suivant: 


Corollaire II. Les puissances entières ou fractionnaires de e ne sont 
pas racines des équations 


In 
An d 


>> T p—2 x 7 — 
0 ( | U Y 2)(n 4-1) 1) 





(l, q, entiers), a, étant un entier limité, nul ou non, des que “> 3. 
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LT. 


Les résultats précédents, comme ceux relatifs aux nombres X,’ s'étendent 
d'abord au cas des puissances négatives de e pour les équations (1), ensuite 
au cas des puissances négatives pour les équations Zc,x® — o, dont le 1* 
membre converge pour O <æ</k<1; enfin au cas des puissances positives 
ou négatives pour les équations 


convergentes dans un certain domaine, les c, et les ©, satisfaisant à cer- 


a 


taines conditions de croissance et étant rationnels. Nous nous dispen- 
serons de donner des exemples, et nous contenterons d'établir sommairement 
les théorémes généraux. 


1?. Pour le cas des puissances négatives il suffit de remarquer que 


— da 


(3) reste vrai quand a ou à, est négatif: la limite supérieure de e^ devient 
1. Toutes les inégalités ou égalités précédentes restent vraies a fortiori 
sous cette réserve. 

+ © 


2°. Considérons les équations f, — o, et soit f, = I c,e?* — o, &, étant 


de la forme 7° , q entier, y, entier positif ou négatif. On prend pour f(x) 
q / - 
f(x) a rl = à) ... (x = ay == O21) Soo (x == @_n,)|? A 


EB 
La formule (4) devient 


da 


n n n 
F(o) X c,e* = 2: c, F(G,) + XS Oe Ji f(a )e~*dx 
#1 —ni =n; 0 


= |z Cie DE ce reo. 


n+1 —(n,+1) 


Si 
A, —(— rye (TL y, avec ©, = ; 


! Journ. de Math., 1901, loc. cit. 
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on aura 





> 1 LE mp ai > mult. p 
ACh "(@,) io qon» =F qot rep ta qo toro ) 


3 


= ‚F(ö,) 


—n 


10) 


£21 








2 erm p—1 Pen 


si p est assez grand et convenablement choisi, E étant le plus petit 

commun multiple de #4, 6 ,,4,, ..., 6, 6, ..., + Le raisonnement se 

continue de la méme manière pour les puissances positives ou négatives. 
3°. Restent les équations 


e 

Poo 

0 
dont le 1” membre converge pour o<r<k<ı, et pour lesquelles nous 
ne pouvons évidemment traiter que le cas des puissances négatives. On 


raisonnera de la méme maniére; (4) devient 


— da 


(167) 2 c,e-** F(o) = EF — ©) + p er 2 f(æ)e "de, 


= — | > e e-*)F(0), 


\n+1 


avec 
OS) (ch at slm) eec 2) 


On a, en faisant r — 0, puis 


, 


(a2 0, 6, = Zu f, entier positif), 
got ) 


n 


= = + À My} mult. p 
Y ¢, F(— &,) = cl + = + > PLE 


0 g"P 








n 
>> c, F(— @,)| > >; PT 
0 1% 


qrete— 1 


si cA, T,q" ' n'est pas divisible par p 
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D'autre part 
—Wa _np+p 


> Gea 7 f(z)e *dz | < (E lc |) Tr, p. 





On pourra, quelle que soit la loi de croissance de &,, prendre p assez 


grand pour que cette expression soit plus petite que - De méme 


4T, gs ) 


on pourra prendre Oh assez erand pour que 


(17) (> ¢,e-* | F(o) a : 


nl Au grP Ep 


en prenant pour p la plus petite valeur p’ satisfaisant aux conditions pré- 
cédentes. 

Si la loi de croissance de &,,,, qui est absolument arbitraire, est alors 
choisie de facon que ces inégalités soient remplies quel que soit », pour 


n suffisamment grand, l'égalité (16’) sera impossible. 
Nous résumerons les résultats précédents dans les énoncés suivants: 


Théoréme I. Les puissances entieres ou fractionnaires de ¢ ne peuvent 


être racines d'aucune équation 


LJ 
Y OL =e 


1 . : à : f , - 
quand — croit suffisamment vite avec n, (c, rationnel, ©, = m où y, est 
Cn M 


un entier donné fonction de n et croissant, et q entier) pour un mode de 
croissance donné de 7,. 
C'est le cas quand 





I (|n yai 0600) 
Cn Ay 
s TE a ln í 
(a, entier limité, nul ou non, # > 3), ©, — — (l, q entiers). 
g 
Théoréme IL Il en est de méme pour les équations 
+» 
(18) cd" — 0 


Acta mathematica. 29. Imprimé le 9 juin 1906, 39 
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a 


(©, étant positif ou négatif et de la forme Zur Ja et q entiers), pourvu 
Ji - 


I 


que — croisse suffisamment vite avec |«|, quand a est positif ou négatif, 
Ge : 


et que le mode de croissance de y, est donné. 


Théorème III. Les puissances négatives rationnelles de e ne sont pas 
racines des équations 


(19) Ze x" = Oo 


dont le 1" membre converge pour o<xr<k<ı, quand o, croit suffi- 
samment vite avec n, pour un mode de variation donné des c,. 


qe 
Lemme I. Sot 
(1) ec," = D{x) = 0 
0 
une équation transcendante dont le 1 membre converge dans tout le plan 


(©, , Z, entier. On pourra toujours, quel que soit », supposer la 


loi de décroissance des c, assez rapide pour que toute racine de 


(20) Ya SSG) 0 
diffère d'aussi peu qu'on veut d'une racine de (1), et pour que Q,(x)—0 
n'ait que des racines distinctes. 
En effet, soit x, une racine de $,(x)— 0. Ona 
P(x) = O,(x) + V (x). 


J'(x) est une série convergente, et, x, étant limité en fonction de », on 
pourra toujours prendre c,,, assez petit pour que #'(x,)<e&,,:. 
Or 
(2) = Vx) 
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(x) prend’ dans le voisinage de x — zr, toutes les valeurs voisines de 
D(x,). On aura 


(21) O(2) — O(a,) = (x-— x) 





si O (x) est la 1"* des dérivées de (x) qui ne sannule pas pour z = z,. 
On peut toujours prendre & assez petit pour que, si |x — 2, | <E 


— » Y DE) 
(22) | O(2)— O(z,)|>|- = “=n 





En effet, si f(z) est monodrome aux environs du point z, et / — 2 — 2, 


on a? 


a I E py 
u | @ — 2,*1(s — a, =p! de, 





f(z) = f(2,) + 


et le dernier terme a son module 


E CE models 
— REFI(R — mod 2) 


Nous supposons ici f'(z)—...—f*(2)—90; N est prise le long d'un 
cC 
cercle de rayon À ayant z, pour centre, M est le maximum de f(z) à l'in- 
térieur de ce cercle (et sur ce cercle). 
Appliquant ceci à (21), on a 


dX.) M(z — x, )*t! 


D(x) — d(x,) = (x — x, )*— js 1/ + 8, Rey — mod (e = 2)’ 








R étant une quantité réelle que nous prendrons > 2|x— z,|. Il suffira 
dés lors, pour que (22) ait lieu 


Mx). 4M [a — z, 


EN Tel sone re 
dO e) REF? 
(23) Iz—2,|x- |F 4m’ 





1 D'aprés un théorème de Weierstrass (PrcARD, Traité d'analyse, t. LMP Zar). 
2 V. Jorpan, Cours lithographié de l'Ecole Polytechnique, 1*?* division, 


par exemple. 


308 Edmond Maillet. 


M étant le maximum de (zr) à l’intérieur d'un cercle de rayon À ayant 
le point x, comme centre dans le plan des z. 

Pour une valeur de A donnée, 4,(x) a une limite supérieure M’ 
dans le cercle en question, et l'on peut toujours prendre c,,, assez petit 


pour que M’>2|¥(a)| dans ce cercle. M est «iw, et il suffit pour 


que (22) et (23) aient lieu: 


: 0° (x) pira 
(23^) TE ew 2|rz— 2]. 
Or 
(24) O(x,) = dO(x,) + VO(z.). 


Soit O(a) la 1 des dérivées de Q,(x) qui ne s'annule pas pour 


zr — r,: on peut supposer, si c, est assez petit par rapport à c, ,, k — t. 


En effet, si non, ®,(x) aura une racine commune avec sa dérivée. Or 


ZA Zn 


DAT) = CF CLEO EC 
S 
Posant y —4*, on a 


®, (2) = g.(y) = 6 + e^ +... + 6^, 
1 
et ¢,(y) a en commun avec sa dérivée gi(y) la racine y, — v1, car 
$;(x)-— g,(y)y’ (on suppose x, + 0). 
On en conclut que le résultant des 2 équations 
e.) == Es zm 0.03 SF HC 
49.) — Wes) = ach Ya da) us are 


doit être nul. Or ce résultant est, sous la forme de SYLvEster, apres 
suppression du facteur y^"! dans e;(y), 





C t Levin. AGE O 
Poe | HG y 4 
lignes | o A65 *jefs!'a e e aie, ahiejalie.e Job ue te 
Xn v | XnCo neu. (Xn —»J^ i Fe 
lignes |! 1 
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c, entre dans A à la puissance y, , et son coefficient est 





ps Vo eG ee NL d | 
"^ | Oo : Un Co ao 5. "ur 
a | X^ GAG ue 
Los EE Se Pe 


On en conclura 


A — (y. S Que) + Ae +... $A, = 


Or, quand « 


Ca y Cray +++) Cy et les y, sont donnés, cette équation en 
c, a comme limite inférieure du module de ses racines une certaine fonc- 
tion F, de »; on peut toujours supposer ie plus petit que F,. En 
d'autres termes on peut toujours supposer la loi de décroissance des céffi- 
cients assez rapide pour que les équations $,(r)— Oo n'aient que des racines 
simples, c. à d. pour que k, = 1. 

Ceci posé, on pourra supposer encore c,,, assez petit pour que 


| (n) | & 6| 72.) |, 


0 étant une fraction Es Alors @(x,) = o, d'après (24), et, puisque 


0$, (2) E O, 





N Az is . c — € (Gn) — 2s ) 
(a5) |) tía) |» Aller — Ql. ic la 


d'aprés (22), car 
dx) 2 |(1 — 6) 4; (v) |. 


L'inégalité (25) a lieu dés que ¢,,, est assez petit et que (23’) a lieu. 
Supposons æ assez grand et c,,, assez petit pour que 


^ qa æ,)®,(æ,) À 
"s irse ete t 
D'aprés (25) et (26), soit M, le point représentatif. de M, 


u, = O(x,) — V(z,) dans le plan des u, si d(z) —w. Le 
module de 4(x)— @(x,) a une limite inférieure À indé- 9 
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pendante de c,,,; on pourra toujours prendre c,,, assez petit pour que 
A> 20M,; il suffira de ne donner à x que des valeurs telles que 


(e — 2,) 0; (2, 


) E 2 | (2,)], 




















4 
ou 
8 Vz ) 
5 c—2.\>|——— 
(27) [+ 12 ®,(x,) |? 
ce qui est possible, en prenant ¢,,,; assez petit pour que, d’après (23°) 
v 16 ¥(x,) 
> DATA EE EE 
(29) COTE 0, (o) 








Alors le module de (x) est toujours > OM,.' D'après le théo- 
rème précité de WEIERSTRASS complété par nous, les valeurs que prend 
D(x)— M(x,) quand x varie aux environs de x, comprennent toutes les 
valeurs représentées par les points situés à l'intérieur d'un cercle C, de 
rayon À et de centre M, dans le plan des w, en particulier l'origine pour 
laquelle ® a la valeur o, et les valeurs x correspondant à (27) et (23) 
donnent des points dont aucun n'est situé à l'intérieur de C. 

D'après (27) la valeur z' correspondante pour laquelle (z') =o est 
telle que 
847(ov,) 
®,(æ,) 


, 


) 


—a|x 


| « 








|x| diffère de |a,| d'une quantité qui tend vers o avec 6,4. 


coc Diets 
On peut établir un lemme réciproque: 


Lemme II. Tout étant posé comme au lemme I, on pourra toujours, 


quel que soit », supposer la loi de décroissance des c, assez rapide pour 











' On peut encore conclure élégamment comme il suit en employant la terminologie 
de notre communication (Acad. Sc. Paris) du 3 mars 1902: une ligne de modules mi- 
nima décroissants issue de a, dans le plan des x ne peut sortir du cercle de centre z, 
et de rayon déterminé par (27), puisque sur ce cercle tous les modules de ((z) sont 
supérieurs à celui de (x). Par conséquent il y a un zéro de M(x) à l'intérieur de 
ce cercle. Voir encore J. Ec. Polyt., 1903, p. 75—95. 

Nous indiquons plus loin d'autres applications des lemmes I et II. 
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= 
= 


qu'à toute racine € de @=o de module inférieur au double de la limite 
supérieure du module des racines de 4, — o corresponde une racine V, 
de 9$, — o, la différence $—a, ayant un module y, petit arbitraire, et 
pour que @=o nait que des racines distinctes: 7, pourra être pris 
d'autant plus petit que c,,, sera plus petit par rapport à c,.' 


n° 


En effet, on a 
$(5) = @,(é) + V,(£) — o. 


Soient 2,, $,, ..., 2, les racines de ®,(x); n étant donné, ainsi que 
Coy €i, +++, €,, elles sont parfaitement déterminées. Par conséquent si l'on 
considére toutes les valeurs de r autres que celles comprises à l'intérieur de 
cercles de rayon x, ayant 7,,7,,... comme centres, pour ces valeurs ®,(x) a 
une limite inférieure L, parfaitement déterminée pour toute valeur de 7,. 

Pour toute valeur £ de = non comprise à l'intérieur de ces cercles 
on ne peut avoir ®(£) —o que si | 5 (EM est supérieur à la limite en 
question: ces racines ¢, se divisent alors en 2 catégories: celles où [&, | est 
inférieur au double de la limite supérieure du module des racines de 
®,(x) — o, et les autres. 


Pour les premières 
an |£ ^ & Jon 
APE IE as 
On peut assigner à | ¥,(é,)| une limite supérieure aussi petite 4, qu'on 
veut pourvu que |c,,,| soit assez petit, c. à. d. telle que 4,< L,, ce qui 


est impossible. 
On peut également supposer les racines de (x) =o distinctes, si le 





mode de décroissance des |¢,| est suffisamment rapide. En effet, si non, 


soit $(£)— 0o, 4'(5)— 0: il y a une racine x, de @,(x) — o telle que 
|x, — &| « 7, et une z; de (x) telle que [z' —2|<n,. Or 6,6, ..., 6. 
étant donnés, on peut prendre ¢,,, assez petit pour que 7, +7, <7%,, 
7, étant aussi petit qu'on veut. Or |z;— z,| € *, +, est limité in- 
férieurement en fonction de 6(4,6,,...,6,, ce qui est contradictoire avec 
ce qui précède. 

Par suite, si le mode de décroissance des |¢,| est suffisamment rapide, 





Q(r)— Oo n'a que des racines distinctes. Cu ei de 





Quand 7, est assez petit, à chaque racine de (D,(x)-— © en correspond une, 


et une seule de @(x) = O. 
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Ceci posé, nous allons établir ce théorème: 
Théorème. Soit 

e 
De Oo 
0 


une équation transcendante dont le 1* membre est convergent (©, = LE Ya = 
: q^ 


entier croissant, q et y, entiers positifs). On pourra toujours, les y, étant 
donnés ainsi que q, supposer la loi de décroissance des coéfficients c, assez 
rapide pour que z ne puisse en étre racine. 


En effet, on sait que MM. LiNDEMANN, et, aprés lui, MM. Gorpay, 
Hicserr, Hurwirz, RovcHÉ! ont établi que e n'était pas racine d'une 
équation algébrique à coéfficients entiers quand ¢ était algébrique, par suite 
que z n'était pas algébrique. On peut alors chercher à étendre les résultats 
des paragraphes précédents aux nombres €, où € est un nombre algébrique 
ou racine d'une des équations (1), (18) ou (19). Nous nous contenterons 
d'établir, à titre d'exemple, le théorème pour x ou iz; il nous suffira de 
modifier tréslégérement la méthode de M. HirnszEmr. 

Supposons que /z soit racine d'une équation 

e 


(1) eo — o. 


a 
0 


On pourra toujours prendre 





CA E assez petit pour que les racines de 


n 
(29) Tec" =o 
0 


différent d'aussi peu qu'on veut d'autant de racines correspondantes de (1), 
: ; : ^ 5 
dont iz. Soient a,,..., 4, les À, racines de (29): nous formons 


(1 + et) + e)... (1 He) = rper... en 


quand 6,,, est assez petit sans que # varie, il y a une des racines a, a, 


par exemple, qui est trés voisine de iz, d'aprés l'hypothése et les 2 lemmes 


* V. Math. Ann. t. 43, 1893, p. 216, 220, 222 et Roucé, Traité de Géométrie. 
* Nous eonservons autant que possible les notations et la démonstration de M. Hır.- 


BERT, à laquelle il conviendra de se reporter. 
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précédents, et ¢, est aussi petit qu'on veut. /4,..., f, sont racines d'une 


=n 


équation algébrique de degré M a coefficients entiers 


f(a) = b2¥ 42), - 6, = 0} 


b,..:, by ne dépendant que de «, ..., c,. 
On formera alors 


(30) f Ist) * e7dz(a +e+...+ ex) = f e.t Lo (e) ede, 


où o est un nombre entier positif, et g(z) = b"f(z), et l'on sera encore 
conduit, en posant 
P,=afperf[+...tef, 
0 Ef Bu 
B B» 


aux relations 


ap M pert (mod p+ 1), 


| 
Il 


p pP’ 


x= (e Lu 


ee 


fi... Ba diffèrent d’aussi peu qu'on veut de fonetions bien de- 
terminées de a,,...,a,, et leur valeur est limitée en fonction de », 
65,61, ..., €. Il en est de méme de 5,, ..., by, par suite de x, ket K. 


D'autre part, le second membre de (30) est égal à 


oo 


len] / = Le. Lem ton? + mult. (o + 1), 


et (30) devient 
(31) | at bgt? + mult. (p + 1)| + xK* 
e,| pp uer + mult. (o a 1). 


Acta mathematica. 29. Imprimé le 21 juin 1905. 40 
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Ceci posé, 9», ¢,, ¢,,---, €, étant donnés, choisissons p assez grand 


pour que abby soit 1° à 0 + 1, et p suffisamment grand pour que 
xKe 


5 


I 
« - 
4 








| a5" * " 14 mult. (o + 1)| est un entier + o, et le 1* membre de (31) 


est zn 2). Donnant alors à o une valeur limitée en fonction de n et 
satisfaisant aux conditions ci-dessus, on pourra toujours prendre €,,,, par 


suite e, assez petit pour que le second membre de (31) soit — ai p). L’éga- 


lité (31) est alors impossible, et nous obtenons le théorème annoncé. 


V. 


Le véritable caractére des théorémes qui précédent est surtout qu'ils 
donnent un moyen de calculer une limite supérieure de ¢,,, en fonction 
dey ness CCE 
peuvent être regardés comme des cas particuliers, ou, plus exactement, des 


.,€,, de facon que les théorèmes énoncés aient lieu. Ils 


corollaires de théorèmes beaucoup plus généraux, mais dont l'application 
conduit aux mêmes raisonnements lorsqu'on veut déterminer la limite en 
question. 

On peut établir, à titre d'exemple, la propriété générale suivante: 


Théorème I. Soient ¢ 


lass ty yg, --- des entiers fonctions don- 


z ple a . . 
nées de n telles que la série Ye soit convergente quels que soient les 


"n 
rear, quand\a ar E a ee 
ont une limite supérieure finie A. Etant donné un nombre £ quelconque 
1) f 
aucun nombre fonction algébrique à coéfficients entiers de X n'est racine 


entiers positifs ou négatifs a, , a 


non algébrique,! si 4 ,4,,...,1,,... eroissent suffisamment vite avec 7, 


oo 


; ü 
d'une des équations > n m" — o 
n 


Nous verrons plus loin (p. 326) qu'une propriété analogue a lieu quand € est 
algébrique. 


2 M , . . 
Si l’on se place au point de vue de la théorie des ensembles de M. Canror, 


on remarquera que ce théoréme et tous les théorémes précédents s'appliquent à un en- 
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En effet, considérons l'ensemble de celles de ces équations pour les- 
n 


a 
quelles |a,|, |a,], .... |a, | € A, et les valeurs correspondantes de VUE x 


n 


n 


quand on donne à z toutes les valeurs possibles non algébriques racines des 
équations algébriques de degré « 4 dont les coefficients sont des polynomes 
en € à coéfficients entiers, de degré < 9, les coefficients entiers dans chaque 


polynome ne dépassant pas é,. Ces valeurs sont en nombre limité; il en est 


n 
5 a à 
par suite de même des valeurs correspondantes de mod. > = x", et celles-ci 
— 
0 n 
possèdent une limite inférieure fonction de n, 4, d, 9 et ö,, e(n, A. d, 9, 4,), 
i r3: 
prenne pour ¢ une fonction non croissante de 4,d,0,¢0 


étant supposés donnés. On peut toujours supposer que l'on 


n 
et l'on pourra 
écrire pour n assez grand, si l'on prend 4,d,0,06, <n, 


g(n, A,d,0,0,)) 2 e(n,n,n,n,n) d(n). 


oo 
d . x a 
est suffisamment petit par rapport a (7), 7 In 10 
n 0 n 


= a 
Si done —*** 
est impossible pour toutes les valeurs en question. 

Dès lors pour un mode de croissance suffisamment rapide de ¢,, l'équa- 


oo 


. a . : ope se 
tion ) LT =o ne peut avoir pour racines les valeurs x satisfaisant aux 


0 n 


conditions précitées, quels que soient 4, d, 9, 0,. On peut en effet trouver 
toujours une valeur de x suffisamment grande pour que le raisonnement 


précédent soit applicable. cuo quede 


Remarque I. Une propriété semblable a lieu, quand on considère non 
plus les fonctions algébriques (à coéfficients entiers) d'un seul nombre £, 
mais l'ensemble des fonctions algébriques (à coëfficients entiers) d'un nombre 
limité de nombres £,...,6 non algébriques. Le raisonnement est le 
méme. 


semble dénombrable (que nous appellerons ensemble D) de nombres; au contraire, les 
théorémes relatifs aux nombres X s'appliquent à un ensemble de nombres ayant la 
puissance du continu (que nous appellerons ensemble C). Nous verrons plus loin qu'on 
peut établir des propriétés de méme nature pour une infinité d'ensembles C analogues 


à celui des nombres X. 
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Remarque II. Quand on précise la nature du nombre £, on peut 
appliquer pour la détermination de la limite supérieure de c,,; des principes 
tout semblables à ceux qui nous ont servi dans les 4 premier paragraphes. 


r 


Nous citerons à titre d'exemple l'ensemble des nombres m + pe? , 


‘m=, ps fs prenant toutes les valeurs rationnelles possibles. 
1 d Le 
Considérons l'équation 
2e 
(32) ou" = Oo. 


r 


Si m-Fpe* en est racine quand 7,7,,7,, q,4q,, 4 sont < À en 


valeur absolue, on aura 


oc f r\la 
> Ca m aet) — yo: 
0 


E 
Soit e? =e; considérons 


n In r 
Y c,(m + pe)" = d, + de +... + de" = 25 de. 
0 


On aura, d’après (3) 
in In 


Y^ Fo) = LaF a") + Yan freed 


oo 


= — Le,(m + pe)" F(o). 


n+1 


ry rin |^ 
e [«—7] [e] 
=" ue ION "Unus gue M 


F(a) = f(x) + f'(z) +... 


On prendra ici 


) 


La marche à suivre est dés lors la méme que dans le cas où m — o, 


p- 1. Il en résulte que pour 


Cn41 « e(A ) Co » € ecu ew) Cn) 
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l'équation (32) est impossible: elle le sera a fortiori si ¢,,, < O(N, Co, Cisne, GD 
pour » assez grand, ce qui est toujours possible; £ est une fonction que 
les formules précédentes permettent de déterminer. On en déduira que, 
pour un mode de décroissance suffisamment rapide de ¢,, aucun des nombres 


r 


m + pe’ n'est racine de (32) quel que soit A. 


Ce qui précède ne donne, pour chaque nombre ¢ non algébrique, 
wun ensemble D de nombres qui ne sont pas racines d'équations de la 
q 


oo 


forme Xc,z" — o. Mais on peut établir pour tout nombre €, algébrique 
0 


ou non, l'existence d'une infinitó d'ensembles C jouissant de propriétés 
analogues: nous avons déjà indiqué ce théorème dans le cas où € est un 
nombre entier ordinaire" (nombres X). Nous allons voir que la méme 
propriété a lieu quand ¢ est algébrique ou transcendant. 

Soit Y un nombre quelconque, € un autre nombre > 1, X, la partie 
entiére de Y; on pourra écrire 


Y=X,+6,, er «p 


Posons 
ls & = ler TA 
6 rS Ss Ge, enter <=; 
> 
on aura 
a, + es a A 
EL M ee Mons 


Finalement on mettra Y d’une seule maniére sous la forme 


PN Mes 





* loc. citat. 
* Tl en résulte en particulier que tout nombre 


” 
x 


non algébrique satisfait à une 
infinité d'équations transcendantes à coéfficients rationnels. Mais, pour © > I ces équa- 
tions présentent un point singulier essentiel à l'origine. Pour ¢< 1, il faudrait poser 


—— et on aurait un développement analogue: C est alors effectivement racine d'une 


e 


infinité d'équations A, + A,z +...+ A," +...— O à coefficients rationnels ou entiers. 


hoe 
> 
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on aura 
Cia SG: a, € E(C), 


Pet) LEE = - ní = 
£26 — 0; c ESSO a SS BAG), 


On arrive ainsi à représenter tout nombre dans un systeme de nume- 
ration de base quelconque non entière, et l'on peut se proposer de voir si 
lon ne peut obtenir pour ce systéme des théorémes analogues à ceux que 
nous avons obtenus pour les nombres X. 

Considérons l'ensemble des nombres 


Fr - a, 41 
(33) Pres où ne er 
. on z °° ^ 
4, s, %,... pouvant avoir toutes les valeurs entières positives ou néga- 


tives « E(C) en valeur absolue. Quels que soient ¢,,..., d; , ..., eet 
ensemble a la puissance du continu: c'est un ensemble C. 
Prenons alors une équation 
A 
(34) Ze,x” =o 
i oo 
algébrique ou transcendante (@, entier). Peut-on avoir Ic, Ye 02 Nous 


poserons 





l eo L 
dy ay db 
VD ee the eae 
Oran i+1 I+1 


et il faudra 


> ©. wy ; æ |, & © © \ Wa 
o= 6 etd > E EN. + (A+ à) + cal Ai + zw 
4-1 EY n+1 N L4-1 
ce qui peut s'écrire 
oo co © « Wa 
(35) O=% +oAme+...+¢,47 + BX + XEG A+ Z) 
141 ntl \ I+1 
¢ etant donné, ainsi que DESC MI Asian pe Ho oae 


sont limités en fonction de d, et i», quels que soient @,,..., a, et X,< 4. 
On pourra alors toujours prendre c,,, assez petit t d,,, assez grand pour 


Voir par ex. Boren, Leçons sur la théorie des fonctions, p. 32. 
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© \ Ga 


que B + Y el A, + >) « $,,;, Enr étant aussi petit qu'on veut. On 
T n+ \ 


+1/ 
devra done avoir 


(36) ME le +¢A*+t...te, Aÿ”)| SIEHE 


Ceci posé, si C est algébrique le 1° membre pourra parfaitement 
s'annuler. Mais s'il n'est pas algébrique, il en est différemment: soit donc 


£ transcendant. 
1°. Supposons que 6,,, = 6,,5 — ... — O, €. à. d. que (34) soit une 
équation algébrique: 6j, 6,,..., c, sont des entiers que l'on peut supposer 


Xd. Le 1" membre M,, de (36), pour toute valeur donnée de f, est 
limité inférieurement en fonction de d, », d. On aura 


M, 2 ed, ne d, 3 A), 


c, étant une fonction de A,d,n,d, qu'on peut toujours supposer non 
croissante. 
Si l'on prend /2 4, 1>d,1>n, on aura a fortiori 


M,,> e(l, b dr, D. 


Prenant alors d,,, assez grand pour que 
En, < eit ) I , d, ) D 


quand n</, ee qui est toujours possible, on voit que (36) est impossible. 

Par eonséquent on peut toujours trouver un mode de croissance assez 
rapide des d, pour que, à partir d'une certaine valeur de /, quelles que 
soient l'équation algébrique (34) et la valeur X,, (36) soit impossible. 
Y ne peut alors étre racine d’aucune équation algébrique. 


2°. Supposons que (34) soit une équation transcendante, et prenons 


a Ay ° 
Co = lg; Cp i ag nr eae eee (a; entier). 
"1 n 
Posons |a|,|«]|,.... |e, | & A (A entier donné. Pour toutes les 
valeurs de 4,,...,4, satisfaisant à cette condition, quand ¢,,...,¢, sont 


donnés, on peut encore assigner, quand ¢ est donné et non algébrique, 
une limite inférieure de M,, en fonction de A,/ et n, 


M, > ¢o(A Era 
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c, n'étant pas une fonction croissante de A,n,!. Si lon prend par 


exemple n=1> A, on aura 
Min 2 es(n,m, n). 


On pourra toujours prendre d;,, et (,1,[,,, assez grands pour que 


Enn « €,(n, N,N), et (36) sera alors impossible. Si le mode de croissance 
des f, et d, est suffisamment rapide, il y aura impossibilité quel que 
soit A. 


49 


3*. Supposons encore que (34) soit une équation transcendante: pour 
E 
. EN P r * 
les valeurs particulières de ¢ de la forme e, ou e? (- rationnel) ou 7, on 
5 


pourra encore probablement trouver des limites inférieures précises de @,,; 
et £,,, par les mêmes procédés que ceux employés par nous dans l'extension 
des démonstrations de MM. Hunwrrz et HirBERT. Nous n'insistons pas. 
Il nous reste à considérer le cas où $ est algébrique. 
1°. Si (34) est une équation algébrique f(x) — o, qu'on peut supposer 
irréductible, on a aux environs d'une racine [f'(x)| < M. Si Y — A, 4 e, 
est une racine, f(A, + ¢,) = 0 = f(A,) + Ey 


’ 


(A A 
jer] =|? | > ae 
M et k étant finis. 

D'abord on peut supposer f(A,) + o: en effet le module de la diffé- 
rence entre 2 racines de f(x) —o est limité inférieurement en fonction 
du degré n de f(x) et de d, si tous les coëfficients de f(x) sont «d; 
il suffira de prendre 


d'in > x, d), 


our que f(4,)+ 0. Alors — A) est limité inférieurement en fonetion de 
] | 1 E 


n,d,!, et |s,| aussi: par suite on voit que, quelle que soit l'équation 
algébrique irréduetible à coéfficients entiers considérée, si le mode de crois- 
sance de d, est suffisamment rapide il y aura toujours une valeur de / 
pour laquelle notre raisonnement sera applicable, et Y ne sera pas algébrique. 
2?. Si (34) est une équation transcendante, pour toute valeur de 
A, M,, ou M,,,, est +0. Le raisonnement qui nous a servi pour le 
X est transcendant est à peu prés applicable. On aura 
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soit - |'e,,,| > M, 


n,l > On, ) si M, + os 


n,l 


soit [exl > M2 uaa SI ML, à 0. 


d : I 5 : d 
Si le mode de croissance des — et des 4» est suffisamment rapide, on voit 


Cn 
successivement que ces 2 inégalités sont impossibles. 
Les résultats ci-dessus peuvent étre résumés comme il suit: 


Théorème. Soit 


di 


Pekin pires Schere me 





(|a |; MU eat ... entiers < Æ(£)) un nombre exprimé dans le système de 
numération de base € ( 





e|» 1), algébrique ou non, et 


(34) De," = o, (©, entier), 


0 


une équation algébrique ou transcendante: f étant donné, pour un mode de 

croissance suffisamment rapide de d, avec /; 1°, Y ne peut être algébrique; 

5 3 d. Ay SER TEE 

Go Ce en (ars 25|8|52, enters: Ti- 
n 

mités quelconques), } ne peut être racine de (34) quand f, croît suffisam- 


ment vite avec n. 


Remarque. 11 est bien évident que si, au lieu d'un nombre transcendant 


- 


& on considère k nombres €, ¢ c 


&,6,...,6, on pourra encore montrer par 
les mêmes procédés qu'aucun des nombres Y correspondant à &,6,...,& 


co 


1 ^ : 3 Qn an 
ne peut étre solution d'une équation algébrique ou de De 7% "— 0, quand 


n 
d, et f, croissent suffisamment vite avec / et n. Dans le eas partieulier 
OG e ann, e seralent liés. par certaines relations, par exemple si ce 
sont des puissances rationnelles de ¢, ou des fonctions algébriques à coéffi- 
cients entiers de €, on pourra aller un peu plus loin. Supposons par 
exemple que &,..., & soient l'ensemble des racines des équations algé- 
briques de degró <d dont les coéfficients sont des polynomes à coéfficients 
entiers en € de degré «2, les coéfficients de chaque polynome ne dé- 
passant pas ó, en valeur absolue: A est limité en fonction de d, 9, 9. 
Les limites inférieures de ¢,,, et #,,, sont fonctions non décroissantes de 


Acta mathemalica. 29. Imprimé le 26 juin 1905. 41 
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d, 3 et 6,; pour l et n assez grands avec n=l, par exemple, on pourra 
prendre comme limite inférieure une fonction de n seul. On pourra done 
encore trouver un mode de croissance suffisamment rapide de d, et f, 
pour que le théoréme précédent reste vrai quand ¢ est un quelconque des 
nombres fonctions algébriques de ¢. Done 


Corollaire. Le théorème précédent reste vrai pour l'ensemble des 
nombres Y obtenus en donnant à € toutes les valeurs des fonctions algé- 
briques d'un méme nombre €. 


Il existe ainsi des nombres, les racines des équations algébriques ou des 


co 


équations 2c,27 — o (le mode de croissance des ài, étant donné et c, 
0 


croissant assez vite avec 7), qui, mis sous la forme 
sy; Ga, a 


X, entier, |a], ..., Ja,|,-..<|¢| ne peuvent jamais présenter un mode 
de croissance des d, qui soit trop rapide, quand on prend successive- 
ment pour € toutes les valeurs des fonctions algébriques d'un méme nombre 
transcendant $ arbitraire, mais donné. 


NA. 


Nous avons rencontré au $ IV une propriété algébrique des équations 


eo 
transcendantes &c,2” — o. Nous ne croyons pas inutile! d'étudier à ce 
= à 


point de vue quelques propriétés algébriques de ces équations et de montrer 


qu'elles forment un cas limite très-voisin de celui des équations algé- 


ES 


Nous nous contentons d'établir les propriétés relatives à Vox = 0.- Ona 
0 


pour les équations (18), (19) et plus généralement 


oo o0 0 oo E 
N^ dg NS Ca Ca 

Cac 2 + rg: vie le 4- — ES a£) 
=" em a e (a Bx) 


des résultats tout-A-fait analogues. Nous y reviendrons ultérieurement. (Voir Bull. 
Soc. Math, 1902, loc. cit.) 
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briques, en particulier des équations binómes. Les résultats précédents, 
joints à ceux de LIOUVILLE et à ceux que nous avons obtenus dans une 
note antérieure déjà citée, l'établissent amplement au point de vue arith- 
métique. 

Nous allons d'abord établir le théorème suivant: 


Théoréme I. Soit l'équation transcendante 
Dix) = Xc,2"—0 (a, — ,Q, Xy. entiers), 
0 


les c, décroissant suffisamment vite quand les ©, sont donnés. Si les c, 
sont tous réels et si f,(r) — O a 2p racines imaginaires et &,q — 2p racines 
réelles, D(x) =O a 2p racines imaginaires et @,q— 2p racines réelles cor- 
respondantes distinctes. 


Nous savons déjà que les racines de ®(x) dont le module ne dépasse 
pas le double de la limite supérieure du module des racines de @,(a”) — o 
diffèrent de racines correspondantes de $,(r)— Oo d'aussi peu qu'on veut, 





et réciproquement pourvu que | soit suffisamment petit par rapport à c,. 

Soit à + fj une racine imaginaire de ®(x): quand |c,,,| tend vers o, 
a + i tend vers une racine a+ bj de ®,(x). Si b= o, on a évidemment, 
quand |c,,,| suffisamment petit, g-- o. Si b=o, il y aura 2 racines 
a+ fi et a — fi tendant vers a: alors O(a + fr) — O(a— fi) est nul, et, 
quand # tend vers o il en résulte (a) = ®,(a) — o contrairement à ce 





quon a vu. Donc une racine imaginaire de (rz) ne peut correspondre 
qu'à une racine imaginaire de Q,(r) Il y a réciprocité, car soit a une 
racine réelle de (cr); quand c,,, tend vers o elle a évidemment pour 
limite une racine réelle de ®,(x). 

Le nombre des racines de ®,(x) étant évidemment @,q, le théorème 


en résulte immédiatement. 


Les équations d(r)— 0, que nous appellerons des équations pseudo- ou 
quasialgébriques, peuvent done être étudiées au point de vue du nombre 


de leurs racines réelles comme les équations algébriques. Dans ce but 
TP m S HT pe pite canet) Log 
nous considérerons seulement le cas où &, est entier, le cas où &, = m s'en 


déduisant facilement, et nous établirons d'abord le lemme suivant: 
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Lemme.  L'équation ®,(x) = o, où les c, sont réels, a les ©, — 6», ; 


. m x E \ Lu L E 
racines CAO + €) j u + 65) yi irs am ere à (1 + ex au 5113! Sale $51 SUE T URCI 
étant les racines..de cat th. 6,2470; 8,5 eg ea, tendant.vers 


o quand c, tend vers 0, 6,,0,,0,,..., Ga étant, donnés. Les:racines 


correspondantes de (x) =o sont de la méme forme. 


En effet, soit 
Oe Ei + Cn Sl O, 


Q — d. [Er Re cree (raue era 
= e E" (a.c + Che +...) eb Ge + OL +...) 
AC (o JE ad 

EG, 4 — Dp) GAO 4. ehe a PA e us Eee egt pu 


A ne dépend que de &,, 5, , et ¢ et reste fini quand € tend vers zéro. 
Cette équation donne alors 


Chilo Gen 2(1 + Sig ise 


E + @n_1)Cn— Een ES EOS 1 gün- 1A 





et est satisfaite par une valeur de ¢ qui tend vers o quand c, tend vers 
O, car & croit alors indéfiniment et &,_, > 6, ,. 
Il n'y a plus qu'à appliquer les lemmes du § IV. 


On en conclut de suite le théoréme suivant: 


Théorème II. Soit l'équation 


D(x) = Zen” 0 


où ©, est entier: si le mode de décroissance des c, est suffisamment rapide, 
on obtiendra le nombre des racines réelles ou imaginaires de (r7) — 0 
qui correspondent à celles de ®,(x) — o, et méme une valeur approchée 
de ces racines en déterminant celui des équations binómes ! 


; £On—On-1 3, = = On On—2 à es, 
Cas AP 6e = 0} ENS + C,_. = 9, NN Y 


' On a ici un exemple net, duns un cas limite, de l'influence de la croissance des 
coéfficients d'une fonction entière sur la croissance des racines, 
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et les racines réelles ou imaginaires de ces équations: à chacune de ces 
dernières correspond une racine de M(x) qui est en méme temps réelle ou 
imaginaire. 

En effet, soit € = p(cosg + ising) une racine imaginaire de 


On— Onl A 108. 
CX = Cn—1 BC) 





On a 
kr A à ka 
eos = cos— EE, sing = sin ——— ——, 
On — ni On — On—1 


k “étant un entier pair ou impair suivant le signe de c,c, ;. Pour une 
valeur donnée de » et de &,, cose et sing sont finis et £(1 + &) est 


n) 


imaginaire avec € quand €, est suffisamment petit. Si & est réel, £(1 +) 








a son module compris entre i et k& (k fini > 1, et voisin de 1). . D'autre 
part, si 6,60, ,« O, il y a une racine réelle quand ©, — i», , est impair, 
Oy—On-1 — Cn_1 3 = E S. On— (Du-1 — C41 T 
; il y en a 2 quand @,—G@,_, est pair, + NOU Si 
Cn 14 n 
1 5 N NUN = b A On~ On-1 7, = 
€,C, 12 O il n'y en a qu'une, si ©, — @,_, est impair, on 
n 


Ors. i> 1, 


0,(7) LI es + Cn 1 () + D 


I Züm-2 


Fey IE 
Ro ;) yes 
— ns \ kön-ı kön + Cro Ken. SF 590 


DURE) = e, + 


| Tr 


) et ®,(k&) sont de signes contraires, et $,(z) —O a une racine réelle 


0,( 


au moins comprise entre i 


Sr 


et k£, quel que soit le signe de €. 
Si lon considère alors les racines réelles distinctes €’, é”,... des 
équations binómes 


C, cocer T Cra = O, 1 E3 ee + Ca—9 == O, D Joc 
on peut toujours choisir un mode de décroissance assez rapide des coëffi- 


cients c, pour que parmi les quantités £', £7, ... il n'y en ait pas deux 
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ar 272 


comprises entre Az’ et pO ke’ et poc ces intervalles n'empiétant pas 
à L 


les uns sur les autres Il en résulte qu'aux &,—&,, racines de 
c, 279 16 =o 


correspondront @,—G@,_; racines de ® voisines et en méme temps réelles 
ou imaginaires. 

Le théorème est alors vrai pour @,(%) — o; on sait que ®,(x) a ©, 
racines vosines de celles de 4, et &, —&, voisines de celles de 


d— à == 
6,5 3 ec Oo 
Le théoréme est vrai pour @,; et ainsi de suite. eirg;af. d. 


Remarque I. Il serait intéressant d'étendre ce qui précède aux séries 


eo 


de la forme Xc,P,, où les P, sont des polynomes de degrés &, croissants 
" à 


ou des fractions rationnelles. 


Remarque II. On pourrait aussi considérer les équations Lc,“ — o, 
0 
où les k+ r 1** coéfficients sont absolument arbitraires: les transcendantes 
correspondantes ont pour limite les racines des équations algébriques géné- 
rales quand G41, 6,5, ..., tendent vers zéro. 


Théorème III. Si le mode de décroissance des c, à partir d'un quel- 
conque d'entre eux est suffisamment rapide, l'équation ®(x)=o n'a aucune 
racine algébrique. 


Supposons que M(x) =o ait une racine commune w avec une équa- 
tion algébrique donnée irréductible 


f(&)= Amo scs C4; 


Nous supposons ici que | A,| , | 4,|, ..., | 4,| et p sont des entiers < 4, 
A étant donné. 
®,(w) diffère de o d'une quantité qui est d'autant plus petite que 


Ca est plus petit par rapport à €, , c C„, et tend vers o quand c,,, 


4 em e^ 
tend vers o. Cherchons le plus grand commun diviseur de 4, ,(x) et 
f(x) d'une part, ®,(x) et f(x) d'autre part, en supposant les i», entiers 
et 6, ,— p. -Onsa 
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9, (x) = Qf() + Pı, D,(x) = Q'f(v) + Pi, 
f(x) = Q, P, + Pr, f(x) = QP, + Ps, 
P, = QP, + Ps, 


Pl) = Q, P, (x) + Pır(®), Prix) = Qi(@) Pix) + Pix), 
Fer e CP), Pre) = Quiz) Pra (®). 
Donnant à x la valeur w, on aura soit 
Q, ,(w) +0, soit @,(w) +0. 


Si #,_,(w) + 0, le système précédent d'égalités donne P,,,(@) + o et 
P, (o) = d (o, , Ci oT eG 98) Cn—1 » A, , A,, ey ds p). 


d ne dépend pas de w et est une constante, car l'équation f(x) — o étant 
irréductible, on ne pourra avoir P;,,(x) + Cf(x) (C const.) que si P,,, (x) = 
const., e. à. d. que si 4, ;(w) #0, et réciproquement. 
Si Q,(o) + 0, ce sera P;,,(©) qui ne dépendra pas de c. 
Finalement on aura 


soit DE — (Co, ey C5 ce.) Ais D), 
soit Pry (Cs 2215/6, 1835 AND), 


& et y étant des fonctions parfaitement déterminées pour un mode de 
croissance donné des &,,...,@,,.... 
On aura alors 


| soit Pu = d (c, CE Cnr A), 
| soit Pras > AC €, Ws) C, ) A), 


d, et y, pouvant toujours étre considérées comme des fonctions non crois. 
santes de A. 

Or si c, est suffisamment petit par rapport à c, ;, 9, ,(@), quand il 
n'est pas nul, est aussi petit qu'on veut, par suite aussi P,, P,, ..., P,,;. 
On est alors conduit pour les valeurs de c, inférieures à une certaine limite 
à l'impossibilité de la première des conditions (37). Ne donnant à c, que 
ces valeurs, on voit encore que, si ¢,,, est suffisamment petit, la 2*"* des 
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conditions (37) est également impossible. Prenons alors A =n, et dé- 
terminons la suite des c, de facon que toutes les conditions analogues à 
(37) soient vérifiées, on obtient le théoréme en question, car quel que soit 
l'équation irréductible f(x) = o, il existe toujours une valeur de à partir 
de laquelle on peut raisonner comme ci-dessus. eq cf. au 


Il est à remarquer que ce raisonnement laisse entièrement: arbitraires 
les 1** coéfficients ¢,,¢,,...,¢, k étant arbitraire, mais donné. Si alors 
ul est suffisamment petit, et si les [c,| décroissent suffisamment vite 
pour n>k, il y a &, racines de @(x) =o aussi voisines que l'on veut des 
©, racines d'une équation algébrique à coéfficients rationnels absolument 
queleonques. Les nombres transcendants dont nous établissons ici l'exis- 
tenee peuvent done étre considérés comme ayant pour limite les nombres 
algébriques. 

Enfin nous établirons encore le théoréme suivant: 

Théoréme IV. Si le mode de décroissance des c, à partir d'un quel- 
conque d'entre eux est suffisamment rapide, l'ensemble des racines des 
équations f(x) =o correspondantes renferme un ensemble qui a la puis- 


sance du continu et qui ne contient que des nombres transcendants tous 
distinets des nombres X. 


Supposons que M(x) et V'(r) aient une racine commune ©, et 


v o 
(x) = Le," = o, V(x) = Ze, x" — O 


Cherchons le plus grand commun diviseur de ®,(x) et V,(x) On a 


D,(x) = P¥ (x) + P, 
V (a) = QP, =F Py, 


Ten — Q,P, SF Pis 
Doc Qs fus) 
Supposons w de module <A. On a 


Dow) = 0,(w) + e, (o), Y(w) = WV, (o) + do). 
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On peut toujours prendre c,,, et c,,, assez petits pour que | e. (o) | et 
[d (w)| soient aussi petits que l'on veut, plus exactement soient inférieures 
à € donné a priori: |P,,,(@)| doit alors être <e,, e, étant aussi petit 
qu'on veut. 

Deux eas sont à distinguer: ®, et 4, ont un diviseur commun ou 
n'en ont pas. Sils n'en ont pas, le module de leur résultant P,,, a une 


limite inférieure L: en prenant L2 s, on a une impossibilité. Done ils 


1 
en ont un et leur résultant est constamment nul quel que soit ». Par suite: 
Si le mode de décroissance des |¢,|, dés que n>, est suffisamment 
rapide, deux des équations 9 — o, 7 — o ne peuvent avoir une racine 
commune de module < À (A fini) que s'il en est de méme de 4, — o et 
42 ©, des que.n>k. 
Considérons d’abord les équations 


à aN cipis 2 nr 
(38) D(x)= 1 +ez+czx +...—0o. 
Prenons 
e a, e a, 
oe) er) , 
a t, 
Crna tet, AR nombres réels croissants déterminés, avec 
e INCH (n> 1) aua = 1 
re No”, n ‘ pras Sepia 


Ces équations auront toutes une racine réelle de module compris entre 


o et 1, car D(o) — 1, tandis que 


et 


en sorte que soit (+ 1), soit @(—1) est négatif. 

Prenons alors A — r, et considérons 2 équations (x) et W(x) de 
la forme (38). 

Les équations 1 — 107 — o et 1 + 102 — o n'ont pas de racine com- 
mune, contrairement à ce qui doit être, si f, est suffisamment grand. Si 





done ® et ¥% ont une racine commune de mod < 1, les 2 valeurs de €, 


sont les mémes. 
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Les équations 1 J-ez 4- cz — o, où les v, ont une méme valeur, 
n'ont pas de racine commune contrairement à ce qui doit étre, si f, est 
suffisamment grand, à moins qu'elles ne coincident. Done pour @ et ¥ 
les valeurs de c, sont les mémes. 

Et ainsi de suite. 

Nous vérifions finalement que l'ensemble d'équations (38) est un en- 
semble d'équations telles qu'à chaque équation correspond au moins une 
racine réelle de mod <1, ces équations n'ayant 2 à 2 aucune racine réelle 
de mod < 1 commune. 

L'ensemble de ces équations a d'ailleurs la méme puissance que l'en- 
semble des nombres 


bcr a 


OUR ab C3 peuvent prendre les valeurs 1 et 2 de toutes les ma- 


102 EST 
nières possibles, c. à. d. a la puissance du continu.! Il en est de méme 
alors des racines réelles de mod <1 de ces équations. 

On est, de plus, sür que cet ensemble est formé exclusivement de 
nombres transcendants,* d'après le théorème III. 

La méme méthode peut servir pour obtenir un ensemble C formé 
exclusivement de racines transcendantes voisines des racines d'une équation 


algébrique donnée quelconque (à coéfficjents rationnels) 


P(x)= a, 4- az + :..+ ax — o. 


On considèrera 


PILE eror di RP CET EEE 0; 
où 
Cy = + L—, Cp = = : , 
kl k+2 
4, suffisamment grand, #4, < iu TUE 
' Boren, Leçons sur la Meorse des fonctions, p. 33. 
* L'ensemble des nombres M où 4, , 4, ,... prennent toutes les valeurs 
Sie a, IR, 
entieres I,2,...,9 contient bien un N de nombres transcendants ayant la 


puissance du continu, comme l'a montré M. Borer, mais il contient aussi des nombres 


algébriques. 
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Si € est une racine de P(r)-— 0, ces équations ont toutes une racine 
au moins voisine de & dés que f,,, est assez grand.’ Prenons A supé- 
rieur au double du module des racines de P(x). 

Q et V n'ont de racine commune de module <A que si 4,,, et 
V',,, en ont une; de méme si ®,., et #°,, en ont une, ete. Si le mode 
de croissance des ¢; est suffisamment rapide, on aura encore une impossibilité. 

Le théorème annoncé en résulte a fortiori. 

L'ensemble C des nombres X est aussi formé exclusivement de nombres 
transcendants, comme l'a montré Liouvittr.? Mais ces nombres sont tous 


distincts de ceux que nous obtenons ici, comme nous l'avons montré an 
térieurement. * 


Bourg-la-Reine, mars 1902. 





d’après les 2 lemmes du 3 IV. 
? Journ. de Math., 1851. 
* Journ. de Math., I9OI, p. 419. En réalité nous obtenons ici aux environs 
de toute racine £ d'une équation algébrique à coéfficients rationnels un ensemble de 


racines transcendantes ayant la puissance du continu. 
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ESSAIS SUR LE CALCUL DU NOMBRE DES CLASSES DE FORMES 
QUADRATIQUES BINAIRES AUX COEFFICIENTS ENTIERS 


PAR 


M. LERCH 
à FRIBOURG. 


Introduction. 


1. Le présent mémoire a été composé d’après les notes manuscrites 
qui m'ont resté en rédigeant mon mémoire du méme titre auquel l'Aca- 
lé - 1 Seie nc d P. Arc "alt an “dé le . d aee . obe 
démie des Sciences de Paris avait accordé le grand prix pour 1900;' à 
défaut d'une copie exacte, il en différe par le style et peut étre méme en 
matière tans quil s'agit des détails secondaires. Son objet est d'exposer 
certaines formules qui se rattachent à la théorie des formes quadratiques 


aux coefficients entiers telles que 
ax? + bry + cy? ou bien (a,b,c). 


J'appellerai équivalentes deux formes (a, 5, c) et (a’, b’, c) lorsqu'elles 
sont proprement équivalentes dans le sens de Gauss, c'est à dire, si l'on 
peut passer de l'une à l'autre en effectuant une substitution linéaire aux 
coefficients entiers et au déterminant égal à plus un (# = ax + Ay, 
y — yX' + dy’; ad — fr = 1). 

Pour des formes équivalentes l'expression. D — 5* — 4ac a la méme 
valeur; on l'appelle le discriminant. 


' Le probléme mis en concours a été posé comme suit: Perfectionner en quelque 
point important la recherche du nombre des classes de formes quadratiques à coefficients 
entiers et de deux indéterminées. 


99 
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= 


Les diseriminants sont alors des nombres entiers, positifs ou négatifs, 


qui satisfont à l'une ou l'autre de deux congruences 
D = 1, D =o (mod 4). 


Reciproquement, tout entier qui satisfait à une de ces congruences est 
le discriminant d'une infinité de formes. Nous exclurons cependant le 
cas où D serait un carré parfait, car dans ce cas la forme quadratique se 
décompose en produit de deux formes linéaires. 

L'ensemble de forme, en nombre infini, équivalentes entre elles, 
s'appelle une classe de formes. Pour un discriminant donné les formes se 
distribuent en un nombre fini de classes. Ce nombre des classes est une 
fonetion arithmétique du discriminant; son calcul effectif présente des diffi- 
eultés matérielles qui augmentent avec la grandeur du discriminant; l'objet 
de nos recherches sera de diminuer ces difficultés pour rendre le calcul 
réalisable. 

Dans la solution. de ee probléme on peut se borner à certaines re- 
strietions qui n’alterent pas la généralité du probleme. 

Le plus grand commun diviseur 9 des trois coefficients a, b, c est le 
même pour toutes les formes d'une classe; les quotients 


Les classes de formes admettant le diviseur 9 sont done ramenées aux 


classes de formes primitives d'un discriminant moindre =. 
0 


)! 

On appelle primifives les formes et les classes correspondantes qui n'ont 
aucun diviseur plus grand que unm. 

On peut se borner à la détermination du nombre des classes primitives 
correspondant à un discriminant donné. C'est ce nombre-la que je dé- 
signerai désormais par Cl(D), si le discriminant D est positif. 

Pour les discriminants négatifs on peut aller plus loin; dans ce cas 
le signe des coefficients extrémes a et c reste le méme pour toutes les formes 
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d'une classe. On peut se borner à la détermination du nombre des classes 
primitives et positives (pour lesquelles les dits coefficients sont positifs), 
car les classes négatives qui restent sont au nombre égal. 

Je désignerai alors par Cl(— A) le nombre des classes primitives et 
positives du discriminant négatif — A. 


2. Dans les oeuvres de Gauss et de DiricHLer ont été considérées 
les formes telles que 
ax” + 2bxy + cy’, 


de sorte que le coefficient moyen 26 est pair; le nombre n = b? —ac 


sappelait le déterminant de la forme; on était obligé de distinguer entre 
les formes proprement primitives et les formes improprement primitives; 
ces dernieres ont 2 pour leur plus grand diviseur. 

Dans la théorie que nous acceptons qui est plus ancienne et qui a 
été reprise par Kronecker les formes proprement primitives du détermi- 
nant mn ne sont autre chose que les formes primitives du discriminant pair 
II) An: 

Les formes improprement primitives du déterminant » s'obtiennent en 
multipliant par deux les formes primitives du discriminant 7. 

Par ces remarques-là la correspondance des deux théories, classique et 
moderne, est complètement caractérisée; la différence n'est pas grande, ce- 
pendant la simplification qui régne dans la théorie moderne et qu'on doit 
à Kronecker, mérite l'attention. Il n'y s'agit pas, en réalité, des fait 
nouveaux, la modifieation n'a qu'une portée méthodique mais considérable.' 

Pour la détermination du nombre des classes on a le procédé de ré- 
duction dà a LAGRANGE et à Gauss, puis les formules directes que la 
science doit à LEJEUNE-DIRICHLET; c'est en nous appuyant sur les dé- 
couvertes de ce grand géométre que nous sommes parvenu à des méthodes 
moins simples en théorie mais plus expéditives dans la pratique. 

: 


! La théorie de KRONECKER se trouve exposée dans l'excellente oeuvre du savant 


Pére J. de Séguier, S. J.: 
Formes quadratiques et multiplication complexe. Deux formules fondamentales d’après 


Kronecker. Berlin, Felix L. Dames, 1894. 
La connaissance d'une partie de ce livre est indispensable pour le lecteur de ce 


mémoire. 
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Sauf ces méthodes on possède des théorèmes d'une rare beauté qui 
résultent directement des recherches de LrEGENDRE et de Gauss sur la re- 
présentation des nombres par la somme de trois carrés et qui ont été 
mis sous la forme analytique par Kronecker.’ Cet illustre savant les a 
obtenus eomme conséquences des équations de la théorie de la multiplica- 
tion complexe des fonctions elliptiques, tandis qu'une ‘déduction directe et 
relativement élémentaire des résultats en question est due à HknwrrE.* 
Il me semble que cette dernière voie, intimement liée avec une autre 
création féconde de ce grand géomètre, celle de l'élément simple des fonc- 
tions elliptiques de troisieme espece, puisse mener a des connaissances 
nouvelles, vu la circonstance que la dite transcendante fournit l'évaluation 
des sommes de Gauss. 

Les théorémes de Kronecker ont donné naissance aux nombreuses et 
importantes recherches de plusieurs géométres, et toutes ces découvertes 
rendraient d’excellents services s'il s'agissait de dresser une table de la 
fonetion Cl(— A), mais elles abrégent peu les calculs lorsqu'ils s'agit 
d'obtenir le nombre des classes pour un déterminant isolé, la réduction 
allant par grands nombres voisins au déterminant donné de sorte qu'il 
faudrait reprendre un grand nombre de fois la réduction pour descendre 
aux petits arguments pour lesquels la fonction est connue. La recherche 
directe des formes réduites serait en tout cas plus expéditive, et c'est done, 
sauf dans leur fécondité, dans le rôle qu'ils vont jouer dans l'arithmétique 
de l'avenir que repose l'importance des découvertes de Kronecker et de 
ses successeurs. 


3. Pour faire ressortir clairement la signification des différents sym- 
boles dont nous aurons besoins, je vais rappeler succinctement quelques 
notions et théorèmes connus, en renvoyant pour leur démonstration au 
livre de M. pe SÉGUIER. 





! Uber quadratische Formen von negativer Determinante. Monatsberichte der 


kón. preuss. Akad. der Wissenschaften, 1875. 

* Sur la théorie des fonctions elliptiques et ses applications à larithmetique (Journal 
de Liouville, 1862), puis: Sur quelques conséquences arithméliques des formules de la 
théorie des fonctions clliptiques (Mélanges math. et astron. tirés du Bulletin de 


l’Acad. de St. Pétersbourg; réimpr. Acta, 5). 
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La signification du symbole de la théorie des résidus quadratiques 
appelé le signe de LEGENDRE 


a subit sous les mains de Jacopı et de Kronecker des modifications dont 
voici la forme définitive. 
m, n étant deux entiers on pose 


o 


m Ll lee ery ees 
—}) =o sils ont un diviseurs commun plus grand que l'unité; 
N 


2°. Sin est impair et 
VFI)” oe 


sa décomposition en facteurs premiers, on prend 


(") ES (*) (5) =) ; 
n p y. v M 


3°. Si m est pair et alors = 2*»', n’ étant impair, on prend 


@)-()-@@) 








Dans cette généralité le symbole perd certaines propriétés dont il a 
joué dans le sens primitif de LEGENDRE et de JAconr; mais il les retient, 
si le »numérateur» m est un discriminant. 

Je rappelle en particulier que l'on a 


1°. Pour un diseriminant positif D 


D D : | 
x. — Tw 5 == Le 2 ) : 
( ) (=), sl m>=+m (mod D); 


m / 


D ( D ) 
(7) mem 
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o 


2? Pour un diseriminant négatif D — — A 





m m 


(=) — (= à) sen.(mm'), si m=m’ (mod A); 


si, par exemple, oO <m< A, on aura 








ou bien 








L'équation 
D m^ > 
(1) = (5 ) D2o, m o, 


n'a lieu que pour des discriminants impairs D, m étant quelconque. 
Si ensuite D, et D, sont deux discriminants de signes quelconques 
mals premiers entre eux, on a 


1—sgn. Dj 1—sgn. D; 
(2:5) e ( 1) V > s : 
D,/ AD | 


de sorte que ce produit est égal à + 1, si un au moins des deux diseri- 





minants est positif. 
Pour tous les discriminants on a la relation 


Cela est évident, si D est négatif; si D est positif, cette relation revient 
à la suivante 


> (7) = 0, (D > 0). 


(„)r —er (D > 0); 
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cela résulte de ce qui précède en substituant » — [D — m; la somme de- 
viendra alors 


d'où le résultat annoncé. 

D'autres propriétés ont lieu pour les diseriminants de nature parti- 
culière mais assez généraux pour que le probléme concernant le nombre 
des classes puisse s'y borner. Ce sont les discriminant que KRONECKER 
appelait fondamentaux et dont voici la definition. 

Un discriminant est dit fondamental, s'il ne contient aucun carré im- 
pair et qu'il contient le facteur carré 4 seulement si cela est indispensable 
pour conserver sa forme de discriminant. Il n'est donc jamais un mul- 
tiple de 16. 

En représentant par P un nombre positif ou négatif, produit d'un 
certain nombre de facteurs premiers différents et qui satisfait à la congruence 


P=r (mod 4), 
les discriminants fondamentaux /, auront l'une des quatre formes suivantes: 


Di=—4P; (D) == SE SVP 


0 


En convenant de représenter par /D la racine arithmétique (positive) 
de D, si D est positif, et la quantité i /— D, si D est négatif, on a 
l'équation trés importante dont on trouvera la démonstration dans l'ouvrage 
cité de M. pr SÉGUIER et dans les mémoires de LEBESGUE parus dans le 
Journal de Liouville (T. 15, 1850): 


4,—1 . 2hmri 


De\e Ape — (> VD, 





— ( h ) 
h=1 


(D, un discriminant fondamental, A, =|D,|, m un entier positif). 
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En séparant les deux cas D,20 et D, = — A,<0, on a en par- 
ticulier 


/ D, 2hmz DE — 
> (Ft) est = vn 











, m 
h=1 
y = s 2hmr — é 
— ( yh Di mcm 
h=1 
Agel À 
= /— À, | 2hmz 
n cos — (©, 
a= ( h A, 
= la A.) sin 20 à) p 
— h à Ar \ m )VS&o° 


4. Ces préliminaires rappelés, nous passons a énoncer les résultats 
classique trouvés par LEJEUNE-DIRICHLET pour évaluer le nombre des 
classes. En reprenant l'écriture de Kronecker, nous ferons correspondre 
à chaque discriminant négatif D le nombre z qui est égal à 6 pour 
D — —35, pus 7—4 pour J — — 4 et v —2 pour Dic — 4. 

Dans le eas de discriminant positif on est obligé d'introduire la solu- 
tion fondamentale de l'équation de FERMAT 


T'—DU?*-4; 


c'est le couple des plus petits nombres positifs 7, U qui satisfont à cette 
équation. On pose, pour abréger,’ 


T+U VD = 
Aes 


E(D), 


et les résultats de DIRICHLET s'écriront comme il suit 


(1) GES AJ SN (ANR 


) 
n 2nz 


1 * , ® * . * . DEG 
Cette écriture n'est pas d’ailleurs trés bien choisie, le symbole, E(x) ayant 


déjà une signification généralement acceptée. 
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DiRIcHLET lui-même effectua la sommation de ces séries dans le cas des 
discriminants fondamentaux sous forme finie et, aprés les modifications né- 
cessaires, ses résultats se résument par les deux équations 


4-1 
. (Eee e TA 
(3) Cl(— A) 22231 - ha, 
D—1 
7 * D 7 hz 
(4) Cl D)log E(D) = — I (7) log sin 7 
(D et — A étant des discriminants fondamentaux). 


Théoriquement ces résultats élégants ne laissent rien à désirer, mais il en 
sera autrement si l'on veut s'en servir dans la pratique où leur emploi 
devient extrémement laborieux. 

DiriCHLET a trouvé lui-même, pour des discriminants négatifs, des 
formules plus simples, dont la recherche lui a été indispensable puisque 
il a voulu mettre, dans les signes de LEGENDRE, le discriminant au dé- 
nominateur. 

Ses résultats, présentés sous la facon de la théorie de Kronecker, 
s'expriment par les formules suivantes: 


I 
t3 

| 
Q 
~~~ 
4L 
E 





Sc 
vB 
ar 
D 
— 

t3 

| 
LE 
biu 
nn 


- Cl 4D). 


TRS 
Si 
ne 
to | 


= (i) y» (2) = ; Cl(— 8D), 





le 


Nous retrouverons ces formules du grand géométre comme conséquences 
immédiates de deux relations (équivalentes d'ailleurs) plus générales que 


voici: 


bo 
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Y (55) Y (2) - 0 —A2D, 





a — y 2 
a=]l yzzl 
(6) 
ONCE 
2 DN 2 ES : 
ms Es 
[LOT - = = OU— AD), 
al v=1 
ou lon suppose que D et — A soient deux discriminants fondamentaux, 


le premier positif, le second négatif. 

Les exemples des discriminants — 559 = — 43.13 et 1159 — — 59.21 
que j'ai traités dans le texte, font voir que l'emploi des formules (6) pré- 
sente l'avantage sur la recherche directe des formes réduites, tandis que 
l'emploi de la première des formules (5) devient matériellement impossible. 

Mais ce procédé ne fournit une méthode applicable que pour des 
diseriminants composés, contenus, bien entendu, dans certaines limites. 

Si A est premier, la difficulté subsiste, et il faudra chercher une 
autre vole. Dans certaines limites la formule suivante qui est également 
exacte pour tous les diseriminants fondamentaux pourra étre utile: 

B cay rf ER 
(7) Y (SB) 28 2 a a). 


2 





Dans d’autres cas on pourrait recommander l'emploi des approxima- 
tions analytiques qui se présentent véritablement en foule et dont voici 
les exemples les plus simples: 





re nur Fo » 
E VAN p —y (-5) dr 
(5) GAS = al ^ ze oco a JH da, 


où ^ signifie une quantité positive arbitraire pour laquelle on prend le 


mieux l'unité: 


NE PNIS el 
1 Wie 1 


m À 2 
BA en sin hyp— 
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où on prend le mieux w= \2A, 


© , mui 


CU— A) = Ss (=>) arctge 7 + 


— 
1 


- 
7 











e /— D 1 

i Y(:5): | 
2T — m m MT 

1 cos hyp 





U 











m 1 ern IN I c ER I 
(11) (;—:)e—4) =" 9" Ve SJ E JI CENE ; 


CNET eu V4 — T 


en différentiant et prenant «= 1, on en déduit 











e» aca (A) t et (A) re" 


MT mz Tye 
NEC 7 


L'emploi de ces développements devient autant plus commode, si l'on 
connait un facteur du nombre cherché CT7(— A). La distribution des 
classes en genres fait voir que (pour des diseriminants fondamentaux) ce 
nombre sera divisible par 2^", si A contient @ facteurs premiers diffé- 
rents. Au méme but peuvent servir les congruences-suivantes qui corres- 
pondent aux diseriminants formés de deux ou trois facteurs premiers et 
dont la première est due à M. Hurwirz: 


(13) Cl(— pq) = 1— 5 (mod 4), 
(p et q étant des nombres premiers). 


(14) »Si les trois nombres premiers p, q,* sont congrus à moins un 
pour le module quatre, on aura 


Cl(— pqr) = 4 (mod 8), 


(5 = (5- (5. 


Cl(— pqr) = o (mod 8), 


si 


mais 


si cette dernière condition n'est pas remplie.» 
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(15) »Supposons p = q = —r- 1 (mod 4), alors on a ou 


(2) = (4) et Cl(—pgqr) = (: ()) (mod 8) 





ou bien 
()-—(0) et ec = 2(: = e) pront 


Pour les diseriminants positifs l'emploi de la formule de DrnicurET 
est encore plus pénible; KRONECKER a réussi de combler cette difficulté en 
la ramenant a la recherche des formes réduites d'un discriminant négatif. 
Pour rappeler le célèbre résultat de l'illustre géomètre je pose' 

o B 


omni c 


H(o) = e m (1 tft prem 


n=1 


w étant un quantité à partie imaginaire positive. 
Etant donné un discriminant fondamental et positif D, choisissons 


un discriminant fondamental négatif — A,, premier avec le précédent, de 
sorte que le produit — A — — A, sera aussi un discriminant fonda- 
mental. 


Cela étant, déterminons un système complet de représentants? des 
différentes classes positives du discriminant — A que je désignerai par 
(a, b, c) de sorte que 4ac—b?= A. Pour une forme (a,b, c) les signes 
de LEGENDRE 


ge 
ax” + bey + cy? 


ont une valeur indépendante de x et y pourvu que l'entier ax? + bry + cy? 
soit premier avec A. En convenant de désigner ce signe invariant par 





' D’après M. DEDEKIND on se sert du symbole 7(@); mais la lettre 7 ayant été 
employée par WEIERSTRASS dans une signification toute différente, je préfère une écriture 


nouvelle. 


* Représentant d'une classe s'appelle une forme quelconque y appartenant. 
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la formule de KRONECKER s'écrira comme il suit: 


(16) = Cl(— A,) Cl(D) log E(D) 








SENS ees) log dA: T 
ERO (. DE 3 : "E (e +7 MAN, ER ED D vA) 
2a / 


\ / 20 


la lettre z, ayant pour le diseriminant négative — A, la signification ha- 
bituelle de c. 

Le calcul de la valeur du second membre devient le plus commode, 
si lon choisit pour les (a,b,c) les formes réduites. La seule difficulté 
serieuse qui pourrait se présenter dans les applications consiste dans la 
recherche des formes réduites d'un discriminant multiple de D. 

Nous avons essayé cependant de tirer de la théorie de DikichLer 
des moyens qui conduisent au méme but dans certains cas et que je veux 
résumer en quelques phrases: 2 

Un résultat anoncé par CavcHy et qui généralise les recherches an- 
térieures de Gauss, JacoBr et DIRICHLET, consiste en ce que pour un 
discriminant fondamental quelconque le polynôme irréductible #(x) du degré 


Ixi 


2x 


e(|D|) qui s'annule pour z — e^ , admet la décomposition suivante 
4F(x) = Y(x)* — DZ(zy, 


Y(r) et Z(x) étant deux polynómes aux coefficients entiers des degrés 
respectifs = e(|D et ze (Dp — :. En ajoutant la condition que les 


coefficients des termes les plus élevés soit positifs, les dits polynómes seront 
complètement définis. 

Cela étant, soient D, et D, deux diseriminants fondamentaux du méme 
signe et premiers autre eux, et représentons par Y, 
lynómes Y et Z formés pour le discriminant D,. Posant enfin pour abréger 
|D,|= A,, |D,| — À 


(x) et Z,(x) les po- 


, nous avons la relation 








Ex I ^ 
(17)  Cl(D,D,) log ED, D,) = Y (5) log oe 


h=1 
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qui, pour des discriminants composés, pourrait simplifier le caleul dans des 
cas nombreux, si l'on disposait d'une table soigneusement construite des 
polynómes Y et Z. 

En passant sous silence certains détails que nous avons trouvés ou 
retrouvés sur les fonctions Y(x) et Z(x) et qui se trouvent exposés au 
chapitre III, le lecteur trouvera dans ce qui suit les formules directes pour 
le calcul du nombre des classes d'un discriminant positif formamental, à 


savoir 


(18) UD) og (D) = VP Y (Sz f e*dz-4 > (2) | Do 


ur P: 
"VD nx 


wu signifiant une quantité positive arbitraire, pour laquelle on prend le 


mieux l'unité; puis 


Le PDT Iq A (D rare 
(19) 5 Cl(D)log E(D) = yp > (~) wd pi (7) log E 











ü D—1 D E e» D "Á | ?muz 
(20) CUD) log E(D) — 5u Y (1) p— 3.) egi —e >) 
2 P 1 1 
eem AEN ii I 
— e] = = 
yD i, (5) MENT ? 


e — i 


où il se recommande de prendre OE INT A cause de présence de la 


somme 
D—1 


DA he 


— 
1 


laquelle est d’ailleurs égale a l’expression plus simple 
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cette derniere formule ne peut étre employée que pour les valeurs de 
D assez modérées. Mais les deux autres formules sont assez commodes, 
puisque le facteur log E( D) est souvent de méme grandeur que yp. 

Plusieurs de nos résultats ne présentent qu'un intérét théorique. 
Telles sont par exemples les équations obtenues au /' chapitre dont je 
veux rappeler un 





/D\ x T)» D, h h h,. \ 
2c 3$ es. Sees ke... 
el (m, | 2 h, | 2 i.) A, A, 2i | 
où D,,D,,..., D, sont des discriminants fondamentaux dont 2v» + 1 


négatifs, puis généralement A, — |, . 

Notre mémoire se termine par certains développements semiconvergents. 
Nous n'y avons pas développé nos recherches analytiques qui intéressent la 
théorie des modules singuliers et ne s'appliquent pas au probléme parti- 
culier qui nous occupe. Je me réserve d'y revenir dans une autre occasion 
et me contente de signaler les résultats suivants, d'un genre différent: 

Représentons par N(x) le plus petit reste positif de la quantité réelle 
x et posons pour abréger 


m-—1 


oh icy — R(m, n). 


p=1 
Cela étant, prenons un entier positif arbitraire 7 et posons 


d LU VES _t+uyD 
2 Eu i 


= 


en supposant que À) soit un discriminant fondamental positif, et 7, U la 
solution fondamentale de l'équation de FERMAT. 

Concevons maintenant un systeme complet de représentants (a,b, c) 
des différentes classes du discriminant D, choisis de la sorte que « soit 
positif; alors on aura 





(a, b, c) 
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Si en second lieu D est le produit de deux discriminants négatifs fonda- 
mentaux — A, et —A,, auxquels correspondent les nombres rz, et r, 
autrefois représentés par 7, on a 








Y (Ze)! ala," + EE] = aaa). 


\ 





CHA PPD Rn T 


1. Le point de départ de notre exposition est l'équation fondamen- 
tale de Diricazer. Soit D un discriminant quelconque, D), le discriminant 
fondamental qui lui corresponde de la sorte que D — D,Q?, entier Q 
devant se réduire à l'unité, si le diseriminant donné est fondamental. 

Notons par («, b,c) les représentants des différentes classes de formes 
primitives du discriminant D, en convenant de ne considérer que des classes 
positives dans le cas de discriminant négatif, et supposons que l'on a choisi 
les formes où a> o. 

Posons ensuite = 1 pour D>o, t= 6 pour D — — 3, t= 4 pour 
D — —4 et r=2 pour D «€ —4. 

Cela étant, l'équation de DrricuLer s'écrira comme il suit 


E Q T 2 ? 
( 1) > 23 ss Zn bmn N (re AS 


(a,b,c) m,n 


Pour F(z) on peut prendre une fonction quelconque qui assure la 
convergence absolue des deux séries à double entróe; quant au second 
membre, les conditions sommatoires sont évidentes, et au premier, il faut 
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mettre pour (a,b, c) successivement tous les représentants rappelés plus 
haut, et pour une forme (a, 5, c) fixée, la sommation relative à m, » varie 
avec le discriminant. 

Si D est négatif, on devra prendre pour » et » tous les entiers 
positifs, nuls et négatifs à l'exception de la seule combinaison » — n — 0, 
tandis que dans le cas de discriminant positif les conditions sommatoires 
s écriront 


m> gn, n2 0, 
en posant pour abréger 
LU 
Perte 


où les lettres T et U représentent les plus petits nombres positifs qui 
satisfont à l'équation de Frermar 


T'— DU? — 4. 


La fonction F(z) étant entièrement arbitraire, notre équation n'est 
qu'une pure identité et elle revient à affirmer que, pour un nombre positif 
|, premier avec le nombre @, la totalité de solutions des différentes équa- 
tions indéterminées aux inconnues m et n 


mom —c Oy stele 25. 


2 : T e 35. 2n 
am? + bmn + en? = I, m> gn, n> pour HE ai) 


"x (E) 


étendue à tous les entiers positifs 4, k ayant le produit égal à /. 


sera donnée par la somme 


Ce théorème trés intéressant sur le nombre de représentations d'un 
nombre fixe par les différentes classes du discriminant D a été établi à 
l'aide des moyens purement arithmétiques par DiricHLer et par M. H. We- 
BER (Góttinger Nachrichten, 1893). Si l'on était en connaissance d'une 
fonction F(z) qui serait nulle pour z suffisamment grand et telle que les 
sommes 
er Qo? P 
y ( : 3) Fam? + bmn + en?) 


— am? + bmn + cn? 


m,n 
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aient une valeur commune S, différente de zéro, on aurait dans la formule 


Tes + (O2 AN 
une expression sous forme finie et purement arithmétique du nombre des 
classes du discriminant D. | 
Or on ne connait aucune fonction de l'espèce anoncée et pour parvenir 
a la détermination du nombre des classes on est obligé de faire usage des 
raisonnements analytiques, étrangers à la théorie élémentaire des nombres. 
Nous choisirons une quantité positive X et prendrons 


F(z)=1 pour 4<X, 


F(2)= 0. pour 2>X; 
nous diviserons alors par X les deux membres de la formule (1) et pas- 


serons à la limite pour X infini. 
Pour une forme (a, 5,c) fixe, la somme 





N(X)=Y 


— 


oes T zm rU) a a, ate 

revient à un entier, nombre des combinaisons m, n qui remplissent certaines 
conditions. La recherche étant plus facile lorsque Q = 1, je commence 
par traiter le cas d'un diseriminant fondamental. Dans ce cas la quantité 
N(X) n'est autre chose que le nombre des points aux coordonnées entières 
et différents de l'origine qui satisfont à la condition 


ax” + bay + cy? € X, 


à laquelle, dans le cas de discriminant positif, s'ajoutent encore les deux 
suivantes 
vy, yo. 


Cette représentation géométrique de la question nous permettra d'obtenir 
facilement la limite du quotien N(X): X pour X infini. 

Pour y parvenir la distinction des deux cas est nécessaire et je com- 
mence par l'hypothèse 


I» =—A<o. 
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La quantité N(X) sera alors le nombre des points aux coordonnées entières 
lacés dans l'aire de l'ellipse 
| 


ar? + bay + cy? = X. 


Le quotient N(X): X sera égal à la surface somme de N(X) carrés ayant 


I : : 
pour cótés la longueur commune Vx Construisons les points aux coor- 
E 
données 
E. y= 
"cd 23 Te à) 


ils se trouvent évidemment dans l'aire de [ellipse 


(a) az? + ben + cn? = 1 


et les N(X) carrés en question peuvent être disposés de la sorte que les 
points (£,7) deviennent leur centres. Ils rempliront simplement toute 
l'aire de l'ellipse dont l'équation est (a), si l'on ne compte pas une région, 
trés mince pour grandes valeurs de X, qui entoure le contour (a), et si 
l'on néglige le carré ayant pour centre l'origine. 

La limite pour X infini du rapport N(X): X sera done exactement 
l'aire de l'ellipse donnée par l'équation (a) et sera exprimée par l'intégrale 
double 

[| Ed, a£ + bey + ex? € 1, 


que je représente par J. 
]ue ] 


La condition de limites pouvant s'éerire 
(2a& + by)? + Ax! € 4a 
je pose dans l'intégrale 
2a& + hy = CVA; dot d£ — = dc, 
ce qui donne 


JA Nana, +7 <<. 
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L'intégrale étant ainsi ramenée à celle qui exprime l'aire du cercle 
KAG 
ayant la quantite IN pour rayon, on conclut 


VA er 








ZUR VA 
ou bien 
n EN CX) 2 
lim E. 2 EUR 
4 VA 
en supposant D) — — A, Q— r. 
Soit en second lieu 
25 Do, Q = 1. 


Les coordonnées entières v et y des points que nous devons considérer 
satisferont alors aux conditions 


ac + bry + cy? € X, v, y 20, 


et Si nous posons 
z P Y 
— = 6 = = 
Vx 3 VX E 





a 


les points (¢, 7) se trouveront dans l'aire limitée par l'hyperbole 


a£ + b&y + ez? — 1 
et par les deux droites » —0, Ê = gy. 


En construisants les carrés du cóté égal a JE ayant leurs centres aux 
différents points €, 7 dont nous venons de parler, leur surface totale sera 
précisément égale à la quantité N(X): X. Or les dits carrés remplissent 
simplement l'aire de la figure dont nous venons de parler, si l'on ne compte 
pas une bande trés mince pour X trés grand. Il s'ensuit que la limite 
pour X infini du quotient N(X): X sera donnée par l'intégrale double 


J'— [[didy, a + Beg ton?<1, €>m m>o. 
La premiére des conditions de limites s’écrivant 


(2a& + by)? — Dy? < 4a, 
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je pose 
206 + by — C, 


ce qui donne, en observant que 


2ag + b = 


) 


e| ^3 


la formule 


Tl dde 6 —Dy?<4a, 920, (> 


= N. 
2a 4 


m 


; ! TARA sre ee SH 
Pour un 7 donné € variera de p? à V4aa + Dy’, et la condition 





e| 3 


7 € v4a + Dy? 


donne, si l'on fait usage de l'équation 





qo DU 
la limitation suivante 
7 € Uva. 
Tl vient done 
UVa 
vet FI e et I 
JUS [ dr (vaa n Daci 
Faisant 
_ 2x ya 
VD 
il vient 
= VD 
2 d Tx 
pe =; are pr dd 
nel) SÛRS UJD/ 


et la formule élémentaire 


—— er I — 
f vi + at dt == i + z* + = log (x + VI + 2?) 
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donne le résultat 





d'oü la formule cherchée 





| 
| 
I 
^l 
i 
oO 


lim 


ies 
mea N 
lorsque D>o, Q= 1. 
Pour traiter le cas général où D n'est plus fondamental nous aurons 
besoins de la fonction numérique (7) introduite par Morsıus;' elle est 
égale à zéro, si x admet un diviseur carré plus grand que un, mais 


pn) =(—1)°, si n se compose de & facteurs premiers différents; enfin 
p(1)— 1. Cette fonction jouit de la propriété qui s'exprime par l'équation 


Z p(d) = 


où d parcourt tous les diviseurs du nombre x > 1. 
Si n—1, la somme se réduit au terme unique dont la valeur est 


pr) 
C'est au moyen de cette propriété qu'on vérifie l'identité suivante qui 


est trés importante 


(2) Y -) ch) = Ea) | E (he 


k=0 


et dans laquelle d parcourt tous les diviseurs de @ et f(z) signifie une 
fonction quelconque qui assure la convergence des séries que la formule 
contient. 

Enfin, pour obtenir l'expression de LEGENDRE 


am? + bmn + cn? 


sous une forme plus simple, je suppose les représentants (a,b, c) choisis 


' Cette notation est maintenant presque généralement adoptée; KRONECKER s'est 


servi du symbole e, au lieu de p(n). 


Calcul du nombre des classes de formes quadratiques binaires 4 coefficients entiers. 355 


de la sorte que les nombres à et c soient divisibles par tous les facteurs 
premiers du nombre ( et que a soit premier avec Q. Alors on aura 


MK Meo \ (e, 
ee +-bmn + cn?) —— Gr 4 E: ; 


et la formule fondamentale de DrRicurET s'écrira d'une manière plus simple 


(1°) Sr (2) Fam’ + bmn + cn?) = > > (z KG à F(h}). 


(a,b,c) m,n 





La fonction F(z) étant toujours la méme, je vais d'abord traiter le 
cas du discriminant négatif D — — A; la somme partielle correspondant a 
un représentant fixe (a, 5, c) sera comme plus haut 


— 
n—- —oco m-—-—«o 


N) ES (2) F(am? + bmn + cn?) 
en la transformant au moyen de la formule (2) elle devient 


N(2 = Zu DE F(am?d? + bmdn + cn’), 


la somme à double entrée %’ se rapportant à tous les entiers positifs, nuls 
et négatifs m, n, à l'exception de la seule combinaison à — n — o, et d 
parcourant tous les diviseurs du nombre Q. 

En posant maintenant pour abréger 


X F(ad*m? + bdmn + cn?) = N(X; ad’, bd , « 


on a évidemment d'aprés les résultats obtenus plus haut, la formule 


ONE ade, Late) 2x 23 
lim a ee UA € 
X= o X V4acd? — bid? d VA 








Il 


et par conséquent 
Au N(X) (d) 2 
lim = —y EI NUM 
X-— o = Qd VA 





Or, çg(Q) désignant la fonction numérique d’EuLer et de GAUSS exprimant 
la totalité des nombres premiers avec () qui ne surpassent pas Q, on a 


s EGRE) 
— 
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de sorte que 


N(X) 9(Q) 22 





lim — e 
x=e X € VA 
— A étant un discriminant négatif général (A = AQ"). 
Lorsque le discriminant D est positif, notre quantité N(X) est égale 
à la série à double entrée 


Fen ES QV amt 1} ay 

N(X) = > 2x (P) Flam + bmn + cn?); 
en lui appliquant la méthode de transformation tirée de la relation (2), 
nous aurons d'abord 


N(X) = Z n(d) Z X F(ad?m? + bdmn + en’). 


n—0 dm gn 
La condition sommatoire dm gn peut être écrite comme il suit 


dT — bdU 


EN 


n 


) 


et prendra une forme plus simple, si l'on introduit les notations 


dT = T5 U — U; ad; bd — b, C=C 


Fe 
et enfin 
D, = bi — 4a,c, = Da’. 
On aura 
T: — D,U* — 4d", 
et la eondition sommatoire s'écrira 


T —hU, 


m>gn, ol g,— AU 
wl 1 


En cherchant la limite pour X infini de la quantité 


x Y 2 F(am? + bmn + con?) 


le raisonnement sera tout semblable à celui que nous avons exposé plus 
haut et on parvient à obtenir la valeur de la limite en question sous la 
forme de l'intégrale double 
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11 2 2 L4 T 1 
J 00%, C —D» <44,, 7> 0, C> a7 7: 
Elle est évidemment égale a la quantité 
UVa 
ERU PT ee e 
2 07 v4, "m D,» EET 7 
za, 4 ds 
0 
qui coincide avec l'expression 
T+ U D 
PI = — : = lo T+Uyl 


On aura done la valeur cherchée 





.— N(X) d (a) 1 T+ UJ D 
pleas ER 
X-o X i JD is 2 





ou bien 


Lom 
lim AE us a A E as man 5 
X Q VD 3 2 





ce qui résout le probleme dans le cas de discriminant positif général 


Les formules obtenues plus haut pour les diseriminants fondamentaux 
résultent des formules générales en y prenant Q = 1 


Pour résumer, j'emploie pour un moment l'écriture 
827 
M = «9 =i lorsque D=—A=—A,Q’, 
9 VA 
et 


p(¢ T+ UVD 
M = d JD og x = NEA lorsque 2 — D:Q* —o. 


Nos résultats obtenus jusqu'ici se résument par la formule 


lim E : m. (Er (am? + bmn + en | = — M: 
XY=o 


zT 


‘ Pour éviter tout malentendu j'emploie le caractère 9 au lieu du symbole habituel 
pour désigner la différentielle. 
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En faisant usage de ce resultat dans l'équation qui résulte de la 
formule de DirICHLET (17) 


> lım = yg (S. Flam’ + bmn + en D 


REO eo d rene NU 
er, 6 | I = = D Q? hr i 
= lim jx > (7) (+ JFG) |, 


on observe que le premier membre se compose d'autant de fois la quantité 
M quil y a des formes (a,b,c), c'est à dire qu'il y a de classes diffé- 
rentes. On a done 


MCI D) = Zn E Y n ea ade 


L'évaluation de la limite qui constitue le second membre donnera 
évidemment une expression du nombre des classes C/(D) du discriminant 
D. La limite en question se simplifie d'abord en lui appliquant la formule 
(2) qui donne 


z 


Y ($n ik) = X p(d) X. Fidhh) 


( = 
k=1 9:d 


et puisque pour notre fonction F(z) spéciale 


oo : "t x 
X Fldkh) = E() 


en faisant usage de l'écriture habituelle E(z) pour désigner le plus grand 
entier contenu dans z, nous aurons 


Y YG)G rm = Lay (5G) 


h=1 k=1 


et notre résultat prend la forme 





MCI(D) = clim | Yu ay e Mk } 


Q:d A-1 
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Nous verrons bientót que les limites 


lim 


en 


existent et ont pour valeur la serie 


il s'ensuit que l'on a 


j X 
lim Si (7) (a) = ; Y G 


- mt 
X= ,—1 


et notre résultat devient 


MOD) = r ÿ 0 Y 


En faisant usage de la formule 


p(d) _ e(Q) 
Deg ig^ 


une réduction se présente tout de suite, et on aura la formule 





M CUD) =) HS 
ou 
M, =, su D=—A<o 
VA 
et 
M, = log +? 


h P 
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En d'autres termes on aura les relations classiques de LEJEUNE-DIRICHLET 


(3) CA) z- DES VA, 





2hz 


, \ re Tess UVD ze =. /D\ VD 
(4) C(D) log ———— = DIRE: 


2. Cette démonstration des résultats classiques de DIRICHLET qui 
vient d'être exposée est en principe due à Hermrre’ qui l'a succinctement 
publiée dans les Comptes Rendus, t. 55 (1862). 

Je vais la compléter en établissant le lemme sur lequel elle s'appuie 
et sur lequel le grand géomètre n'à pas insisté; il s'agit de la formule 


m 
ET) = 
Inm XB G ) h, NS (7) I 
Sa WEI D = \h/h 
Je l'envisage comme un cas particulier de la limite plus générale, celle de 
la somme 


oo 


E (mv;) 
(a) > Uy TUA ó 


h=1 
On est amené à cette expression par un autre problème tout étranger à 
l'Arithmétique, en se demandant si lon parvient à une valeur approchée 
de la série infinie convergente 


x 

2 w,v,, (lim = 0), 

A=! "od . 
en remplacant les quantités positives v, par leurs valeurs approchées prises 
avec un nombre fini % des décimales. En désignant 10* par m, la valeur 
approchée de v, est en effet la fraction 


E (mvp) 
m 


et on est amené à l'expression (a). 


1 q N ; : 
Sur la theorie des formes quadratiques. 
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La formule qu'on supconne ainsi 


A qv) 
(b) lim V asco = Mau, 
— h=1 


m-—co =] 


peut cependant ne pas ¢tre exacte en général, si la convergence de la série 
infinie n'est pas absolue. En effet, si l'on change l'ordre de termes de la 
série pour lui attribuer une somme différente, on a tout de suite un exemple 
voulu, car la limite qui constitue le premier membre est indépendante de 
l'ordre des termes. 

La formule (b) reste cependant exacte pour les séries absolument con- 
vergentes comme cela est facile à voir, puis pour certaines classes parti- 
culières de séries. Parmi ces dernières je me borne à considérer celle qui 
s'applique. à la question particulière qui nous occupe. Je vais supposer 
alors que les quantités positives 
Dj, 


183 2) FS Yer CEO's } y» pHa sy elus 


ne vont jamais en croissant et qu elles tendent verz zéro; enfin que les 
quantités 


w w 


D RS ei NE nen: 


sont telles que les sommes 


DU rn ws) 


sont en valeur absolue plus petites qu'une certaine constante g. 
Cela étant, l'identité bien connue d’ABEL 


WV, + We +... FWY, = (m = vy) =F 5,0 — Vs) +... 
+ SAEI) Um Un) + Sn Un 
fait voir que la série 


Dn 
Ss-% , U, 


y=1 


est convergente. Je pose ensuite l'expression dont il s'agit d'étudier la 


limite pour m infini 





c. E(mv) 
y (mv,) 

S == > My 4, 
aa 
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et jemploie les décompositions suivantes des sommes S et S$,: 


Cy CY, I" Q PE Qui 
SOSA S,=S,+ 


m m) 
où 
n—1 oo 
7] AP" TT a 
S = ZE w,r,, S'= Eur, 
y=1 y=n 
n—1 ao 
- E (mv,) y E (mv) 
y» Fi y. yr pm vj 
ue = > er i zm wy, Tu 5 
v=1 vn 


L'emploi de l'identité d'AnEgr permet de mettre les restes S" et 57 sous 
la forme suivante 
S" == Wy (0, — 0441) FF (Wn + 023) (0 1i — Un42) 
H+ (Wy + Waar + sua) (04a — 1.43) + - -- > 
S, = iw, os = 0,41) + (w, + ww) Wr — 0,32) 
+ wm, + Wr + aa) (Uses EF Vus) TE s 
où j'ai posé pour abréger 


pcs E (mv) 


y 


m 


Les quantités v; également comme les quantités v, ne vont jamais en crois- 
sant, de sorte que les différences 


* 4! * 
1 ny — Var et Un y — Up 4 y 1 


ne sont jamais négatives. Ensuite, les sommes 


Wy EN Ec EU REL S NEE 


restant, grâce à l'hypothése, plus petites en valeur absolue que la quantité 
constante 2g, on aura évidemment les inégalités 


|s’’| < 29|(v, ne CRE ES els e J 
| 5; | < 29[(v,— Deja) > Cag as) -e | 


ou bien 


"t . wer : 
| S" | < 297,, | Sir | < 29 —-—- «395. 


E (mv, 
(mv,) E 
n. 
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En choisissant  suffisamment grand, les sommes complémentaires S" et 
5" seront alors aussi petites qu'on le voudra, et d'autre part les sommes 


S' et S, différent autant peu qu'on le veut, si l'on prend pour m une 
quantité suffisamment grande. Il s'ensuit que l'on a sous les hypothèses 


anoncées 
m9 E — SA 


m-— o 


Dans les séries de DirICHLET on a spécialement 


les conditions du théoréme seront vérifiées, si l'on observe que grace aux 


Le) (Qm-Q) 


\ 


relations 


les sommes 


v=1 


n'ont que | D| — 1 valeurs différentes. L’équation dont il s'agit 


o 


pes 2 
in FOF; 


moo Ts) 





se trouve alors démontrée. 


3. Les formules (3) et (4) qui viennent d'étre démontrées raménent 
la détermination du nombre des elasses à la sommation de la série infinie 


oo 


(s P(D) = Y i 


pour désigner cette série Kronecker s'est servi de la lettre H(D), mais 
puisque nous conservons la lettre H pour désigner la fonction 


wrt o 


H(w) =e” U (1 — e"7) 


%=1 > 
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ce qui évite toute confusion entre les formules de Werersrrass et DEDE- 
KIND, il a fallu de changer la notation du grand géomètre. De l'autre 
côté je crois pouvoir conserver la notation relative au cas de D — o, 


! U In 
(6 ) P+ UJD 


puisque une confusion avec la fonction E(z) de LEGENDRE ne parait pas 
probable. 

Kronecker est allé un peu plus loin, en acceptant une signification 
du symbole E(D) aussi dans le cas D «0, ce qui lui a permit de con- 
denser les deux résultats (3) et (4) en une seule équation. 

Mais cette simplification est seulement apparente, les deux cas D 0 
et D<o sont de nature tellement différente que toute fusion ne puisse 
étre qu'artificielle et ne pourra se tenir qu'en peu de formules. 

Nous devons maintenant nous occuper de la série P(D) et des deux 
formules de DrricHLer que je prends sous la forme 


27 777 
* —— Cet — A) = cP(— A), 
(3*) are ri, 
(4) == CID) log E(D) = P(D). 
4 


Une premiere remarque consiste en ce que la série P(D) (en con- 
sidérant ensemble les deux cas D 2 o et D « 0) peut se sommer au moyen 
de la dérivée logarithmique de la fonction gamma. 

Posons, pour abréger, | D| — A et considérons la somme finie 

m 
D\ 1 
HD Tl 
ie > h/h 
= 


on aura évidemment lim P, = P(D) (pour m infini). En posant h=a-+ Av, 
cette somme devient 


4 D m—1 I 
DU tag = 2 
D EE ps (2) > a m Av ) 


cela étant, les identités 
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permettent d'écrire 


P= = > () > “log m ) 


v=0 AU 





et en faisant usage de la formule élémentaire 





m—1 
. I s IEE) 
lim ( ET — log n) = — T) , 


m-— o v=0 


le passage a la limite pour m infini nous donne le résultat voulu 
See 
zi (Th. I ID) NN KY 
(7) PD=-— > (a; (A=ID)) 
a=1 r'| A) 
A 
On en tire, en séparant les deux cas, les équations 


4-1 
G Renee > (= A) 
T em 

a=1 


R 


u 
4 


D—1 D ne 
(7°) VD Cl(D) log E(D) = - >| mee, 








, 





La relation 





permet de suite de simplifier (7°); mettons-y en effet A —a au lieu de «a 
et ajoutons membre à membre avec (7*); on aura 


4—1 a CNE 
LR ^ r'(—- I'"(— 
a ac caja | 7A RE) | 
T a 

Dy A 


a mia Seal 
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et la relation bien connue 

















== J—1 , 
(8) AUS Cl(— A) = Ww (A) cot 
7 = Vos A 
ou en réunissant les termes égaux 
[a 
FAR ; < — IA hz 
(8°) UN ee N Y ( 2 ) cot” : 
T a / A 


On parvient au méme rósultat en se servant, pour obtenir la somme (7°), 
de la formule connue de Gauss 


hz 7 
— A = I'(1) —log 2A —7 co LENT PAT log sin ©; 
r(x) a= ac A 
A 
mais cette derniére permet aussi de traiter le cas de discriminant positif; 
la formule (7") donnera alors 





D—1 — 
— ^ ; Aa eec eke D 2ahz 
(9) VD CD) log E(D)= — Y log sin a D (x) es x 


> 


Cette équation beaucoup plus compliquée que la formule (8) se simplifiera, 
si l'on se borne aux discriminants fondamentaux. Pour un tel discriminant 
a lieu l'équation 





a 


> (7) me 2ahn — (2) D (VD > o) 
= h a Die NES \ ; 
et la formule (9) deviendra 


+ cup (0) = HR (2) og ein 


D étant un discriminant positif fondamental. 
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En réunissant des termes égaux, on peut écrire le second membre 
comme il suit 


4. Nous parviendrons à la somme de la série P(D) d'une maniere 
plus élémentaire, de la sorte que la formule (a) de Gauss n'est plus in- 
dispensable. Mais nous voulons d'abord ramener la détermination du nombre 
des classes d'un discriminant général à celle dans le cas d'un discriminant 
fondamental. On peut ramener d'une manière plus générale la quantité 
P(DS?) à la quantité P(D). 

Je reprends pour ce but la formule établie plus haut 








E) 
= (DS VA 
S?) = 

APE lim I ( h ) me 


et jemploie l'équation (2), à savoir 
SN S RN E 
> Gra) = X (d) X f(id), 


(d parcourant tous les diviseurs de 5$). 


J'y fais 





et j'aurai d'abord 
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puis en passant à la limite pour » infini, 


P(DS)— Y n) 2 PD), 


d parcourant tous les diviseurs du nombre 5. 
Cela étant, représentons par s tous les facteurs premiers différents de 


S. on aura évidemment 


/D I D I 
Go) Y (5); I —6)1) 
et puis la formule cherchée 
If VN I f DN 1 
(11) piss = P(D) TI (1 — (2) 2) 


ott s parcourt les facteurs premiers différents du nombre S. Les formules 


(3°) et (4*) permettent alors de conclure 
27 


Ch ANS) Pl As), 
das ( ) ( | 














— CI(DS?)log E(DS?) = P(DS*) 
VDS* ; 


et par conséquent 
5 CL — AS’) 2 = AS 
(12) Tee al s js 


B CUKDS’)log H(DS*) __ à DNA 
(13) CID) log H(D) sTI(: -(2i) 


I| s'ensuit que la détermination des nombres Cl(D,Q’) et Cl(— A,Q") 


revient à celle des nombres Cl(D,) et Cl(— A,) qui correspondent aux 








discriminants fondamentaux. 
Nous allons maintenant considérer la série P(D) correspondante à un 
discriminant fondamental. Son évaluation s'obtient au moyen des dé- 


veloppements suivants 
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sin 2h27 


ar ) 


(8) 


hz 


^ cos 2hen 


(7) — log sin zz = log 2 + 


— h 


qui ont lieu sous la condition o «cz «1 et qui ne sont que des con- 
séquences de la série logarithmique. 
Soit — A un discriminant négatif fondamental et posons, dans l'équa- 


. y DET , . 
tion (B), x — A multiplions de part et d'autre par le signe de LEGENDRE 


(2) et ajoutons les résultats pour » — 1,2,..., A — 1. Il vient 

















: ERR iy) 6 = jp » , 2hyz 
¥ (=4)6-4)=YEL Sas. 
— PENA A d tom NY 
ou, si l'on fait usage des relations 
Je 4—1 
v /— IN — AN. 2huz NN = 
ECS- (ja (ss 
UGS ME MO ib 
ÉCa)r-S (CAE re à 
— y -— h hz Ts 
y=] h=1 
La dernière quantité étant, suivant (3*), égale à 
-Cl(— A), 
on a l'équation connue 
4-1 
T — A 
Cl — y —— : 
(14) Ol(— A) CN n )v. 


En opérant d'une maniére analogue sur léquation (y) on trouve léquation 


D—1 " LA 
(9*) CU(D)log E(D) = — Ÿ (2) log sin ^ 
v=1 


qui a été obtenue plus haut. 
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5. De ces résultats de Drricuter nous allons exposer une généralisa- 
tion laquelle nous parait de présenter un certain intérét théorique. 


Dans Videntité analytique 
2 n 
— lg =)... eer 
: 


remplacons ¢ par la quantité 


2 G ES hy m £4) 

au — E 

ge ade ae 

en représentant par A,, A,, ..., A, les valeurs absolues des discriminants 
fondamentaux de signes quelconques D,, D,,..., D,, puis après avoir 


multiplié les deux membres par le signe 


65) (at) (ae) 


ajoutons les résultats qu'on obtient en faisant varier l'indice 4, de 1 à 


A,—-1, h,de 1 à A,— Tr; et ainsi: de suite. 


1 2 ) 


n 
La somme suivante qui est le coefficient de — au second membre 
n 


dt comes — h, 
hy ho he = 


est évidemment égale au produit des sommes simples 


2nh,zi 2nh;rzi 9nhrzi 


NS t) ae x) 2, ge E 
— ( h, € 2" (5. e am Y fe € , 


ou bien en faisant usage de la formule connue, au produit des quantités 





D = 7s D^ RP ee MS pote 
Us )VD, s h D, ..- ( h D, — (^ — JD; JD, - . - VD; 


n Ti ua 


les racines carrées JD, sont ou bien positives (si D, > o) ou bien imaginaires 
positives (si D, <0). 
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On aura done l'équation suivante qui a lieu sous la condition |z|< 1, 





P x = /D,D, ... DV 2" 
(15) VD D, D ( "d E )- 
4,—1 4,—1 > = LL PME) 
x D der +) 
hy=1 h=1 wet 


En supposant que le nombre D=D,D,...D, n'est pas un carré, il 
sera alors un discriminant et dans la série qui figure au premier membre 


"me 


on pourra faire tendre z vers l'unité. Si pour certaines combinaisons de 


valeurs A, , h, , ..., h, la somme 


se réduit à un entier, le terme logarithmique correspondant au second 
membre se réduit à la quantité 
+ log (1 — 2). 


La somme de tous les termes devant rester finie pour z= 1, il s'ensuit 
que ces termes se détruiront deux à deux, de sorte que 
dans le second membre de l'équation (15) on peut supprimer toutes 


les combinaisons h,h,...h, lesquelles rendent entière la somme 


h; 





ren 


Cela posé, soit # une quantité réelle positive; nous aurons quelquefois 


à considérer les deux restes 
3 ; I 
u— E(u) = Nu), u— Eu + 2) — Rw), 


dont le premier s'appelle le plus petit reste positif, le second le plus petit 


reste absolu. 
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co 
-1 
bo 


En posant pour un moment 


h h h, 
NEL qu ei eae meti (o « z « 1) 
| NS INS A) ; 
on a évidemment 
hy Ny 
es HE ts =) ero 


et puisque, grace à la condition o « 7 <1, 
loo ( 2rzi loe (2 si = | I 
og (1 — 6") = log (2 sin zz) + (2 —- Jzi, 


on aura 





diis 
idi en )) 
= log :|asin x(t RA e Sa 





Done en passant à la limite pour z — 1 dans léquation (15) il vient 


Vp ns DEED) 
1 (DV (Ds) D, 
(6) - erm (i )( ms (1) 108 


air GG) Glee t 1e = 


où les conditions sommatoires sont 


sin LAE = — US "SI x) | 











orc hue n. LO SN MPA. NU OISENITAT 


102 


et où l'on convient de suprimer les termes infinis. 

Distinguons maintenant les deux cas D>o et D<o. 

Pour D négatif et egal à — A le nombre des termes négatifs dans 
la suite D,, D,, ..., D, sera impair 2» + 1, et il vient 


r 


VD. ND... ND (C a NA 


Si done, dans l'équation (9), on compare les parties imaginaires des deux 


membres, il vient 


SO ADEM IN esi n Ue ne +i). 


e 
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Puisque ici A> 4, on a c— 2 et l'équation (3*) donne 


LIS) SE ay 
VA ) 


et par conséquent, notre résultat devient 


nr A) (2). Rz Teck) 


Q) Vv 
ou bien 
(16) CDD" D) 
Theat Ai 41 
TM vie D SEN D, AD) fh h. lh. ) 

— (ire! Ed = = SAN = Ei 

E xw ex Eus 
(D,, D,, ..., D, désignant des diseriminants fondamentaux dont 2» + 1 
sont négatifs, puis A, , A,, ..., A, leurs valeurs absolues correspondantes). 


Supposons en second lieu que D est positif; alors parmi les facteurs 
Drops. 
le produit /D,VD,...VD, sera exactement (— 1) /D. Kn comparant les 
parties réelles dans l'équation (9), on aura donc 


(= DPD) = — FE) Gt) 108 


il y en aura un nombre pair 2» qui solent négatifs, et 


cu TE 
sinr( + ne - N 





Ay, 
et puisque 


VD P(D) = Cl(D) log E(D), 





il vient 
(17) (CDD sD) Wag Hh) Doe D) 
DI LENG EDN (DS : ^h h Ju. ^ | 
(=i Fj Salle Wet bal log {sin z(—+ + + +...4+ — 
( MET 9 Nee ) h,. ) ; e A, A | 
(D, , D,, ..., D, designants des diseriminants fondamentaux dont 2» sont 
négatifs, puis A, , A,,..., A, leurs valeurs absolues; les conditions som- 


matoires étant 
OPTIMAM Slo SEINE Pees, LO RAS 
avec supression des termes infinies ou absurdes). 
Ces formules généralisent évidemment les résultats (14) et (9°); en 
effet, si r— 1, D= A <—4, on aura »(4) + et l'équation (16) 


se réduit à (14), puisque » — o. 
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-1 
Hx 


On peut transformer la formule (16) en sorte que la fonction numé- 
rique Ji(z) se trouve remplacée par la fonction de LEGENDRE E(x); cette 
transformation suppose cependant que le nombre 7 des facteurs D, surpasse 
l unité. On a en effet, par définition, 


(to be » 
en entem.) 





(ore) ree B) 


et puis, grâce à l'hypothèse de r> 1, 


Y 6) 


(a) / / 


la formule (16) devient alors 





(16*) Cl(D, D, ...D,) 
A—1 At 123 
Res DENTS VD) DAT h, hes 
= m (LS Gi) > Ben da Base) 


en supposant comme plus haut que 2» + 1 signifie le nombre des termes 
Dear 


Nous parviendrons plus tard A des formules équivalentes et nous dé- 
] I 


négatifs de la suite D,, D,,..., 
velopperons les conséquences qu'on en peut tirer, mais à présent je veux 
considérer l'équation (17) pour montrer qu'elle permet de simplifier l'équa- 
tion de DrucurnET (9*) en cas où le discriminant D est un nombre pair. 

Si D est un discriminant pair, positif et fondamental, il ne peut 
avoir que l'une des trois formes suivantes 


DI— AS DES, D = 81),, 
où — A et D, sont des discriminants fondamentaux impairs, le premier 
négatif, le second positif. Dans le premier cas on a D, — — A, D,— — 4, 


done += 2, » — 1, et la formule (17) devient 
Cl(4A) log E(4A) 


(CE 


log 
"RE NA 





sin 7 | A + :] | — log |sin «(A + an 


A 4 
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315 


en suprimant toutefois les valeurs de h, qui rendraient entier le nombre 


h I 7 
^ +-; or de telles valeurs de /, ne se présentent pas et l'on a comme 
la valeur du second membre 





4—1 
N ; 
> ( h ) lee sin x (A. E 
INA, 4 














sin x (3 + À / aur 
d / 
il vient 
hz 
4-1 , A I + te 
(18) Cl(4A) log E(4A) = |) ( ) log - 
e au um 


Les termes du second membre coincident deux à deux et on 








aussi 
hz 
(4—1) 7 
2 oe 
25 ( à) log | — A 
— h = hr 
nl ^ I — to À 


On trouve en poursuivant la voie analogue les deux 


je me borne à indiquer 


I h 
[bos ten (2 — 
(19) CI(8A)log E(8A) = > (=>) log]. — CN à) 
— r 
= iez(3—4) 
(20) CH8D)log E(8D) = — Y- (7) log |tg z(s + "to x(t — 
LEX, NES eI Pe STD gz(s 





autres formules 


peut l'éerire 


que 


M. Lerch. 


6. La formule (14), à savoir 


| 
le 
| 
| 
D 


v=1 


peut étre transformée en expressions plus simples qui se pretent mieux aux 
' lieu A impair 27 + 1; la somme 
I 


Je suppose en premier 


ge > (=A), 


y=1 


applications. 


qui figure au second membre de la dite formule peut se décomposer comme 





il suit 
S= > (— Ar (n + y). 
1 
Or, A étant impair, on a 
FINN PON ERR AN NN 
Us x d eo: 2 = QE ei ) 


et en faisant 2»—ı=4, il vient 
A > (A=1,3,6, ..., 2n—1) 


- EC DECAY 











22 Y — A2v 
A ZA 
et on aura en décomposant la seconde partie en deux sommes 


Eee 


À 





1 
s-(5l Xx GS) XC 
(— AE LX 
Or l'expression entre parenthèses { ) n'est autre chose que la somme 


et on a la relation 


- 
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d’où en remplaçant 5 par sa valeur 


2 





SGEN), 


la formule suivante 


e 0 XCB-G(-)mos 


(— A étant un diseriminant fondamental impair, et 2 parcourant les valeurs 
ye e d A): 
Cette formule subsiste aussi pour A pair, mais alors les deux membres 





sont nuls. 
En restant dans l'hypothése de A impair, on peut faire usage de la 


fori e imt 


et les différences A — A — 2v ayant les valeurs 2,4,6,..., A —1, il vient 


formule 


1 
Sen) 


et la formule (21) devient la suivante 


IR 
> (4—1) 


(22) b» (—* = (: E QE CH A) 


v=1 3 


Nous allons voir qu'elle subsiste aussi pour A pair. Dans ce cas on a 
toujours A — 4» et la somme désignée plus haut par 5 est iei évidemment 
Y ees AN NU 

sem ( — A; 


que cx 





(4—1,3,5, ..., 4n —1) 


/ 


en remplaçant les nombres A> 2» par l'expression. 2» + À il vient d'abord 


S = > (> JA + > er = 4} (121,8, ..., 2n—1) 


Or on a comme cela est aisé de voir 
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et il reste, aprés réduction, 


S = —2n Y» (=), (CE ES ana} 
: À 


ce que l'on peut écrire, en introduisant de termes nuls, 


741) 
Y us =) 
S = — 2 Se I 
En remplaçant par S sa valeur — A - Cl(— A), il vient 


mais c'est précisément l'équation (22) pour A pair, puisque dans ce cas 


j=» 


/ 


L’équation (22) est donc générale, et si l'on observe que la formule 


(12) donne pour S = 2 
ON 


Cl(— 4A) = 


AIN 


on a l'équation équivalente 
1 (4—1) 


(2125) y (—&- ci 4A). 


y 





v=1 
C'est done le nombre des classes de formes positives et primitives 
T2 2 
ax’ + 2bry + cy 


qui appartiennent au déterminant — A = b? — ac. 


On parvient à une forme différente si, dans la somme S, on trans- 


A I 7. ER 
forme les termes où y > - À en y faisant y = Au; il vient alors 


eS 
’ ~ = —= / — 2 
s-Y a) y Gao, | RE 


pe 


2 
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ou bien 





En substituant la valeur de 5 et de la somme (22), il vient 





bu WE 
(23) X | (os A). 


La somme au premier membre sera donc égale à zéro, si A est de la 


forme 8k — 1. 
Pour obtenir la somme 


— 


Sa (8). (41, 3,5; ..., 4—2) 


en cas du A impair, je pose A= A — 2y; elle devient 





Y (am all) 420) FS 


ou en faisant usage des formules (22) et (23), 


es rC5)i--Q)eca 


(— A étant un discriminant fondamental impair et la sommation s'étendant 





aux valeurs de A— 19025 595972 52) 
Pour A pair le premier membre n'est autre chose que 





S= S OC A. 
X = CU A) 


Reprenons la formule (22) pour A impair plus grand que 3, 


Zu 
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En repartissant les valeurs de » en paires 25 et impaires A, et posant 
dans les termes correspondants à ces dernières A= A — 29, on aura 


o«n«.A, FN See 


et la somme s devient 








dot 





En substituant la valeur de s il vient 


STERNE Den 





tà 
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d'oü en distingant les deux eas CA — -F I, on tire aisément 








y Ca) lacs 
a=|74 [+1 


Une de ces deux quantités est nulle, l'autre est différente de zéro, et 
mE ' I : y 
le calcul se ramène à déterminer „A signes de LEGENDRE. 


Nous terminons par la determination de la somme 





4-1 
me (=A) 
2 
En y remplaçant v par A — », on aura 
4i 4-1 
== A ee \ -— EA RATE 7] 
"ni o : JA DM m» " Ne 2Av-+v] 


ou bien 
ET EUR fi. 
JE A > is mo TR 


d'où il vient 





4—1 
Ew mcus E 
TA) Jn 
ou bien 
ZEN, oA: 
(26) De (ae it ae AN 
ym] À 


I] peut avoir quelque intérét de connaitre les sommes 


4—1 - D—l m4 
( -— p, > (7) log sin = 
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aussi dans les cas où les discriminants — A et D ne sont plus fondamentaux. 


Ces sommes se déterminent aisément au moyen de l'identité (2) 
SO QE =e 
(a) > i f(h) = X n(d) Z /(dh), 
L 5 d h= 
1 


d parcourant les diviseurs de Qj. 
Soit en effet A = A,("*, où — A, est un discriminant fondamental; 


en faisant, dans la formule (a), 


AUDE (Zee) pour. RES ART EO pon as 
j = 


elle devient 








pa 
V (— A EN: 
Y ( : " )h = Yn) 2 a pie, 
ou bien 
4-1 , : I. AG pee 
(B) > (55 h= Lala $a > (= m 
Cela étant, l'expression 
VS (A, 
AE pa ( n yt 


se détermine en faisant h=p-+- Avy (p=1,2,..., A, v=O0,1,...,m— 1); 


on aura 


Ay—1 m-—1 4-1 
= o [AN ; TE = A 
Jj = > E p (p + Ar) =m > ( Ze 
or, — A, étant un discriminant fondamental, on peut appliquer la formule 
(14) qui donne 
A — — mA, - Cl(— A,) 


ou bien 


veu) Sr (Ze) — — mA, = Cl(— A,). 


h=1 


Qo 
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L'expression qui figure au second membre de l'équation (f) 


4 


> (=) 
al 4 


A 
1 


aura done pour valeur 


et il vient 


4—1 


> Are JA — — QA, 2 Cl(—A,) Ya) 
1 | | 





‘o 
La somme étendue aux diviseurs d du nombre (9 
|i AS 
a(d )( —— 
La 
nest autre chose que le produit 


He) 


qd 





étendu aux facteurs premiers différents du nombre @. On aura par con- 
séquent le résultat voulu 


(28) nee mem 


(A = AQ, —A, 


facteurs premiers différents de Q). 
] 





étant un discriminant fondamental et g parcourant les 


Considérons maintenant la seconde somme, celle qui correspond au 
discriminant positif D — D,(^, où D, est un discriminant fondamental. 
En faisant, dans la formule (a), 

; D, E dure : > 2 
fh) = len) log sin DQ pour o«/« D, (9 : 


0 


puis f(4) =o pour / > D,Q*, nous aurons 


DiQU—19 =r va 


DIGG A ihr 4 qu DA (a a Ahr 
i=) log sin DE — Ir a) (7) ; > CRY log sin DQ 


Li 
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Pour évaluer la somme 


on pose h= 9 + D,» (essa a Dr DO ieee ly ER): et il vient 


Do—1 m—1 , 
" DA RUE p LINE 
5 22 G ) > log sin Ws + =); 


la sommation relative à » s'effectuera au moyen de l'identité 


m—1 


Y log 
a=0 





. a S 
2 sin (a + =) | = log | 2 sin mer | 


qui donne 


ACAD 
)— zz os] ge 
b > I5 ) log sin D, 
p=1 
ou bien 
mD,—1 /D, 2 I 2 , 
> (5°) log Sill bs /U( D,) log E(D,). 
1 £ 0 





Au moyen de cette formule le résultat obtenu plus haut devient 


Ap) NT 57 h ee D, 
> E log sin y; = — Cl(D,) log E(D,) Ya) 
ou bien 
D . hz : ) D, 
79) — Y (5) logsin D = (l(D,) log E(D,) [] ae) 
h 1 ù ^ X 


(D— D,Q*, D, étant un discriminant fondamental et q parcourant les 


facteurs premiers différents de (). 
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CHAPITRE ILL 


1. Les eonsidérations suivantes basent sur la relation bien connue 


LJ 


EORR T. us y 
ru ar a — — (u+v)? 
> e Ti 4-2yurzi — Vi > e e 
v-—» e) 


Y=— © 
que j'éerirai encore une fois en prenant @ = ir, v O: 


LJ 


(1) » g Part pur — 


y=—@ ve bez 


Cela posé, soit D un discriminant fondamental positif; dans l'équation 


: h A : aps. a : 
(1) je pose w= D et aprés avoir multiplié les deux membres par le signe 


h 
recoit de la sorte au premier membre l'expression 


de LEGENDRE (7) j'ajoute les résultats pour h=1,2,...,D—1. On 


et pour simplifier le résultat qui se présente au second membre, il faudra in- 
troduire un nouvel indice sommatoire # = / + Dy; on obtient ainsi l'équation 


n? 


FE LÉO 


VE n= 


n» x 
Elle prendra une forme plus élégante en remplaçant # par p et en 
réunissant des termes égaux, à savoir 
“./D\ -"* 1 D\ -5 
(2) Y (Ze D =—) —\e P. 
1 LU vx et n 


Si au contraire on opére d'une maniére analogue pour un discriminant 
fondamental négatif, on n'obtient aucun résultat, les deux membres de 
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l'équation obtenue étant nuls. Mais en prenant la dérivée des deux membres 
de l'identité (1) par rapport à w, on parvient à l'équation 














LI LÀ T 
SET — (ut) 
2D pe "#7 sin 2yuz = SS (w+vje * , 
y=1 “yr 
yo--@® 
T Gh e e M h 
En prenant, pour un discriminant fondamental négatif — A, peu et 
en ajoutant, aprés avoir multipliées les deux membres par le signe de 
LEGENDRE (=A), il vient 
U 
LJ © nz 
S/N > (Se oe ee Dr Le 
VA y $3 y Ww. n A : 
v=1 TV! n=—o 
. * 3 x . . 
ou bien, si l'on change x en EX et simplifiant, 
© nat Lj nix 
— — — 1 — A _ — 
(3) > ( Aw 2 Tibe ( ne a 
=] N CE alt Ti 


Occupons-nous d'abord de cette derniére équation. Elle fait voir que 
la fonetion suivante 





ne dépende pas de la variable z supposée positive. Pour z infiniment 
petit la seconde intégrale disparaît et il ne reste que la première, à savoir 





qui, pour 27 — O, se réduit à la quantité 


F = VA Cl(— A). 
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La constante PF étant ainsi déterminée, nous aurons la relation suivante 
oü z est une quantité positive quelconque: 


re Baier i Rn e 
= CU— A) = YA (—£)£e : + E SIE 4 





n=1 d VAE n eye 
2 
. " . . . nz , , 
L'intégrale se simplifie en faisant x = AX et on aura ce résultat dé- 
Se | 


finitif 











Cette formule fournirait un moyen des plus expéditifs pour le nombre des 
classes des grands discriminants négatifs, si les tables de valeurs de l'in- 
tégrale 


fords 


u 


étaient plus complètes, c'est a dire calculées pour les valeurs de l'argument 
à petite différence; cette diffieulté externe, et provisoire peut-étre, diminue 
l'utilité de la formule (4), les nombreuses interpolations dans le calcul 
étant bien fatigantes. 

La formule fournira l'approximation la plus commode en prenant 
Z — 1; on aura à peine besoins d'un nombre de termes égal à YA, puisqu'il 
s'agit d'un nombre entier dont on connait d'ailleurs assez souvent certains 
diviseurs, si A est un nombre composé. 

Passons maintenant à la formule (2); elle fait voir que la quantité 


nx 


dx »3 LDN eomm v Y DN — 
(ry — — Vz D ) Dr 
d 1 vr irj: T % n=1 (se 
0 


est indépendante de la quantité z supposée positive; on obtient sa valeur 
en passant à la limite pour z — o ce qui donne 


Gis > (5) VP _ Cl(D) log ED). 
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En employant cette valeur de @ et les formules faciles à obtenir 


LJ 
ner I “ 








/ 
(i T 2VD Rs 
—= 0 dD — \ _ fie * dx, 
Va nyn = 
E ny D 
z LI 
a nr a 
—— da 
da e Dx —— et ; 
x xv 
t t 
0 n?z 


on aura le développement à convergeance rapide 


: TS ^ E \ di 
(s) CUD) log E(D) = P y (7) :ofetasl- Y | ae, 


ya 1 n/22 = 
\ D n^ 





Le nombre de termes qu'il faut calculer est encore plus petit que 
dans le cas précédent, à cause de la présence du facteur log E(D) au 
premier membre, dont la valeur parait, d’après l'expérience, être comparable 
à VD. La valeur de z qu'on peut recommander est z= 1. 

Ecrivons maintenant, pour abréger et d'une manière provisoire, 


CD) Woe B(D) = a "run () ag: 


l'équation (5) s'écrira alors 


Soit maintenant x une constante positive, multiplions les deux membres 
uz da RR S 
par e et intégrons de 2 — 0 à 2 — co; on aura 
Vz 


LI 


ir f esee xe fe [etna 


0 
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L'intégrale double se simplifie en faisant usage de la formule de CAUCHY 


= cz uz 1 = 
| e: Vs pole 
à Vz aL 
0 
et on aura 


"dx " — Zur dz a 5 ZaVeuz de 4 
= er = = = € | 
Le 2 v2 e Le = 


1 


e 


en changeant x en x” la dernière quantité prend la forme 


NT i 52 Vasz d 
2\/- le E 
U a 
LE 


et notre formule devient 


© * 

A ES a * 
HE ESSEN RAS ie LATE 
at M P a: = + u vr 
1 1 


L'intégrale qui figure en seconde série s'exprime sous forme finie en 
posant cx = ut” ce qui donne 





iP I da 2 [ dt 2 dict ve 
== — 5 = ——aretg V —; 
: ce + u Vx veu J PUE LET veu c 
: r 
notre équation sera ainsi 
I u t la 
=A = Y. aretg Ve u Dec pais Ver 
2 CT e Dy v 
1 
ou bien en modifiant l'intégrale et substituant les valeurs de c,<¢, A et 
| 712 Du 2 
posant pour plus d’élégance — = w, 
3 7 
I \ - ^ DN VD w = AD) i da 
(6) — Z0l(D)log E(D) = Y. (=) arte ^ +) (—) | es 
) 2 (EE HORE) eu Nn / nz de yn, x 
n=i n= 


w étant une quantité positive quelconque. ; 


390 M. Lerch. 


L'avantage de cette formule n'est pas trop grand, la convergeance de 
la première série étant trop lente. Il s'ensuit que lorsque w surpasse une 
certaine limite, la quantité 


2/D ^ /D\ 1 
__2VD — (>) -- arcte e 


mlog E(D) = n/n om 


a sa partie entière constante qui est égale a Cl(D)—1. 


2. Une source de relations arithmétiques consiste dans la représenta- 
tion analytique de certaines fonctions arithmétiques. En particulier la 
fonction E(x) de LEGENDRE a été représentée à l'aide d'une série trigono- 
métrique par SCHAAR! et Stern,” ce dernier en a tiré plusieures consé- 
quences arithmétiques. Riemann et dans son comentaire M. DEDERIND * 
ont rencontré cette fonction, avec d'autres analogues, dans un domaine 
analytique important; les applications les plus intéressantes ont cependant 
été publiées par M. ALEXANDER BERGER.‘ 

Au lieu de la fonction E(r) nous introduisons la fonction E*(x), 


égale à Æ(x) pour x fractionnaire, mais égale à E(2)—; pour x entier; 


sous cette convention, la formule suivante aura lieu pour tous les x positifs 


EVER UE — sin 2ver 
(7) E*(%) =a Em. 2 


v=1 


Elle aura lieu aussi pour x négatif, si l'on a soin de choisir sa definition 
de la sorte que 


E*(x) + E*(— x) = — 1. 


Une autre fonction est 


Mémoires des sav. étr. publiés par l'académie des Sciences de Bel- 
gique, T. 23. 
* Journal de Crelle, T. 59. 
' Riemann's Werke: Fragmente aus d. Th. der ellipt. Modulfunctionen. 
“Nova Acta reg. Soc. sc. Upsaliensis, 1886. 
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qui s'appelle le plus petit reste absolu de x; elle satisfait aux conditions 


—; < R(x)< 


S 


la différence «— F(a) est le nombre entier le plus approchée de +. 
J'introduirai au lieu de R(x) la fonction modifiée 


R*(x) = x — E*(z ny 2 


qui ne diffère de A(x) que lorsque x est un multiple impair de =. Evidem- 


ment, on a quel que soit z l'équation 


(8) R*(& 2 (a „sin 2 aS ; 





Le plus petit reste positif de x est l'expression 
R(x) = x — E(x) 
et il lui correspond la fonction modifiée 
Nr) = z — E*(x) 


dont la développement résulte immédiatement de (7). 

Nous désignerons suivant l'usage, par sgn. R*(x) le signe de A*(r), 
c'est à dire la quantité + 1, o, — 1 selon que /P"(r) est positif, nul ou 
négatif; cette fonction est développable pour toutes les valeurs de w en 
série suivante 


(9) son. A" (x) = 4 > an. 





Notons aussi la formule concernant la valeur absolue de K(r), 


ir) Bel aera vo a. 


e (2v + 1)° 7° 


Cela étant, soit D un discriminant positif fondamental et m un entier 


A h ER mh 
positif; dans les formules qui précèdent nous changerons x en æ + p 
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puis nous multiplierons par le signe de LEGENDRE (7) et ajouterons les 
\ / 


résultats pour / — 1,2,..., D— 1. En faisant usage de la formule 
D—1 = 

3 7. eo 2vhr (2) D 

— ) cos — = 

- d D y, \ 


nous parviendrons de cette manière aux équations suivantes: 


D—1 , MP 
DNS mh\ (DN — =) sin 2vez 
(2) Sea 


D—1 : 
; INN ES m) Set (7 = ; (>) sin 2uer 
>) Y) ( ar D. 5)? Yi 1) y y 
D—1 Pg ee 
D "BTE De D sin 24zz 
(13) 5) sen. À (a +7) = PY) FR 
h=1 4 / VN À N 
D—1 : 
DNS mh | -- DA D cos 2x7 
cue ae a aes 
5 A) 


En opérant de la méme maniére au moyen d'un diseriminant fonda- 
mental négatif, les résultats seront semblables, seulement dans la premiere 


formule la quantité 
4-1 


EIN l 
x | I is 


ne sera plus nulle, mais aura pour valeur 


N 





nous aurons ainsi les équations: 


(15) 
h=1 
A) cos 2yer 


"m. 2. QU AE (S5). (= va 
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J—1 , N / IN 
(16) > (Seele Ar ^ ) 
ial 
ud A Ne 2 3 — A \ cos 2vaz 
Ea Mees 
i e » A RS /— A\ cos 24er 
(17) > ( = ) sem. IP (x s AM) = 4( m NA i À ) Tue ! 
HER c x : ^ ü 
ASV py TUA JB, Pr /— A^ sin 2/x7 
e$. Y C2) sz ETF 
AEN / N À 





CE re) 


Ce système d'équations se distingue du précédent qui appartient aux discri- 
minants positifs par ce que les séries aux seconds membres des trois pre- 
mières équations ne s'annulent plus en prenant x — 0; on obtient au 
contraire les séries 





—w/—A\! - al-A\ I — — AN 
VAY 3 | VAM 1) ( 5 jest (Tos |= |= 
1 1 
La premiere est 
? CU A), 
la troisième peut s’écrire 
I - /— W/ANN I 
AP mr 
zn 
et a pour valeur 
OS aA): 


quant à la seconde, j'observe qu'on peut l'éerire, en séparant les valeurs 


impaires À de » des valeurs paires 2», comme il suit 


AY (-A)e-va led (As 


A 
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ce qui est évidemment égal a 

I 1/22 

Cl(— 4A) — ) Cl(— A). 

2 ( 4 AR T ^ 


En substituant la valeur 


la dernière expression devient 
—— ( zn 2 ( == A 
I - CL Jis 
A T 


c'est done la valeur de la série 


VA > (=A) 2 


vit 


Si done on pose dans les équations (16) et (17) 4 — o, m=ı, on 


aura d'abord 





> eS Re) u (: E A) is 


dans ces sommes je conserve la premiére moitié de termes, et dans la 


seconde je pose À = A — ^; on aura alors 
— AN ps. fh —AVp/k 
Gea) cce en 


1 . I 
et de méme pour la seconde somme; puisque enfin pour h<,A on a 











ie (4) = A sen. i (3) — I, il vient 
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[24] —— 
. PRN TE A 
M vec ne AA) 
[22] 
c = Cl(— 44), 


résultats que nous avons vérifiés plus haut. 

Les formules (11) et (15) sont les plus importantes. 

Je m'arréterai encore aux formules (14) et (18). En faisant x =o, 
m= 1 dans la premiere, on trouve 


fl veg ea EA 
La beste aaa 


La série qui figure au second membre est une de celles qui s'expriment 
sous forme finie au moyen des polynómes de BERNOULLI; pour le vérifier 
rapidement, je me rappelle l'équation qui a lieu pour o € » € 1 


» 
I cos 2yzz. 


DEC ae E e Eee 
(20) a x + 6 > 


Date 





uns I ae D : : 
en y faisant x =>: multipliant par a et ajoutant, on obtient 


(21) YG jm BIC 


d’oü en comparant avec (19) on tire cette relation remarquable 
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à M I 
Passons maintenant à (18); en y faisant y = a m= 1, et en observant que 


JN EE (NN ar A 
in = (5 en 
nous aurons 
A ; 
d AN fel h fa A\ I 
Y GG x Cos 


Si A est impair, 4A sera un discriminant pesitif fondamental et on 
pourra appliquer l'équation (21) pour D — 4A; il vient 


{A—1 


e AN Me e /4&N. he 
VA Y (5 Jac X h as“ 





d'où il suit (pour A impair) 


4J—1 J-1 


E AD — A^ | y5/t h 
(23) > (=) = 16A? > (=4)|2G + i 
et si l'on fait usage de (22) 
RA ER | he h 
ira unde sot en 
Or, la somme qui figure au second membre 
A1 À | i i 
= R = 
= h )| | 
est évidemment 
CN er RE 
I : a A (oe qun (Ca EP RI NES 
U h Nae se ome eae — | h Js Nas x | h es 3) 
Fede [7 a|+ 


ce qui peut s'éerire, en réunissant des termes égaux, 


SNNT 
Doi 
J 


1 
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Done 





1 1 
2.J—1 [2] [z4] 
I 4 A LAN ZEN 
24) Zen 2 à ( 7 ) = 2 \ 7 p Td (= "E ILE 
14 +1 


— A étant un discriminant négatif fondamental impair. 


3. Reprenons les équations (11) et (15) dans le cas de m= 1 


2* 

EAT a ^ /D\ sin 2 
cs fe \ — D sin 2er 
NEUE ST Oa 


=: ) 
LN 


N ) cos 2wez 





ou D et — A sont des diseriminants fondamentaux. Ces développements 
I 


deviennent plus importants, si l'on parvient à simplifier les premiers membres; 


c'est ce que donnent les formules suivantes 





a=1 


dans lesquelles x est une quantité positive et desquelles il est aisé de passer 


à la fonction E*(x). 
Quant à la démonstration de ces relations, je me borne à établir la 


premiere en l'écrivant comme il suit 


V TDN SE TAN SS DN 
aus 


Zul 
où il suffit de supposer % entier; car si A était fractionnaire, on recevrait 
une équation entièrement équivalente en remplaçant / par sa partie entière. 


Je suppose d'abord o < & < D, et je pose, pour abréger - 
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la différence 





k+a 


se compose de termes qui sont nuls, excepté le cas où D. est un entier, 





ce qui ne se présente que pour « — D — À; donc 


Y à 
ss. (= 


\ 


en observant que 


ÿ, —1@; 
on en déduit l'équation. annoncée 
k D 
Shaye (=) 


qui par la se trouve démontrée. 
Cela posé, observons que la quantité 


(Ee +5) 


\ 


colneide avec l'expression 


, N a c 5 
excepté le cas ot x + D est un entier; cela ne se présente que lorsque 


Dx est un entier qui satisfait à la congruence 


Dx — — a (mod D); 


la difference entre les deux expressions sera alors égale à 


I = 
SE 


et on pourra l'écrire 
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Pour pouvoir nous servir de ce svmbole dans tous les cas, convenons de 


C) 


le zéro, si z est fractionnaire, en lui conservant sa signification habituelle 


représenter par le symbole 


pour z entier. On aura ainsi la formule suivante 





D 1 D 23 , ; ; D--1 I en > 1 D 
> („)® (x ur 5) = % Ic ) B(x ns D) m Gr ) 
et on trouverait par le méme raisonnement 
4—1 ; 4—1 
= NON \ (AN a Wf TAN 
mu Eb yale ue) 
Nous aurons done les formules suivantes 
N Pa {D ED) =. /D\ sin 2vex 
D » 7a) aus ET 
[4x] à 20 Y 
— A — A 2 — A \ cos 2yrz 
(IT) > e 5 )-; CA) 2G AJENA = ( ; ) : ae 


Elles sont démontrées sous l'hypothèse de o<a#<1, mais elles ont lieu 


pour r — 1 et aussi pour chaque x > 1 puisque la somme p. ex. 


Dm+n E 
NES 
— \ [74 / 
a=| À 


est identique avec 


vae 
a=1 
Il faut aussi remarquer que les considérations précédentes exigent de 


prendre p. ex. 


[Dr] 


= 


a) 


" 


égale à zéro dans le eas de [Dr] — o, où le symbole perd de sens. 
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Je poserai maintenant d'une manière générale, pour un discriminant 


fondamental positif ou négatif D, et pour r2 o. 


[4x] D 1 D 
(I) a > EEE 


à valeur absolue de D. La fonction S(r, D) sera alors 


A désignant |: 


identique avec les séries (I), resp. (II). 
Comme première application de ces formules je vais calculer l'intéerale 


1 
f S%a,— A)de—J 


* 
0 


formule (ID), puis directement pour en conclure 


d'abord au moyen de la 
On a évidemment 


une relation arithmétique intéressante. 


ou 








ST æ Se MEE 2 
A)) +4 (HESS) da 


NS 
RM 
SN 

~ 
— 





eeu 


d parcourant les facteurs premiers différents du nombre A ; en faisant usage 


de la valeur 


er 
: Ser qd 
on a done 
n QUT ; \ 2 A I 
CH— A)) le 


Calcul du nombre des classes de formes quadratiques binaires à coefficients entiers. 401 


De l'autre côté, la fonction S(r, — A) est discontinue aux points 

Lue 3 A—ı 
eee Ae 
qu'ils limitent; on a en particulier 


c= , I, en restant constante dans les intervalles 


»—1 


Exe | ato => 


Done, dans lintervalle 





y y + I 
ZE 
A A 


la fonction S(r, — A) étant égale à la quantité 


a=1 


on peut décomposer l'intégrale comme il suit 





y+1 
4-1 4 
Î= SE S'(xy., — A)dx 
4 
et il vient 
4-1 I 
ye pem 
ae 


En comparant les deux valeurs de J qu'on vient d'obtenir, on a la rela- 
tion voulue 


(25) x Cl(— A)’ = = Y 85 (=4)) -4 Tl ( — a 








(— A etant un discriminant fondamental négatif et d parcourant les facteurs 
premiers differents de A). 


En opérant d’une maniére analogue sur la fonction 


S(t , D), (DS 0); 
on trouve 
D—1 y 2 
1 — / D D? I 
(26) (ee) = 211 (:—3)- 
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Au moyen des développements (I) et (II) on vérifie aisément les 
À Pl ) 


formules suivantes, dans les quelles m signifie un entier positif arbitraire 





m 5 7 N ) Jj 
(27) > S(* IR DE (2\ sia, D), (D > 9), 
er \ m € / m x 
m—1 N E 2 
(28) Y sci A) 
Y E m 
=: (» == ( > DE Cl(— A) + (> )S(a, — A), 


puis la relation suivante qui a lieu pour oc rct 
(29) S(a) = — S(1 — x)sen. D (D — 0. ony SD 9) 


Occupons-nous spécialement de la formule (28) en faisant usage en méme 
temps de la relation (29) qui pour D — — A devient 


S(z) = S(t — x). 


En prenant m = 2, æ — 0, la formule (28) reproduit l'équation bien 
connue 








- UN 
HR EL dde. 

o S(-,—A)=8[2,-a)- 5 Zar a), 
(30) 3 ~A)=SG, ^) : (A); 
en supposant A >3 pour qu'on ait | M — O, on peut écrire 

=X 
3 
[54 = A 
3 E "S 3 = - = 
(30*) »5. ( a“ =- s 3 — Cl(— A), (A AJ. 
— Lu : 3 
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En faisant m — 4, x — o, l'équation (28) devient 


DO 
s(}) <= s(;) + s(2) = ne DE ASI 


or 


DL) =): 


et par conséquent 


(31) s! | —A) £a | y A Cl(— A) 





Y (=4) sila la 


403 


On parvient aussi à un résultat simple, si l'on fait à — 6, x — 0; en 


effet cela donne 


sQ)esQ)yesqQ)esQ)esQ)m Tac ai 


: os als S 2 
En faisant usage des valeurs connues des quantités s(:) et s(:) > s(). 
NE 2, 3/ 


: 3/25 0 
puis observant que s(2)- s(:). nous aurons 





6, 
+(2 at =4)- N 
(32) s(s. —A) = ; ze a E u | 6 jas A) 
ou bien 
[;4] P + EE = A 3e 
(32°) Due = a+ z LS eu 8), 
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: I Ware 
Faisant m= 2, - = D il vient 


(33) s(3,—A)+s(&,—A) 











On trouve d'une maniére analogue 


(34) se ‚= A) a s(3 "rum A) = Ber (a) 


lo 

+ 
— 
Dis 
ML 





-(—3)re- o (G9) 


De l'autre côté, l'hypothése x — o, m — 5 donne 


SA 
2 da 5 
a) af, oajes a) Ea, 
Si done (©) — — 1, cest a dire pour A — 8k-+ 3, on déduit de ces 


deux dernières équations 


A 
Fe 
27) SE — 10) ——— = Cl(— A), (A = 3 (mod 8)). 





Mais beaucoup d'autres applieations sont possibles des formules fondame- 
tales (I) et (ID) 


(a) S(z, D) — D> (>) Sea 
d y Vz 
vl 


(b) Sa, Ba) — Sol — A) ae (=4) cos 2027 
25 à 


vit 
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: EN 2 . am : 
Prenons, par exemple, dans la première équation 2 + — au lieu de a, 
A 


multiplions de part et d'autre par (=>) et ajoutons pour a=1, 2 


SUR es 


A—1; —A signifie, bien entendu, un discriminant négatif fondamental 
et m un entier positif arbitraire. On aura 


= (=A)s(« SE x ! D)= VD Y (2) Ly (—4) cos 2v-(a + =: 


1 / / 








Le second membre étant évidemment égale à la série 


co / 


( D UPS yi (=) cos zven 


y uc 








yv=1 


on pourra l'écrire, d'après (b), sous la forme 








les A) sie, AD) + (= sidus me 


ni Tri 


et nous aurons, par conséquent, la formule suivante 





21 
AE — NA\, am 
(38) > ( : )S(x PRU. D) 





= (=, eue) (=4) se, E A. 


/ 


et on trouve d'une manière analogue 


D—1 


DNS am + DNS Nex 
Ces formules ont lieu, si le produit — AJ est un discriminant fonda- 


mental, de sorte que les entiers A et D sont premiers entre eux. Mais 
il est important de remarquer que ces relations subsisteront aussi dans 
le cas général où — AD n'est plus fondamental, si l'on convient de dé- 
finir la fonction S(r) comme la somme de la série (a) ou (b); dans ce cas 
la signification primitive de la fonction S(r, — A D) comme la somme (IIT), 
à savoir 


est la seule chose qui va changer. 
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En particulier la formule S(o, — A D) — o subsistera et les équations 


(38) et (39) donnent les relations suivantes 





(389) > ( = ^ \3(= , D) =( —È \ci AD), 


D—l , 


(399) N. Ce me A) — (jeu AD), 


a} 


qui ont lieu pour des discriminants fondamentaux quelconques D > o, 
AN Soh 
Soit maintenant D’ un discriminant positif fondamental, premier avec 


D, on vérifie aisément l'équation 


DESERT * 
(40) > (7 )s( x + LD | : D) = (> )S(z DD) 
ol 4 > 7 / : 


qui, sous la forme écrite, subsiste aussi lorsque D et D' signifient deux 
diseriminants fondamentaux négatifs, premiers entre eux; la lettre m signifie 
un entier positif arbitraire. 

Dans les formules (38°) et (39°) supposons m = I et observons que 


^ 


grüce aux relations 





S(1—mr, — A) — S(r , — A), S(r —z, D) = — S(z, D) 


les termes sont égaux deux a deux; nous aurons au premier membre de 
la premiere évidemment 





Observons ensuite que les symboles 
D A 
(^^) : ( aA | 
A^ D 


: x : «D © 
disparaitront de la formule; en effet, si par exemple AUS k est un entier 


celuiei ne pourra être premier avee D que lorsque A est un multiple 
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de D; si c’est le cas, on devra avoir à = x ^ le nombre 4 aura un facteur 


commun avee A et il s'ensuit 





alors, les termes correspondants ne se présentent pas dans l'équation. 
On pourra donc mettre nos résultats (38°) et (39°) sous la forme 


[2] [5] 


(A) MEN (>) = 


— ( Oo | ur yj 
&—1 x "al : 


Cl(— AD), 


Di 








(B BS E AD 


Dans ces deux relations sont condensées plusieurs formules spéciales, dont 


quelquesunes proviennent de DIRICHLET. 
Occupons-nous d'abord de la formule (B). En y prenant D = s, 


il vient 





De aa cay neem es 


v=1 i y-1 


ou bien, en réduisant, 


(41) NN = = ; QUEE SA. 


4 \ 2 
»-[5a]# 
a 


L’hypothese de D=8 fournit la formule connue de DIRICHLET 


(42) kn = = CU Ser 


et aussi en faisant D — 12 on parvient à une formule remarquable 


5 
[=] 
12 


CM): 





(43) 


> 
| 


N | 
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On peut combiner cette équation avec l'autre 


Fes-epecm e 


— 0 y 
1 \ 


en retranchant, il vient en effet 
- un - — AS = 
‚a 124) =(2 EI i(— A) — N = = NY (38) 


où les deux sommes ne contiennent que peu de termes. Pour calculer 


p. ex. Cl(— 12.19) on observe que Ci(— 19) — 1, (© — — 1, et il vient 





; Cl(— 12.19) = 3 - eS esse I) 


done 


Cl(— 228) — 4. 


Revenons sur la formule (A). En faisant A = 3, elle donne 


(44) > (2) =;0u— 3D), 


puis l'hypothèse de A — 4 donne la formule connue de DiricHLer 


11 | 
(45) x (7) = jeu— aD), 
— \ 2 
on a ensuite 
[:^] [7^] 
(46) LÉ) X (Dietz; 
yz | ^ 2 Nee 
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si enfin on fait A — 8, on a d'abord 


EO EQ iem 
"e 


il vient 


Cl(— 8D), 


zy 
NS 
ed 
XX, 
SEINS 
MA 
| 
I 
EE 
RS 
ee 
| 
Nile 


équation également due à Diricuier. 

Les résultats (A) et (B) qui au fond sont identiques puisqu'on peut 
passer de l'un à l'autre par le changement de l'ordre de l'addition, con- 
tiennent beaucoup d'autres cas partieuliers mais qui se compliquent autant 
que les discriminants augmentent; je noterai encore le cas de D — 24 qui 


donne d'abord 


= = Ce 24A) 


ou bien, en réduisant, 





EAN CORE ">| AR 
Di ( y 23 : — ( y ) "E > y | ES 2 CU- 244 
[sae ác Fae 
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Si l'on connait déjà Cl(— A), on pourra employer les identités 


-p- 
LS 


[; 
—4 





Fa] UE me his 
Y cS-XG63-xX 0 
1 : La] 
Pp. tl. D 
-Ay-Y(L5)—- Y GAY. 
1 : FR 
else fi Beles 
==> GITE es) 


les sommes qui figurent en seconde place des deuxiemes membres con- 
: I : i 
tiennent chacune au surplus 15 à termes, celles qui occupent la premiere 


place sont respectivement [voir (30°) et (31*)], en supposant A > 4, 








ee er 
(: (2) ei a. 
On aura donc 
LCI 24A) » 3a) s (a) a 5) Cl(— A) 
—s(1...2)+9(3...2)--9(Z...2)—s(Z....3) 


en posant pour abréger 


lta 
| 
Ê 

I 


ad Sv bd 


On ramène done la détermination de Cl(— 24A) à celle de Cl(— A) et 


I : 
au caleul de „A signes de LEGENDRE. 
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Pour établir les formules précédentes, c'est l'élégance qui nous a aidé; 
mais les formules (A) et (B) peuvent étre utiles mémes dans des cas plus 
compliqués, si le discriminant donné est le produit de deux facteurs pas 
trop différents. Prenons par exemple le discriminant — 559 = (— 43). 13. 
J'emploie alors la formule (B) en y prenant D = 13, A = 43; en écrivant 
simplement (z...y) pour représenter la somme 


Y (25, 


v 
TSS 





on trouve immédiatement, en décomposant et réunissant d’une maniére 
convenable, 





D | 


ONE NE (A 2) + GS =| 











uL NE NEP 
CANT SVAN 5A GAY. 
dans notre cas A — 43 on a 

(Fa) (4 6) —1:1—:i-F-T = Ie 
13 13 
(Ae 14 sis ee dd 2 
Gas A) = (10...13)= 1 b1—141- on 
(55. se) — (14... 16) — 1 1 1 2 
13 13 
5A SOANu fui e. E 
Unos) Sar — — I. 


Il s'ensuit 





Cl(— 559 =1+2+2.3 


Nl oe 


ou bien Cl(— 559) = 16. 


Nous étions obligé de caleuler treize symboles de LEGENDRE ( 





—43 ) ; 


si nous voudrions faire la recherche directe de formes réduites, nous de- 


vrions chereher les décompositions des nombres 


559 + 4 (Q=1,3, 5, ...,.13 
4 
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à savoir 140, 142, 146, 152, 160, 170, 182, en facteurs ac tels que 
A<a<e. On aurait obtenu les formes réduites suivantes 

shale, 20), 


(15. To 140) ARRETE ro AS Bean) (ses, LTD S ETC 


(HOR, ERES Tae. (8: , #7 Fung) NON ER OO) dr tee) 


On voit que la détermination des formes réduites est plus laborieuse. 
Prenons comme second exemple D = 21, A = 59; en faisant usage 


de (B), on a d'abord d'une manière générale 


—30l(— 214A) — (1. A) — (i. Re (ee) 


“21 j 
oF ( IA — (à A -(i E 


C'est en décomposant en groupes, une expression de la forme 
a—\a+b)+(atb+ceo4+(atb+t+e+ay—(a+b+ce+d+e) 
—(a+b+e+d+e4+f)=—b—d—2e—f, 


oü la signification des lettres est évidente; on a done cette formule générale 


‚au nA) - (8... 52) 4 (2. 38 











(SA STANT (4 IOA\. 
2 Pepe ke de OO 3, 
Hn fex ANNE ae 
dans le cas particulier qui nous occupe, A = 59, cette quantité est 


(3..:5).+ (12... 214) + 2(15.... 22) (98-72 995 


on devra done additionner les nombres 


Pa GBs Ean Gas Ge 


3 4 5 
Der: 
Ge) ale 
(u)-*5 Ce re 


(ER) = ==: 
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Il vient 


ou bien 
Cl(— 1159) — 24. 


Revenons sur les fonctions S(r, — A); la formule 





CU RE = CU— AVE TX DE (—4 | cos 2227 


ui 


donne pour r — 


© | = 


et on a donc, même pour les discriminants non fondamentaux, 


s( ER A) E (: = PR) Ha A); 


413 


remarquons que, si le discriminant n'est pas fondamental, l'expression finie 


(III) cesse d'avoir lieu. 


: i : br I 
Si done, dans les formules (38) et (39) on fait «= - 


Po pl pe i s 


, ) — I, ON aura 
= 
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ou en réduisant aux premiers membres, 





[24] (ee 
1 ^ Q3 \ 
: A "DXoíY «4 | an) "t 
(49) > (2)8 555 = 4) = GER E XC SD) 
a=1 : i * 


Ces équations ont lieu pour des discriminants fondamentaux quelconques, 
Do et — A'«o. 


Notons quelques cas particuliers. Pour — 3, on tire de (48): 
| | 3) 


| 50) s( 


ou bien 


(50') Y (2) = ») CH (— 3D), 


et en retranchant de (44) 


(50°) oe (2) =— : (5)eu— 3D). 


| D) 
[ale 
Posant A = 7, on a une formule déjà compliquée 
5 Y Ox \ / 1 \ $7 n 
S(5-. Dy s(3.. Ds NE), 
ree te (2) 85,02) Sa) 


+ < n A EN / * : 
En retranchant, membre à membre, les formules (30%) et (317), il 
vient, pour A> 4, 


"ZEN ARS 
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cette formule peut s'appliquer, si une au moins des équations suivantes n'a 





ER LEA /— A / 2: 4 i : en 2 

pas lieu: = | - h ( ) == c ; done si A est impair, il ne doit 
3 NY A 

pas avoir la forme 24k — 1; on devra déterminer à peu près = signes 





En combinant les différentes formules que nous avons établies, on 
parvient a exprimer les sommes 





par certains nombres des classes. J’abandonne ce sujet et je me borne a 
indiquer comment les formules générales établies jusqu’ici pourront servir 
au calcul du nombre des classes, si le discriminant (négatif) est le produit 
de trois discriminants fondamentaux premiers entre eux et dont la valeur 
absolue ne dépasse pas roo. C'est par exemple le discriminant 

— 35931 = 21. 29(— 59). 
En faisant 


JD) = ene NS 207050 LUS 


on peut employer la formule (B) qui donne comme nous l'avons vu plus haut 


OUEN) -—S(.. EAS) Ar s(-, —A)—s(+ , — À) 
Ar —4) rs. —4) 
25 (ia) c poisse 


En faisant usage de la formule (39) dans le cas de A — D, À, où 


D, = 29, A, = 59, elle donne (en faisant m = 1), 


A) = Ola) + Y. (GE )SG + as: — 59) 
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et en substituant ces valeurs dans la formule précédente, la constante 


Cl(— A) disparaitra et il y resteront les termes 


b, 2I 29 
Pour les former, on se sert des relations 
S (x + 1) = S(x), S(1 — x) = S(x), 
et on remarque qu'en prenant ) = 29 —#,, on aura des termes analogues, 


ce qui donne l'expression définitive (A, — 59) 


Cl(— 21.29.59) 


(0553.2, 3.4. 5,40 10, D = 15 2 ITEM 


en convenant de représenter par S(r, — A,) la quantité S(1 +2, — Aj) 
méme si æ est négatif. 

; - UE (a b : 2 520 

Cela posé, les quantités SE =| sexpriment aisément par les 


sommes 


/ 


Due ya ( f 2, (k=1,2,8, ..., 29) 


2 
y=1 


On se construit a cet effet un tableau à double entrée des valeurs 
59h 
= 


59a 4 


Quit 


en mettant ensemble les valeurs réduites qui correspondent aux 


) 


deux signes, et en ajoutant en méme temps le signe de LEGENDRE 
21V /29" eng : 414 

— | )( OF On aura ainsi un tableau rectangulaire dont les éléments 
EN OF x 

sont des quantités de la forme + (s, + sj, et pour obtenir la formule dé- 

finitive, on devra grouper ensemble les quantités égales +s, ce qui donne 


une expression de la forme 


29 
I \ 
- OU 21. 29 so es, 
2 È h=1 
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qui s'évalue aisément. On aura done, en résumé, à dresser un tableau à 
6 X 14 cases pour énumérer les c, et à évaluer au surplus les signes de 


LEGENDRE (9) depuis À = 1 jusqu'à h = 29. 


4. Reprenons l'équation (15) en y supposant m= 1: 


OU 4) + D (Amer 2) VAS (Same 


— y y 
y=1 








Soit f(x) une fonction de la variable réelle s'annulant à l'infini. positif, 
f(x) sa dérivée. Certaines conditions qui assurent la convergence étant 
supposées satisfaites, multiplions les deux membres par f'(x)dr et intégrons 
de zéro à l'infini. On a 


f f'(a)dz = — f(o), frs E*( tr + — ^ dz = So 
d'où en faisant nA —a — m, 
E CA) see grow ECHO 


Ensuite, l'intégration par parties permet de transformer l'intégrale 


(f(x) cos 2yxz da 


0 
en l'expression 


— f (o) + 2vz jj f(x) sin 2v_rde. 
En faisant usage de ces valeurs, nous aurons la formule 


— 2 ei(— A)f(o) + Y Zr) 


m=1 


= VA s (=4) | IOS on f (a) sin werde, 


T 0 





Acta mathematica. 29. Imprimé le 4 mai 1905, 53 


418 M. Lerch. 


ou bien 


(52) > CA — NA y (— 2) f f (x) sin 2»zz da. 


m-l y d 


Si l'on choisit convenablement la fonction f(x), la série 


Ser 
x x 


apparaitra dans le second membre et on aura un developpement de la 
quantité Cl(— A). Faisons par exemple 


oo 
z 
Qm 


f(z)= J 


Ur 


“de 


) 


la formule 


2yz | f(x)sin werde = f (0) + / f(x) cos 2vaz dx 
0 o 


donnera 


2yz | f(x)sin 2vzz dx = - Jz — a | € ** eos ver dx 
0 


0 


tole 


ou bien 














oe — = vex? 
pr ; Ir [at aaa 
2 f f(x) sin over de = M Me €. 
= 207 2yz 
Il s'ensuit 
oo , oo 
y S/N Ten = NN) 
=) | e dz VANUS LÀ == 
— m “ — y Qui 
l am 1 
J 
ou en faisant a - A 2,40; 
t 
prs 





v 
| 
p 
[84 
| 
= 
| = 
aj 
+ 
aii 
D 
N 
m 
#3 


mi V Zs 


equation. que nous avons obtenue plus haut par un procédé différent. 
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Prenons en second lieu la formule 
- 
, . b 
En 0r T a 
| er — — dx = -— arcte -. 
z 2 op 
Le 
0 
; o à (crc s n : 2 n 6 : 
L’hypothese de f(x) = — n'étant permise puisque la fonetion devient 


a 
finie pour z — o, j'emploie la formule 


oc 


ALS l 
Sin UT 
june 
x 


NLA 


t 
0 


en la retranchant de la précédente; il vient 


Jen: a 
sin br dx = arcte — - 
a e 


Y REN Lu 
HE 
nous aurons 
LT ß 
a, ? AD '— A) a 
- ————— — 2 —— |aretg — 
ADI m) m vA : ( y ) 2 2yz^ 


oo ^ 2mur 
2 


(53) -CU— A) = 


yi Ww 
TEES 
uA 
= 
cr 
Le) 
SS 
3 
+ 
= 
15 
_— 
| 
b 
= 
| 
SS 


La formule suivante ! 


x : AUT 
> ; sin hyp 
sin az : I : aL 
2 arcis —— -snvarde=-| a————— |, 
D eurr + Cos ai v vr 
: sin hyp — 
9 ia 


(o Same ON 9:9) 


) 
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1 REINHARD MinpxER, Beitrag zur Ausmitilung des Werthes bestimmter Integrale 


(Denkschriften der Kais. Akademie der Wissenschaften in Wien, Bd. 


1884). 
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conduit a choisir 
A ee t sin 47 
(27) arc. — — — ; 
/ O eur 202 COS ai 
nous aurons 
: 2VaN 
> ' u$ 5 , sin hyp —— \ 
E AS sin az VA ANNO i 
> — — Jareig ——— — — S DCE —— 
m D mux 2 e y y : b 2y7 
2 e4 + cos az : sin hyp E 
ou bien 
AT , 
(54) SICH ZA) 
2amr 





sin hyp 


<< /—A P. sin az —_ x —A\ I w 
= 3 (SA) t+ aE (GS) Se 
m= sin hyp 








Nie 


e À + cos az 2 


(o «Sg T 4>0) 


En supposant à infiniment petit, on en déduit («2 o) 




















/ I Y 
ipe CL LAE A ds : 
m=1 ATE ers m=1 sin hyp * 
et en faisant a=, 
(543) = Ol(— A) 
LS (ERAN a eS eee 
= > (= ) arcte e + „vA > ( "x ) Ch 
m=1 m cos hyp = 


cette dernière formule sera vérifiée plus tard. 
En opérant sur la formule (11) pour m — 1, à savoir 


~ 


D— oc 
BN a\ = D\ sin 2vrz 
or Oro 


2=1 
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d'une maniere analogue que nous venons d'opérer sur la formule (15), 


nous aurons 


on 
on 
NE 


= [DN ./m = DN ^ - 7 4 | 
> Gr (5) — ND > (a J f(x) cos 2»xz dz. 


m-—1 


D étant un discriminant fondamental positif. 
Si lon y fait par exemple 


on devra appliquer la formule suivante aisée à vérifier 











oo on 
"cos vx x X * _ dz 
| arctg - dx = = | ET — 
uy 2 x 
« t 
0 uv 
qui donne: 
=. /D m END) ; dx 
D (= arcte Lu >> 2) | e 
m/m ^p \ y Jh 
m=1 y=1 
Qvur 
m 
en remplacant arctg p, Par sa valeur 
u 
z t Du 
= — arcts — 
2 om 
on en tire la formule (6). 
Prenons en second lieu 
; I+e 7 
f(x) x log I e? € > o, 
la formule 
+ bx 
CR DEL M S 
| log ce bx dx = a —-- or 
B I+e © 





SM 
D à 
— 
© 
3 

+ 
|o 
1 
$| > 
I 
| 
D | = 
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Posant e = wz et faisant usage des formules 








27 
I—e 4 2 
Eck ir" 2 
ite “ e" +1 


Y (2)V2 = cyD)t0g E(D), 


nous aurons 





C > D\ 1 I e. /D tae mn 
(56) 2 Ct(D) log Ei D) = EV D (2 ) m ETS ls > (=) log __ mux? 
n=l ee be Ace I—e > 


formule qui peut étre assez commode pour le caleul effectif du nombre 
des classes d'un discriminant fondamental positif. 

Nous terminons ces recherches en nous rappelant la formule suivante 
due à Kummer ! 


1 
a 


LET 21—8T'( 8 
| cos?! cos rar dx (8) 


i 2 COSE grad = NET , 
| Maren zus 


/ 





(p> O), 





qui donne l'occasion à une autre application de la formule (15) 


eu er 


Je change, dans cette dernière, x en wr et multipliant les deux membres 








94 LT m \ > . . B \ 
par cos" — dz j'integre de zéro à un. Il vient, d'après la formule de 


KUMMER 


1 
4-1 , a2 


Cl(— A)- z (ey + D (=) | Eur + 4 cos 1 de 


r( zx je 
2 0 


RENE VACA SS A 1 I aye 
c 8) 24 y | EET LETTO 


Kummer, Sur quelques transformations générales des intégrales définies (Journal 
de Crelle, t. 20) 


t3 
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En supposant w positif et inférieur à =: les fonctions 
Blu ++), (o <a< A), 


seront identiquement nulles dans l'intervalle de l'intégration, et il vient 








avin 
© 
= 
m 
| 
2 
-_ 
D 
ME 
7 
| 
D 
Se 
he 
LS 
MO 
© | + 
eZ 
LJ 














ou bien, en posant EAD —t — Tt 
2 (y VA NS (—AYI I(&y 
(57) Ol A) smegma y Den r(e 2yx 
: x) aa à) 
Dans cette formule obtenue sous l'hypothèse de £ > = o<r<ıon 


~ 


peut cependant prendre £ = -, puisque cela donne la formule (15) qui se 


2 


trouve done généralisée par la formule (55), sous l'hypothése restrictive 
bien entendu 0o «€ x « r1. 


5. Aux résultats obtenus dans le présent chapitre s'ajoute une for- 
mule que nous avons tirée d'une source bien différente mais qui leur res- 
semble beaucoup et que nous allons exposer puisque elle à été le point 
de départ de nos études. 

Soit (a,b,c) une forme quadratique positive à des coefficients réels 
quelconques, A — 4ac — b^ son discriminant changé de signe, et soit w 
une quantité également réelle et positive. La formule suivante, cas parti- 
culier d'une relation rappelée par Kronecker à maintes reprises, et dont 
la démonstration se trouve dans la these de M DE SEGUIER 


9= 


— — (am?-+-bmn-+ en?) I — — — (am?+bmn-+en?) 


> e \4 en y e * \J 
U o 
m,n min 


(m, m —0,:49n3 2; 5-399) 


424 M. Lerch. 
contient des séries qui ne different des séries a double entrée employées 
dans le théorème de DiricuLer que par les termes constants où à — » — o 
: I : 
dont les valeurs sont respectivement 1 et -. :On aura donc, en isolant 
U 


ces termes et en posant pour abreger 


la relation suivante 


, I 
> f (am? + bmn + en?) = a= ih 


myn 


m,n=0,+1, +2, +3)... excepté m— mg). 


Cela étant, remplacons la forme (a,b,c) par les différents représentants 
des formes positives du discriminant fondamental — A et ajoutons les 
résultats ainsi obtenus; nous aurons 


Z X f(am? + bmn + eni) (;— jeu A). 


(a,b,c) m,n 


Or, d’après la formule fondamentale de DrriCHLeT, le premier membre est 
eal à la quantité 


wo ey = 2 9uhkz Ak 
— Apo rS CASE Be 
II ray: EC = “), 


A-1l k= 











en effectuant la sommation relative à k et en comparant les deuxièmes 


— A I 
Ba 


eva = 1 


membres, nous aurons la formule cherchée 


(58) (;— 1 jeu — Ar (ue + »» 


U 





et on en tire en prenant les dérivées des deux membres pour » — 1, la 
formule suivante 


ac A no 


es” TN Vc s 
(59) Cie ETE ) TEL h LE E 
e — I IL 








(à suivre.) 
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SUR LA REPRESENTATION DES FONCTIONS DISCONTINUES 


PAR 


RENE BAIRE 


a MONTPELLIER. 


PREMIERE PARTIE. 


Introduction. 


Le présent mémoire constitue la premiere partie d'un travail dans 
lequel je me propose d'exposer l'ensemble des résultats que j'ai obtenus 
dans l'étude du probléme suivant: Caractériser les fonctions discontinues 
(de n variables) représentables par des séries simples, doubles, triples, ete. 
de fonctions continues, et que j'appelle fonctions de classes 1,2,3,.... 

En ce qui concerne le cas des séries simples (fonetions de classe 1), 
jai exposé d'une manière complete la solution du probleme dans mes 


! Je renverrai souvent le lecteur 


»Lecons sur les fonctions discontinues». 
à ce livre, dans lequel j'ai eu l’occasion de traiter plusieurs questions qui 
me sont utiles pour l'étude que j'ai en vue, en particulier la théorie des 
nombres transfinis (Chapitre II). 

Voiei un résumé des matiéres traitées dans le présent mémoire. 

Je donne, au chapitre I, la définition des diverses classes de fonctions, 
ainsi que quelques propriétés générales qui en résultent d'une manière 
immédiate. 

Je rappelle, au chapitre II, les principaux théorèmes de la théorie des 
ensembles de points à rn dimensions dont j'ai besoin pour la suite. 





1 Editées chez Gauthier-Villars, dans la »Collection de monographies sur la théorie 
des fonctions» publiée sous la direction de M. Boren. Voir, dans les »Lecons sur les 
fonctions de variables réelless, de M. BonEL (méme collection) Note II, une autre so- 
lution, de M. LEBESGUE. 
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Dans le chapitre III, aprés avoir rappelé le théoreme général con- 
cernant les fonctions représentables par des séries de fonctions continues, 
je donne à ce résultat une extension, relative au cas oü lon se donne 
une fonetion définie en des points dont l'ensemble ne constitue pas un 
continu, ni méme un ensemble fermé, et où l'on veut savoir sous quelles 
conditions on peut compléter la définition de la fonction de manière à 
obtenir une fonction de classe 1 sur un ensemble fermé. Cette généralisa- 
tion, outre l'intérêt qu'elle présente par elle-même, m'est nécessaire pour 
la suite de mes recherches. 

Au chapitre IV, j'établis l'existenee d'une certaine propriété qui ap- 
partient aux fonctions continues et qui se conserve à la limite, c'est-à-dire 
qui, dés qu'elle appartient à tous les termes d'une suite de fonctions 
tendant vers une fonction limite, appartient aussi à cette dernière fonction. 

J'aborde, au chapitre V, l'étude des fonctions de classes 2 et 3, dont 
je démontre l'existence effective. Pour poursuivre cette étude, j'ai été 
conduit, comme je l'ai indiqué d'une facon suceinete dans des notes aux 
Comptes Rendus de l'Académie des Sciences (décembre 1899), à 
transformer les notions d'ensemble de points et de point limite. Toutefois, 
la notion nouvelle dont il s'agit n'apparait pas dans le présent mémoire; 
elle sera exposée avec tous les développements nécessaires dans un mé- 
moire ultérieur. 


CASE DR AA 
Définition des diverses classes de fonctions. 


t. Désignons par A l'ensemble des nombres réels, par R’ l'ensemble 
obtenu en adjoignant à R les éléments + co, — co. Une suite: », 


ba yoo Unis Sie) (poa inte AU CU ere et 2 appartenant à A’) 
si, quels que soient les nombres 4 et A" tels que 2 « A«2" (l'un des 
nombres 4 et A” pouvant ne pas exister) il y a un entier p tel que n> p 


entraine À <u, <A”. 


(a yo 


x 


P étant un ensemble fermé de l’espace à » dimensions G,, si, à 
chaque point A de P correspond un nombre de R’, f(A), l'ensemble de 
ces nombres constitue une fonction définie sur P. Si tous les nombres 
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f(A) appartiennent à R, la fonction est dite finie. Si les bornes supérieure 
et inférieure de l'ensemble des nombres f(4) appartiennent à A, la fonc- 
tion est dite bornée. 

Une fonction f définie sur P est dite continue si elle a en chaque 


point une valeur finie et si, 4, , A ., A,, ... étant une suite de points 


Hana, 
de P tendant vers un point A, (qui fait nécessairement partie de P), on 


a Tim (Ar 4). 


A= © 
Toute fonction non continue est discontinue. 
Sieh On a dese TOHCHIOUSS 7a, 125 3 as au. CU 75. dehnies sur P, et 


telles que, A étant un point quelconque de P, on a: limf,(A) = f(A), 
p=» 


on dit que f est la limite de f,. 

P étant toujours un ensemble fermé de @,, aux différents nombres 
ordinaux des classes I et II nous ferons correspondre des classes de fonc- 
tions définies sur P au moyen de la définition suivante. 

1° Une fonction continue appartient à la classe o. 

2? Une fonction appartient à la classe a (a> O) si elle est la limite 
d'une suite de fonctions appartenant à des classes marquées par des nombres 
inférieurs à a, et si elle ne fait pas partie de l'une de ces classes. 

Soit E l'ensemble des fonctions appartenant à toutes les classes mar- 
quées par les nombres des classes I et II. Je dis que E contient toutes 
ses fonctions limites, c'est-à-dire que si une suite de fonctions f,, f, ..., f, . 

a pour limite f, et si toutes les fonctions f, appartiennent à Æ, il en est 
de même de f. En effet, les fonctions f,, f, ...,f,,... appartiennent à 


certaines classes a, , « ., 4%, ..., il existe un nombre a des classes I ou 


4 NG: 
II supérieur à tous les «,; donc f est de classe « ou de classe inférieure; 


done f fait partie de E. 


2. Soit f une fonction quelconque définie sur l'ensemble fermé P. 
Soient b et B deux nombres finis (b « B). Appelons transformation #(b, D) 
la transformation qui remplace f par une fonction ¢ ainsi définie: 


En un point A de P où: f(A)<6, e(4)- b. 
En un point ot: BS) SB, e(A) = f(A). 


En un point où: B «f(A), ea) -B; 
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On voit d'abord que, si f est continue, c l'est aussi. Car, pour deux 


points quelconques A et A’, on a: 
lec) — en «Ira — ra). 


Done, si A’ varie et tend vers A supposé fixe, le second membre tend 
vers O, par suite aussi le premier. 

Supposons maintenant qu'on considère une suite de fonctions f, , f,, ..., 
f... ayant une limite f; la transformation 6(6, D), appliquée à toutes 
ces fonctions, donne de nouvelles fonctions €, , €,, ..., €,, ... et e; je 
dis que c, tend vers c. Il y a, pour un point A de P, trois cas possibles: 
1° b«f(A)« B. Quand » dépasse une certaine valeur p, on a: 
b<f,(A)<B, et par suite: g,(4) — f(A); comme p(A)=f(A), on a: 
Uta) =e): 

2° B<f(A). A e>o correspond p tel que, si v>p,von a: 
B—:<f{A). Dans ces conditions, que f,(4) surpasse ou non B, on a: 
B—e<g,(A)<B; comme e(4)=B, on a encore: lim ¢,(A) = e(A). 

3° f(4)<b. La démonstration est analogue. 

Cela posé, je dis que la transformation #(b, B), appliquée à une fonc- 
tion f de classe <a, donne une fonction ¢ de classe <a. Le fait a été 
établi pour x — o. Pour quil soit établi dans le cas général, il suffit, 
d’après le principe de récurrence généralisé, de montrer qu'en l’admettant 


lim ¢ 


pour tous les nombres inférieurs au nombre déterminé 7, il a encore lieu 
pour a. Or, si f est de classe <a, f est la limite d'une suite de fonc- 


tions f,, f,,..., f,,... dont chacune est de classe <a; en appliquant à 
toutes ces fonctions la transformation 6(b, B), on obtient une suite c, 
€,,..., €, , ... tendant vers ce, et chacune des fonctions c, est de classe 


<a, d'après l'hypothése admise; donc c est de classe <al 

Si f, supposée de classe <a, est bornée, si m et M sont ses bornes 
inférieure et supérieure, en prenant: b — m, B — M, on a c — f, la suite 
€i, %,,-+-,@,,.-. tend vers f, et on a: m € e, « M. Donc; wne fone 
tion bornée de classe <a peut être considérée comme la limite d'une suite 
de fonctions de classes <a, dont chacune est comprise entre les bornes de f. 

3. La somme algébrique, le produit d'un nombre fini de fonctions 
finies de classe <a est de classe <a. Dans le cas de « — o, cela résulte 
de la définition des fonctions continues. Admettons le théoréme pour tous 
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les nombres inférieurs au nombre a, et étendons-le à ce nombre; il suffit 
de considérer le cas de deux fonctions. Soient done f et y deux fonctions 
finies et de classes <a; elles sont respectivement limites de fonctions f, et 
9, de classes <a; d’après l'hypothèse admise, f,+4,, fg, sont de classes 





au plus égales à la plus grande des classes de f, et g,, done de classes 
<a; or f, 9,, fg, tendent vers f g, fg, qui sont done de classes < a. 

Une série, dont tous les termes sont des fonctions finies de classes < x, 
si elle est convergente en tout point de P, définit par sa somme une fonc- 
tion de classe <a; car la somme des » premiers termes est une fonction 
de classe <a. 

Une série, dont tous les termes w,, w«,, ..., %,, ... sont des fonctions 
finies définies en tous les points de P, et qui est convergente en chacun 
de ces points, est dite wniformément convergente sur P si, quel que soit 
e>o, et quel que soit l'entier A, il existe un entier # > h tel qu'on a, 
en tout point de P: 

le + uso +. Re. 

Nous allons montrer que, si les termes d'une telle série sont des fonc- 
tions de classes <a, la somme f de la série est aussi de classe <a. Dans 
le cas de a — o, ce théorème se réduit à une proposition connue relative 
aux fonctions continues. ' 

Pour traiter le cas de «o, j'utiliserai la remarque suivante: ? Étant 


donnée une série uniformément convergente: qw, w,. ..., w,, .... 0n peut, 
par un certain groupement de termes consécutifs, la remplacer par une série: 
U,, U,,..., U;, ... dont les termes sont, à partir du second, inférieurs en 


valeur absolue à ceux d'une série convergente à termes positifs numériques 
donnée. 

Si les w, sont de classes <a, il en sera de même des U;, dont chacun 
est la somme d'un nombre fini de termes w,. 

Tout revient done à montrer que si l'on a une série de fonctions de 
classes <a: u u et une série convergente a termes numé- 


vy cee 


a 


1^3 
riques positifs: a 


2 +) 


a .., telles que: |w,| € «&, la somme f de la 


"DS ER EET 
série est de classe «a. 


Wer 


D'après l'hypothèse, il y a, pour w,, une suite de fonctions w,,, 
, tendant vers w,, toutes de classes <a, et telles que, 


y 


Mo M dC 


LAr pes) oro E 


Leçons sur les fonctions disconlinues, p. III. 


* Pour la démonstration, voir loc. cit., p. I12. 
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quel que soit p: |w,,|<a,. Si on pose: ;=w;+%;+...4+%,,, on 
vérifie! que f; a pour limite f. Or, f; est de classe <a, comme somme 
d'un nombre fini de fonctions de classes <a. Done f est de classe <a. 

Etant donnée une série uniformément convergente, on dit que la somme 
f, des » premiers termes tend uniformément vers la somme de la série. 
On voit que, si une fonction f, de classe <a tend uniformément vers une 
limite f, f est aussi de classe <a. 

Si une fonction f est telle que, quel que soit € > o, il existe une fonc- 
tion € de classe <a differant de f de moins de s, f est de classe <a. 
En effet, prenons une suite de nombres positifs tendant vers O, soit ¢,, 


15 
Say er, 


telle que |f, —f|<s,; on voit que /, tend uniformément vers f, qui est 


z 
ey» see 


et prenons, pour chaque ¢,, une fonction f, de classe <a 


par suite de classe <a. 


4. Montrons que l'étude des fonctions non finies ou non bornées 
peut se ramener à l'étude des fonctions bornées. Nous utiliserons pour 
cela la transformation 7' qui remplace la variable y pouvant prendre toutes 
les valeurs de A’ par une nouvelle variable z définie comme il suit: 











y 
Pour — w<y<so, mu 
T 
y 
Pour o<y<s+w, 2—=— 
zu Les, RE 
On sait” que si les nombres: y, ,%,,--.,%, ... et y,, appartenant 
à R, ont pour transformés par 7 les nombres 2,, 2%,,...,%,... eb 2, 


il v a équivalence entre les conditions: 
limy, =, „et; ime —— 


En appliquant la transformation T aux valeurs d'une fonction f dé- 
finie sur un ensemble P, on obtient une fonction ¢, comprise entre — 1 
et 1, qui est la transformée de f par T f est la transformée de e par T. 

[. Si on considère une suite de points de P: A,, 4, ; 5, A, 
ayant pour limite un point A, il y a équivalence entre les conditions: 


limf(4,) —f(A) et lme(4,) = o(4). 


* loowicit., D. MOIS: 


loc Act pe. 
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HS Elo, rides fonctions f? p sn, fos et, f, définies,surs P, 
et si leurs transformées par T' sont ¢,, 9%,,.-.,¢,, et ©, il y a équi- 


valence entre les conditions: 
my, et lime oe. 


Nous avons réservé le mot de fonction continue aux fonctions finies. 
Une fonction peut avoir en certains points l'une des valeurs + co, — co, 
et posséder en tout point A la propriété: him £(.4,) = f(.4) pour toute suite 


de points A, , A , A, ,... tendant vers A. Nous dirons qu'une telle 


193 pu 
fonction est continue (sens étendu). D’apres I, on voit que: 


Une fonction f et sa transformée ¢ sont continues (sens etendu) ou mon 
en méme temps. 


Si f est de classe o, il en est de méme de c; mais, si ¢ est de classe 
oO, f n'est de classe o que si elle est finie. Je dis que, étant. données une 
fonction f et sa transformée €, si l'une de ces deux fonctions est de classe 
a (a 2 1), il en est de méme de l'autre. 

Admettons cette proposition pour toutes les valeurs de a>ı et in- 
férieures à un nombre £, et démontrons-la pour f. 

1 © SUIT est de ‘classe 4,3 1lıyıa une Suite f:,7,, .-.; 7, -.. tendant 
vers f, chaque fonction f, étant de classe <j. Les transformées ¢,, 
pde cone CG apres la proposition admise, 
de classes </ et tendent vers e; donc ¢ est de classe < f. 


o 


2 @,, ... tendant 


233851 LUS ar) 


Si ¢ est de classe £, il y a une suite e, , ¢ 
vers c, chaque fonction c, étant de classe < et étant comprise, comme 
c£, entre — 1 et I. Prenons une suite de nombres positifs inférieurs 
n1 cet tendant vers T; 8016 À, À, «.., A La fonction 2,@,, qui 


o 
tend vers c, est comprise entre des nombres intérieurs à l'intervalle 
(— 1, 1); done la transformée de 4,¢, par 7’, soit f,, est bornée; f, est 
de méme classe que A,¢,, c'est-à-dire que c,, si cette classe est > 1, d'après 
la proposition admise, et aussi dans le cas où elle est égale à o, car alors 
f, étant bornée, est une fonction continue proprement dite; ainsi les fj, 
qui tendent vers f, sont de classes — f; done f est de classe « f. 

Les fonctions f et ¢ appartiennent done à deux classes dont aucune 
ne peut surpasser l’autre; done f et g sont de méme classe. 

On voit, en outre, qu'une fonction f quelconque de classe <a peut 
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être considérée comme la limite d'une suite de fonctions bornées de 
classes <a. 

Supposons qu'on soit parvenu à déterminer une condition (4) né- 
cessaire et suffisante pour qu'une fonction bornée soit de classe <a (a 
étant 2 1 et déterminé); supposons que la condition (A) soit invariante 
par rapport aux transformations T' et 7'", c'est-à-dire que, ¢ étant la 
transformée par 7 d'une fonction f, les fonctions f et ¢ remplissent en 
méme temps ou non la condition (4); je dis que (A) est la condition né- 
cessaire et suffisante pour qu'une fonction quelconque soit de classe <a. 
En effet: 1? si f est de classe <a, ¢ est aussi de classe <a, et, étant 
bornée, satisfait à (A); donc f satisfait à (A). 2° si f satisfait à (A), il 
en est de même de c; c, étant bornée, est de classe <a, done f aussi. 
Cela nous permettra, dans la suite, d'introduire le plus souvent la restriction 
qu'on s'occupe de fonctions bornées, les résultats s'étendant facilement au 
eas général. 


CHAPITRE II. 
Les ensembles à n dimensions. 


5. Jindique ici les résultats relatifs à la théorie des ensembles de 
points à n dimensions dont j'ai besoin pour la suite; pour la plupart 
d'entre eux, je me contente de donner les énoncés, renvoyant pour les 
démonstrations aux »Lecons sur les fonctions discontinues», (Ch. V, sec- 


tion I). 

P, Q, H,... étant des ensembles de points dans @,, on désigne par 
D(P,Q,R,...) l'ensemble des points communs à P,Q, R,..., par 
M(P, Q, E, ...) l'ensemble formé par la réunion de P,Q,R, ...; quand 
P,Q, H,... n'ont deux à deux aucun point commun, on écrit aussi: 


M(P,Q,R,..)—P-rQ-rR4.... 

Si P, Q, R,... sont fermés et en nombre fini, M(P, Q, R,...) est 
Jermé, car tout point limite pour cet ensemble est limite pour l'un au 
moins des ensembles P, Q, R,.... 


Si P,@,R,... sont fermés, D(P, Q, R, ...), s’il existe, est fermé. 
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Si on a des ensembles fermés P,, P,,..., P,,... tels que: 
DESDE acp. 


chacun contenant au moins un point, et si P, est borné, il y a au moins 
un point commun à tous. 


6. .P étant un ensemble quelconque, on désigne par P' l'ensemble 
dérivé, ou dérivé d'ordre 1, de P. Nous désignerons par P" l'ensemble 
M(P, P, et nous dirons que c'est le dérivé d'ordre o de P. On voit 
que Jg comprend, outre les points de P', les points qui font partie de P 
sans faire partie de P", c'est-à-dire les points isolés de P. Ainsi, un point 
A appartient à P° si toute sphère de centre A contient au moins un point 
de P, et il appartient a P' si toute sphére de centre A contient une in- 
finité de points de P. 

L'ensemble P° est fermé et a pour dérivé P', car si un point A est 
limite pour P", c'est que toute sphère de centre A contient une infinité 
de points de P": ces points appartenant à P ou P’, le point A fait partie 
de P'; réciproquement, un point de P', étant limite pour P, est limite 
pour P", qui contient P. 

Si un point À n'appartient pas à P^, il y a une sphère de centre A 
et de rayon positif qui ne contient aucun point de P: on dit que A est 
exterieur à P. 

Si P est dense en lui-même, on a P< P'; il y a done identité entre 
ID? cet: P.sWRlitestuparfait: 


* Si l'on a des ensembles fermés ou nuls correspondant aux nombres 


TE 
des classes I et II: 


(1) Te Cp. ete. 


avec la condition que a<a’ entraine P,> P,, ces ensembles sont tous 
identiques entre eux à partir d'une certaine valeur 3 de a, c’est-à-dire que: 


NS Et. aa 
Pg = Pen — 


En désignant par P, l'ensemble commun a tous les ensembles (1), 
on a, en outre, les résultats suivants: 


selocaicit- ps 103, 104, 105. 
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I. Si, pour tout nombre « de seconde espèce, P, est l'ensemble 


a 


commun à tous les ensembles 7, d’indice inférieur à a, on a: 


P= 2 (P— Pi) +e, iO ee 





II. Si, outre la condition I, on a P,=o, et si P, est borné, il y 
a un nombre 7 tel que P, contient des points, P étant nul. 

III. Si les ensembles (1) sont tels qu'un point isolé de l'un d'eux 
ne fait pas partie du suivant, P, est nul ou parfait 

Ces considérations s'appliquent en partieulier aux ensembles dérivés 
d'un ensemble queleonque P. En tenant compte de la définition donnée 
plus haut du dérivé d'ordre o, on voit que P a des dérivés marqués par les 
nombres des classes I et II à partir de o, et par 9, soit 

ppp BAS 

On a 


(2) P° = Xp prH)+ pe 


P^ est nul ou parfait, et les ensembles 7" sont tous identiques à P^ à 
partir d'une certaine valeur de ;. Si, dans un domaine borné, P^ est 
nul, il y a un nombre 7 tel que 7" contient des points dans ce domaine, 
tandis que P’*' y est nul: 7” contient dans ce domaine un nombre fini 
de points. 

Dans la formule (2), chaque terme P’— P’*' est un ensemble isolé, 


par suite dénombrable, done &(P’— P'^') est aussi dénombrable. 


8. Soit P un ensemble parfait. Designons par X, soit une sphère 
à n dimensions, soit un parallélépipède de côtés parallèles aux axes, con- 
tenant au moins un point de P à son intérieur. Considérons l'ensemble 
K des points de P qui sont inférieurs à X; K est dense en lui-même, car, 
au voisinage de tout point À de KA existent des points de P intérieurs à 
x; done (8 6) K° est parfait. D'ailleurs K^ est contenu dans P. Nous 
appellerons portion’ de P déterminée par X l'ensemble parfait P, = K°; 


' La définition actuelle diffère légèrement de la définition donnée dans les »Lecons 
etc.», (p. 105), en ce qu'un point de la surface de .Y n'est ici considéré comme ap- 
partenant à la portion que s'il est limite de points de P intérieurs à SX. Cela ne 
modifie en rien la définition des ensembles non denses. 
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de plus, nous conviendrons de dire que tout point de A est intérieur à 
la portion P, de P. D'après cela, pour qu'un point A de P soit intérieur 
à une portion déterminée P, de P, il faut et il suffit qu'il existe une 
sphére de centre A et de rayon positif telle que tous les points de P 
contenus dans cette sphère appartiennent à P. 

Soit P un ensemble parfait, et ( un ensemble contenu dans P. Deux 
cas seulement sont possibles: 

1° | Dans toute portion P, de P existe une portion P, qui ne contient 
aucun point de @, (et par suite aucun point de (Q^) Nous dirons dans 
ce cas que @ est non dense dans P. 

o 


2 Il existe une portion 7, de P telle que toute portion p. 


de P 


contient des points de (. La partie de @ contenue dans P, est alors 


1 


partout dense par rapport à P,, et la partie de Y’ contenue dans P, coin- 


cide avec P,. 
On voit que, si () est non dense dans P, on peut, au voisinage de 
tout point de P, trouver un point de P n'appartenant pas a (^, et réci- 
proquement, si ce fait a lieu, () est non dense. 
Si (Q est fermé et ne coincide pas avec P, il y a une portion de P 


qui ne contient aucun point de Q. 


9.' En supposant toujours que © est un ensemble contenu dans l'en- 


semble parfait P, nous dirons que () est de premiere catégorie par rapport 
P si @ peut étre formé par la réunion d'un nombre fini ou d'une in- 
finité denombrable d'ensembles non denses par rapport à P. 

Tout ensemble qui n'est pas de première catégorie est dit de deuxième 
catégorie. 

Un ensemble contenu dans un ensemble de première catégorie est 
lui-méme de premiére catégorie. 

Un ensemble formé par la réunion d'un nombre fini ou d'une infinité 
dénombrable d'ensembles de premiére catégorie, est lui-méme de premiere 
catégorie. 


Si Q est de première catégorie dans P: 1? la partie de (Q9 contenue 
o 


dans une portion P, de P est de premiere catégorie dans Pi: 2° il y a, 
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dans toute portion P, de P, des points de P qui appartiennent pas à Q: 
3° P— Q est de deuxième catégorie. 


Dans les applications, nous aurons souvent à considérer un ensemble 
(), contenu dans un ensemble parfait P et dépendant d'un entier # de 
maniére qu'on ait: ¥ 
QR a Se 
Soit: : 
QM OUO ere): 


Nous dirons que ( est l'ensemble limite de Q,. On voit que si Q, est 
de premiére catégorie, l'ensemble limite @ l'est aussi. 

La méme remarque s'applique au cas d'un ensemble Q, dépendant d'un 
nombre positif p, avec la condition que p’ < p entraine Q, > Q,. Prenons 
une suite queleonque de nombres positifs décroissants tendant vers O: p,. 
Pay 5 Pn,--. et soit GY l'ensemble limite de Q,. On reconnait que Q est 
indépendant de la suite choisie; nous dirons encore que @ est l'ensemble 
limite de Q, quand p tend vers o. Si, pour toute valeur positive de p, 
(), est de premiere catégorie, il en est de même de Q. 


CHAPITRE III. 
Les fonctions de classe 1. 


10. Supposons qu'une fonction f soit définie en tous les points d'un 
ensemble 7' de G,, I’ étant quelconque, et f pouvant prendre toutes les 
valeurs de l'ensemble A’ défini au S 1. 

Si /j est un ensemble contenu dans J’, f est définie aux différents 
points de /;, l’ensemble des valeurs de f en ces points a une borne 
supérieure, une borne inférieure et une oscillation,’ que nous désignons 
respectivement par: 


M(f, 11), m(f, 1°), o (f, I) = M(f, I) —»(f, ID). 
' On convient de poser, si « est fini: 


T o09—a«-—a—(—co)- + © —(— ©) = + co, 
+ © 





(+ ©) = (— co) — (— co) =0 
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On a évidemment, si /} est contenu dans 7°: 


MC E EM Bey m(f,T,)<m(f,T,), eu derat 


Soit maintenant A un point de 7” (S 6). En appelant /; la partie 
de Z’ contenue dans la sphère de centre A et de rayon o, on reconnaît 
que, lorsque o déeroit et tend vers o, les nombres M(f, 17), w(f, /;) ne 
eroissent pas, le nombre m/(f, 1°) ne décroit pas; ces trois nombres ont 
done des limites, que nous désignons par: 


Mf, i A), m(f, I’, A), 
eu E A) Mn AN ad. AO, 


et que nous appelons respectivement maximum, minimum, oscillation de f 
en A par rapport à I’. 

D'après ces définitions, si un point A de /'" est intérieur à une 
Sphère X et si 7, est la partie de /' contenue dans X, on a: 


Dn oA Mn nik, poA ess (e, Dal, AVG FT) 


11. Si f est définie au point A, de 7”, (ce qui n'a pas lieu néces- 
sairement), on a 


JU s REUS RES AE Lou 


Supposons qu'on ait: 
(1) SM DX A) CAM). 


Alors, quel que soit s > o, on peut trouver un nombre positif o tel que, 
dans la sphère de centre A, et de rayon p, on ait, en tout point A de /*: 


f(A) « f(A,) + s. 


Réciproquement, cette propriété entraine la condition (1). Nous dirons que 
la fonction f est semi-continue supérieurement en A, par rapport à I 

De méme, nous dirons que f est semi-continue inférieurement en A, 
par rapport à I’ si Von a: 


TRA SACS ANS AA) 
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Si, au point A,, on a: 
MGR Te A) 2, 7,4) AI; 


la fonction est continue en A, par rapport à ['; la condition de continuité 
s'exprime par: 
QT MESSA) 


Si une fonetion f définie en tous les points d'un ensemble fermé P 
possede en chaque point de cet ensemble la semi-continuité supérieure, ou 
inférieure, ou la continuité, nous dirons qu'elle est semi-continue superieure- 
ment, ou inferieurement, ou continue sur P. Toutefois, dans ce dernier cas, 
pour nous conformer aux définitions du chapitre I, la fonction ne devra 
étre considérée comme une fonction continue proprement dite que si elle 
a en chaque point une valeur finie. 

Si P, est un ensemble fermé contenu dans l'ensemble fermé P, la 
semi-continuité supérieure (inférieure) sur P entraine la semi-continuité su- 
périeure (inférieure) sur P,. 

Si f est semi-continue supérieurement, — f est semi-continue in- 
férieurement. 

La somme d'un nombre fini de fonctions semi-continues supérieure- 
ment est aussi semi-continue supérieurement. 

Si f définie sur l'ensemble fermé P est semi-continue supérieurement, 
l'ensemble // des points où l'on a: f>%, & étant un nombre quelconque, 
est fermé. En effet, si A, est limite d'une suite de points en chacun 
desquels on a: f>%, il en résulte: M(f, P, Aj) 2 k, et par suite: 


f(A.) = M(f, P, A) =k; 


done l’ensemble H contient tous ses points limites, 


12. Soit f une fonction définie sur un ensemble J’ quelconque. 
Nous avons défini, en chaque point A de 7", le nombre M(f, T, A); ce 
nombre est done une fonction ¢(A) définie en tout point de l'ensemble 
fermé J"; je dis que cette fonction est semi-continue supérieurement sur 
|". En effet, soit A, un point de 7" et s un nombre positif; nous 
pouvons déterminer une sphère X, de centre A, telle que, 7’, étant la 
partie de 7' contenue dans cette sphère, on ait: 


Mii, Ey EME A MN EE, 
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et par suite, si A est un point quelconque de I', intérieur a N,: 
nno dM eM. I. Ad ss 
d'où l'on déduit que, dans une sphère X, concentrique et intérieure à 
on a, en tout point de I’: 


’ 
eil 


e(A) <¢(A,) $e. 


C'est la propriété qui caractérise les fonctions semi-continues supérieure- 
ment. 

On reconnait de méme que (A) = m(f, /', A) est semi-continue in- 
férieurement sur /”. 

La fonction w(4), qui est égale en chaque point A de /" à l'oscilla- 
tion de f, étant la somme des fonctions e = M(f, I’, A) et —d = —m(f, I, A), 
est semi-continue superieurement. Il en résulte que l'ensemble des points 
de /'' où l'oscillation de f est > s, o étant un nombre positif, est fermé. 


13. Une fonction f définie en tous les points d'un ensemble parfait 
P est ponctuellement discontinue sur P, si, quel que soit s o, l'ensemble 
des points A de P où w(f, P, A) >o est non dense dans P; alors l'en- 
semble des points de discontinuité est de premiere catégorie; il y a, dans 
toute portion de P, des points de continuité; la fonction w(f) a, dans 
toute portion, et par suite en tout point, son minimum nul. (Nous faisons 
rentrer le cas des fonctions continues dans ce cas.) Dans le cas contraire, 
f est totalement discontinue; il existe un nombre positif 4 et une portion 
I| de P telle qu'en tout point de // on a w>a; on voit que w(f) a 


son minimum 2 dans la portion //.' 


Théorème I. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 
définie sur un ensemble fermé P soit de classe <1 est qu'elle soit ponctuelle- 
ment discontinue sur tout ensemble parfait contenu dans P.? 





=loe. cit, S 67, p- 199. 

* La démonstration de ce théoréme résulte des SS 68, 73 et 74 des »Lecons sur 
les fonctions discontinues», où toutefois l'ensemble P est supposé parfait; mais les rai- 
sonnements des $§ 73 et 74, qui établissent que la condition est suffisante, sont valables 
en supposant seulement que P est fermé.  L'extension du résultat, démontré d'abord 
pour les fonctions bornées, aux fonctions quelconques, (8 77) peut se faire en remarquant 
que la condition de l'énoncé est invariante par rapport aux transformations 7 et J’ 
(S8 4 du présent mémoire). 
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14. Une fonction semi-continue, supérieurement par exemple, sur un 
ensemble fermé P, est de classe <1. * 

Une telle fonction a la propriété suivante. X étant une sphere con- 
tenant des points de P, soit c(X) le maximum de f dans 2; étant donné 
un point A de P, et une sphere 2 de centre A dont le rayon tend vers 0, 
¢(¥) a pour limite f(A). Nous allons établir une propriété en quelque 
sorte réciproque. 

Soit P un ensemble fermé. Supposons qu'à chaque sphère X con- 
tenant des points de P corresponde un nombre c(X), avec la condition 
que si 2” est contenu dans X, on ait: ¢(Z’)<¢(2). Soit A, un point de 
P, et soit NX la sphère de centre A, et de rayon o; quand p décroit et 
tend vers o, e(X), qui ne croît pas, a une limite déterminée. Soit f(A,) 
cette limite; je dis que f(A) est semi-contimue superieurement. En effet, 
soit e un nombre positif; nous pouvons déterminer une sphère X de centre 
A, telle qu'on ait: e(X) «f(A,) d- s. Soit A un point quelconque de P 
intérieur à 2, il y a une sphére de centre A contenue dans X, d'oü il 


résulte qu'on a: 
f(A) € e(X) « f(A,) 4- e. 


La fonction f possède donc bien la semi-continuité supérieure. 


15. Il résulte du théorème I que si une fonction n'est pas de classe 
<1, il existe un ensemble parfait sur lequel elle est totalement discontinue. 
Pour démontrer qu'une fonction définie sur un ensemble fermé P est de classe 
<1, dH suffira donc de démontrer que dans tout ensemble parfait H con- 
tenu dans P existe une portion sur laquelle f est de classe <1. En 
particulier, une fonction queleonque définie sur un ensemble fermé dé- 
nombrable (autrement dit réductible) est de classe « 1. Une fonction dé- 
finie sur un ensemble fermé P est de classe <1 si elle est de classe <1 
sur l'ensemble parfait P. m 

Soit f, une fonction de classe <1 définie sur un ensemble fermé P, 
f, une fonetion de elasse « 1 sur un ensemble fermé P,; je considére la 
fonction f qui est égale à f, en tout point de P,, et à f, en tout point 
de P, qui n'appartient pas à P,. Je dirai que f est obtenue par la super- 


loc cit, 8 78, p. 124; méme observation que plus haut. 
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position de f, à f,; f est définie sur l'ensemble fermé M(P 
que f est de classe < 1. 


Eee LC Gis 

Il faut montrer que, dans tout ensemble parfait H contenu dans 
M(P,, P,), existe une portion de H dans laquelle f est de classe <1. 
Posons: H, = D(H, P.). Ou bien H, coincide avec H, et f est identique 
sur H à f,, done de classe <1. Ou bien H, ne coincide pas avec H, et 
comme H, est fermé, il y a (& 8) une portion X de H ne contenant aucun 
point de H, et par suite de P,; sur K, f est identique à f,, done de 
classe <1. 

Le théorème est done établi; il s'étend de suite au cas de h fonctions 
superposées, et lon a l'énoncé suivant: Soient f,, f,,..., f, des fonctions 
de classe < 1 respectivement définies sur les ensembles fermés P,, P,,..., P. 
Prenons f égale à f; aux points de P; qui ne font pas partie de P,, P,,..., 
F_\. Lasfonction f, définie sur M(P,, P,,..., Pj), est de classe «tr. 


16. Nous nous sommes occupés, dans les § 13, 14, 15, de fonctions 
définies en tous les points d'un ensemble fermé. Nous allons maintenant, 
dans le cas oü l'on donne une fonction sur un ensemble P quelconque, 
étudier la question suivante: à quelles conditions estil possible de com- 
pléter la definition de f aux points de l'ensemble fermé P" oü elle ne se 
trouve pas définie, de manière à obtenir une fonction F de classe o, ou 
de classe <1, ete.? Si ce probléme est possible, nous conviendrons de 
dire que la fonction f, imcomplétement définie sur P?, est de classe o, 1 
suivant le cas. 


P 


Le cas des fonctions continues se traite sans difficulté. Il est évidem- 
ment nécessaire, pour que /, définie sur l'ensemble 7 quelconque, soit 
de classe o, qu'en chaque point A de P" on ait: w(f, P, À) — o. Cette 
condition est aussi suffisante, car si elle est remplie, il suffit de poser, en 
tout point A de P": 


DA ONE Enel) A EPA): 
La fonction F, continue sur /", est identique à f sur P. 


17. Pour traiter le cas des fonctions de classe 1, nous donnerons 


d'abord une extension aux notions rappelées au § 13. 
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Soit H un ensemble parfait, / se trouvant définie seulement en certains 
points de H, formant un ensemble /'; l'ensemble I" est contenu dans H; 
nous dirons que f, au voisinage d'un point de J”, se trouve définie sur 
H, et au voisinage d'un point de //—-/", n'est pas définie. En chaque 
point A de J” existent des valeurs déterminées pour le maximum, le mini- 
mum et l’oscillation de f relativement à I’; nous désignerons ces nombres 
par M(f, H, A), m(f, H, A), w(f, H, A). 

Nous dirons que f est ponctuellement discontinue sur H si Vensemble 
des points où o(f, H, A)>o (o> 0), est non dense dans H; sinon, f sera 
dite totalement discontinue. Cette définition comprend évidemment la dé- 
finition relative au cas où f est complètement définie sur A. 

Si f est ponctuellement discontinue sur H, l’ensemble A des points 
de discontinuité est de premiere catégorie par rapport à H; un point de 
H — K est, ou bien un point de continuité pour f, ou bien un point au 
voisinage duquel f n'est pas définie. Si f est totalement discontinue, il y 
a une portion H, de H et un nombre positif 2 tel qu'en tout point de 
H,, Voscillation de f est >A. 


18. Etant donnée une fonction f sur un ensemble P quelconque, s'il 
existe une fonction F' définie sur l'ensemble fermé P", égale à f sur P, et 
de classe <1, cette fonction F’, d'après le théorème I, doit être ponctu- 
ellement discontinue sur tout ensemble parfait H contenu dans ?°: done 
f doit aussi être, sur tout ensemble parfait, ponctuellement discontinue, au 
sens étendu du & 17. Je dis que cette condition nécessaire est aussi suffi- 
sante. 

Supposons done f ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait. 
Je vais tout d'abord déterminer, étant donné un nombre positif a, une 
fonction 7, définie en tout point de P", différant de f de moins de o en 
tout point de P, de classe <1, et enfin comprise entre les bornes de f. 


Définissons des ensembles fermés: 


(1 JE. 2. P 


0» ] 4'".-3 a)-**- 


au moyen des trois conventions suivantes: 
I o pn PA 
2° LP, est, quel que soit a, l'ensemble des points A de P? où l'on a: 
w(f, Pe, A)>e. 


a 
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3° Si a est de deuxième espèce, P, est l'ensemble commun à tous 
les ensembles d'indice inférieur à a. 

f . . o . ^ 2 . . 
On voit que, si L7 existe, f étant ponctuellement discontinue sur cet 


ensemble, P,,, est non dense dans P7, et l'on en déduit que les ensembles 


a 


(1) sont nuls' à partir d'un certain indice B; par suite, on peut écrire: 
p,—P*— 2 (P.— Piz) QUEE Oe 
Chaque ensemble P,— P,,, se décompose comme il suit: 
p T Axa T$ Pg» ES PL) EI: (P FE da): 
7 


Pour définir F, en chaque point A de P", donnons-nous tout d'abord un 
nombre C compris entre les bornes de f, et distinguons deux cas: 


e 


Le point A fait partie d'un ensemble P7 — Pi*'. Ce cas se sub- 
divise en deux: 

a)'f est définieten 4^ Nous’ posons: F,(4) = f(A). 

b) f n’est "pas définie en A. Nous posons: Æ# (4) = C. 

Le point A fait partie d'un ensemble P7— P,,,. Soit //, l'en- 
semble des points de 77 où f est définie; en chaque point A de //7 existe 
une valeur pour m(f, P/, A). Subdivisons en deux cas: 

e) A fait partie de /J;. Nous posons: F(A) = m(f, P7, A). 


\ 


2° 


d) A ne fait pas partie de //7. Nous posons: F(A) =C. 
On voit que si A fait partie de //,. et ne fait pas partie de P,,,, 
ensemble des points de P7 où w(f, P7, A) >o, on a: 


71 5 


M(f, Pz.,.4) — mt, P2, 4) <a, 


d'où il résulte: 


nn 
to 
SE 


oc LR <a. 


Cette condition est remplie aussi dans le cas a); elle est done remplie 
en tout point où f se trouve définie. F, est évidemment compris entre les 
bornes de f. Il reste à montrer que F, est de classe <1, et pour cela 
($ 15), que dans tout ensemble parfait H existe une portion sur laquelle 


TCE elocs (cit. SA pi on 17- 
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FE, est de classe <1. H étant un ensemble parfait quelconque contenu 
dans P°=P, posons: H, — D(H, P,).- On.en déduit: 


H,— H 


a a 


MED E — oP 


a+] ) 
et par suite: 


OH, = Er 


a 


2. EM 


, 


Les ensembles 4,— H,,, ne peuvent être tous nuls; soit 7 le plus petit 
des nombres pour lesquels //,—— H,,, n'est pas nul. On a: 


a 








H=H H HN Te 
De H — HS on déduit: HE et comme /7 est parfait: 
H — LI Jai 


Comme l'ensemble fermé Hs: DH P. he coincide pas avec LH 
il y a une portion A de H qui ne contient aucun point de H,,,, par suite 
aucun point de P,,,. L'ensemble parfait A est contenu dans 77 et ne 
contient aucun point de P,,,; done, d'après les définitions c) et d), F, est 
égal sur A a la constante (, sauf aux points A de l'ensemble fermé 
D(Il;, K), où F, est égal à m(f, P7, A); cette dernière fonction est semi- 
continue inférieurement, par suite de classe <1, sur //7 et aussi sur D(II7, K); 
ainsi F, est obtenu, sur A, par la superposition de cette fonction à la 
fonetion constante C; donc (S 15), F, est de classe <1 sur A’, qui est 
une portion de //. Ainsi F, remplit toutes les conditions indiquées. 

Posons, en tout point de P: 


Í = Hs + d. 
On a, d'aprés (2): 

o<d, <a. 
La fonction ¢, définie sur P est ponctuellement discontinue par rapport 
à tout ensemble parfait H, car l'ensemble des points de discontinuité de 
d, = f— lF,, ne pouvant comprendre que des points de discontinuité de 
f ou de F,, est de première catégorie par rapport à H. On peut done 
appliquer la méthode précédente à d, et, remplaçant o par ., déterminer 


une fonction /, de classe <1 définie sur 7" telle que: 
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! 7 h N e , 
d$, —F, 45, ox NC oo oS pg. 


En continuant l'application de la méthode, en obtient successivement: 








$;—F,-F4, o € 9, «m Om <a, 
h—F+¢ eS Seine 
C i D Viti Stl pe = iii? 


Les F, sont des fonctions de classe <1 définies sur P?, et forment une 
série uniformément convergente; donc la fonction 


FE +F +... +F +... 
est définie sur P" et est de classe < 1. 
On a, en tout point de P: 


RES ras Be ae eh 


et comme d;,, tend vers o, il en résulte: f= F’. 
En résumé, on a déterminé une fonction Z de classe <1 sur 7", 


égale à f en tout point de P, ce qui démontre la proposition énoncée. 


CHEAP GIR, VIA, 
Propriété commune aux fonctions de E. 


19. Soit H un ensemble parfait; supposons qu'une fonction f soit 
définie en tous les points de M. 

Je désigne par M’(f, H) la borne supérieure des nombres À tels que 
l'ensemble des points de H où f>A est de deuxième catégorie. —L'en- 
semble des points où f> M'— s, (s2 0), est de deuxième catégorie. 


L'ensemble des points où /2 M’ + s est de première catégorie; ce dernier 


bo 
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ensemble, qui dépend de s, et ne peut que s'aceroitre quand = décroit, a 
pour limite, quand = tend vers o, l'ensemble des points ow / > M', lequel 
est par suite de première catégorie (S 9). En résumé, il existe un nombre 
M'(f, H) tel que l’ensemble des points ou f> M'(f, H) est de premiere 
atégorie, tandis que l'ensemble des points où f 2 M'(f, H)—e, (s 7 0) 
est de deuxième catégorie. Cette double propriété ne peut évidemment 
appartenir qu'à un seul nombre, elle caractérise done le nombre M'(f, H). 

On a évidemment: M(f, H) > M'(f, H). 

De la méme manière, on voit qu'il existe un nombre déterminé m'(f, H) 
caractérisé par ce double fait que l'ensemble des points où f « m'(f, H) 
est de première catégorie dans //, tandis que l'ensemble des points où 
f«m(f,H)--s (s20) est de deuxième catégorie. On a: m/f, H) > m(f,.H). 

Je dis qu'on a: M'(f, H) 2 m(f, H). .En.effet, l'ensemble @ des points 
où f > M' est de première catégorie; donc l'ensemble H — Q est de deuxième 
catégorie, et en chaque point de cet ensemble, on a f< M'. Done, d’après 
la propriété caractéristique de m’, on a M' 2 m. 


On a done: 


M(f, H)> M'(f, H) »m(f,H)-m(f, H). 


Posons: 


w'(f, H) = M'(f, H)—m'(f, H); 


nous aurons: 


o'(f, H) «€ o(f, A). 


Nous dirons que JM’, m', e, sont le maximum, le minimum, loscillation 
de f sur H, quand on néglige les ensembles de première catégorie. Re- 
marquons que si /7' est un ensemble de premiere catégorie dans H, on 
peut, dans la définition de .M', m’, ©’, faire complètement abstraction des 
valeurs de f aux points de 7; de plus on a: 


Mf, H—P)2.M'f, H), m(f, H-— Py wid), 
o(f , .H — Pyz- onm 
20. Je dis que si H, est une portion (§ 8) de H, on a 


M'(f, H,)  M'(f, H). 
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En effet, l'ensemble des points de H où f > M'(f, H) est de première 
catégorie dans H, done (S 9) la partie de cet ensemble contenue dans //, 
est aussi de première catégorie dans H,, par suite le nombre W'(f, Hj) 
ne peut surpasser le nombre M'(f, H jd 

On a, dans les mémes conditions: 


mig eH mH) vetera. H,)<o'(f, Hf). 


SE 


Cela posé, soit 4 un point de H.  Désignons par H, la portion de 
H déterminée par la sphere X de centre 4 et de rayon p. Quand p 
déeroit et tend vers o, les nombres M’(f, H,), w'(f, H,) ne croissent pas, 
le nombre m’(f, H,) ne décroit pas; ces trois nombres ont done des limites, 
que nous désignons par: 


BH. À), CH tO EE A) M'(F-H À) — (f, Ay. 


D'après ces définitions, si un point A de H est intérieur à une sphère 


S, et si H, est la portion de // déterminée par S, on a: 


IE (pele Al) SV (elt) mie, AY mA ES HI) 
eoe eA sea eH. 


21. Le nombre M'(f, H , A), défini en chaque point A de 7/, constitue 
une fonction c', qui fait évidemment partie de la catégorie de fonctions 
étudiées au § 14. Done ¢’ est semi-continue supérieurement. De même, 
d' — m'(f, H, A) est semi-continue inférieurement, et enfin w’ = ¢’— 4" est 
semi-continue supérieurement. 

En chaque point de H, on peut avoir f>¢’ ou bien f<¢’, mais je 
dis que l’ensemble des points om f > €' est de première catégorie dans H. 

Pour le montrer, considérons * l'ensemble (A) des cubes: 





(Pe m VEN Pise 

* Mais, à l'inverse de ce qui a lieu pour la fouction M, du fait qu'un ensemble 
parfait A est contenu dans H, ne résulte nullement la condition M'(f. K)< M'(f, H) 
Par exemple, soit f — O aux points de l’ensemble H des points du segment (0,1), 
sauf aux points d'un ensemble parfait non dense K, oh f— 1. On a: M'(f, H) — o 
i Moe EO) =e UN(E): 


loezeit., SLOT, p. TO: 
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d,,%,---,%, étant entiers, p étant un entier positif. Cet ensemble est 
dénombrable et a la propriété suivante: si A est un point, et si 2 est une 
sphere de centre A, il est possible de trouver un domaine A auquel A 
est intérieur et tout entier contenu dans X. 

En désignant les domaines de (A) par A,, A,,..., Aj, ..., soit H; la 
portion de H déterminée par A, si cette portion existe; le nombre M'(f, H;) 
est alors déterminé, et l'ensemble A; des points de H; où l'on a f> M'(f, Hj) 
est de première catégorie dans H;, par suite dans //. L'ensemble 


RM RE RON RTS 


1 ? } 


est done aussi de premiere catégorie dans H. Je dis que cet ensemble 
contient tous les points de H ou f>c’. 
En effet, soit À un tel point. On peut poser: 


f(A) = e'(A) + a, a>o. 


Soit e tel que: o<e<a. Nous pouvons déterminer une sphère X de 
centre A telle qu'on ait, A étant la portion de H déterminée par X: 


M'(f, R) < e'(A) + s, 


et il existe un domaine de l'ensemble (A) auquel A est intérieur et con- 
tenu dans Y; soit A, un tel domaine; H; est une portion de A et l'on a: 


AM'(f, Hj) < M'(f, R)<¢'(A) +e<¢(A)+a=f(A). 


Ainsi, au point A, on a f(4) — M'(f, H;), ce qui montre que A fait 
partie de A;, et par suite de K. 

L'ensemble des points de H ot f c', étant compris dans K, est de 
premiere catégorie. Il en est de méme pour l'ensemble des points ot 
f<d'. Soit P la réunion de ces deux ensembles, on voit qu'il y a un 
certain ensemble P de première catégorie dans H, tel qu'en tout point A de 
H—P, on a: 

d'(4) < f(A) € e'(A). 

22. La fonction ¢’, définie dans ce qui précède, possède, outre la 
semi-continuité supérieure, une propriété spéciale, que nous allons établir. 
Nous avons d'abord, en vertu de cette première propriété: * 


(1) e'(A) = M(e', A) > M'(e', A). 


7 
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.D'autre part, dans une sphère S de centre À déterminant une portion 

R de H, l'ensemble des points où f>¢’ est de première catégorie, on 

peut le négliger dans la définition des nombres M'(f, R) et M'(e' , R); 
comme en tous les autres points où f est définie, f<e’, on a: 


Wf, 8] « Me", Bh 


En faisant tendre le rayon de S vers o, cette inégalité donne, pour les 
limites des deux membres: 


("3 
er 


eg (A) — M'[f, A] € M'[e', A]. 
De (1) et (2) résulte: 
g(4) = M{e!, A) = Me’, 4), 
propriété plus particulière que la semi-continuité supérieure. 

23. On a vu, dans le chapitre III, l'importance de la notion de 
discontinuité ponctuelle d'une fonction f sur un ensemble parfait H; cette 
propriété s'exprime par la condition que, H, étant une portion quelconque 


de H, on a: 
m[e(f, H, 4),H,] — o 


ou encore 
m[w(f, H, A), H, A] = o 


en tout point A de H. 
D’une maniere analogue, considerons une fonction f definie sur H et 
telle qu'on ait: 
Mio Hr AN Hr] © 
pour toute portion H, de H, ou, ce qui revient au méme, 


m[o'(F,.H, 4), H,A| —o 


pour tout point A de H. Pour abréger, nous conviendrons de dire que 
f satisfait dans ce cas à la condition 


(1) m[w'(f)] = o 


sur l'ensemble H. 
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Remarquons que, en vertu de la propriété exprimée par w’<a@, les 
fonctions ponctuellement discontinues sur H satisfont à la condition (1), de 
sorte que les fonctions de classe o et 1 possèdent, sur tout ensemble parfait 
H, la propriété (1). 

Si f satisfait à la condition (1) sur H, l'ensemble fermé des points ott 
w'(f, H, A) > e (o>0) est non dense dans H, car sans cela, dans une certaine 
portion de H, le minimum de of, H, A) serait >o; done l'ensemble Q 
des points où w' > 0 est de première catégorie, et en tout point de H — Q, 
on a © =O, d'où c' = d. 

D'autre part, d'après le S 21, en tout point de H — P, P étant un 
certain ensemble de premiere catégorie, on a: u SSE L’ensemble 
I] — M(P, Q) est encore de premiere catégorie, et, en tout point de 
H — Il, on a: 


n! 
—Q. 
7 


f —e 


4 


D'après cela, f, étant sur .H — I| égale à e' et à Di est a davon 
semi-continue supérieurement et inférieurement en tout point A de H— /] 
par rapport a H— 1], c'est-à-dire continue. 

En résumé, si f satisfait sur H à m(w'(f)) —o, il y a un ensemble 
de premiere catégorie II tel qu'en tout point A de H— Hl, f est continue 
par rapport a H— il. 


24. Réciproquement, supposons cette dernière condition vérifiée. Soit 
4, un point de H— II, et soit e > 0; il y a une sphère X de centre A, 
telle que, dans la portion H, de H déterminée par X, on a, pour tout 
point A de H-— 1: 


f(A)— e «FAY fae 


Comme // est de premiére catégorie dans H, on peut en faire abstraction 
dans la définition des nombres M'(f, H,), m'(f, H,), lesquels sont par suite 
compris entre f(4,)— s et f(4,) + s; il en est a fortiori de même pour 
les nombres ¢'(d,) = M'(f, H, A,), et d'(4,) = m'(f, H, A,) compris entre 
les précédents; le résultat étant vrai quel que soit s 


f(A,) = ¢'(A,) = d'(4;), 


"On 


d'où: 
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A, étant un point quelconque de H—//. Enfin, // — I] étant dense dans 
toute portion de H, la fonction w’ a son minimum nul dans toute portion 
de H, et par suite en tout point, c'est-à-dire satisfait à la condition (1): 
m(w'(f)) = o. 

La fonction ¢’, étant semi-continue, est de classe <1; donc, si f satis- 
fait à m(w'(f))=0, f diffère d'une certaine fonction de classe <1 aux 
points d'un ensemble de premiere catégorie, 

Remarquons, en dernier lieu, que la condition (1) est invariante par 
rapport aux transformations 7 et 7'' du § 4; cela résulte de ce que, si 
A est un point de // — II où f est continue par rapport à H — Il, la trans- 


formée de f par T ou par 27! a la même propriété. 
P pro] 


25. Nous allons démontrer que la condition m(w'(f)) = © se conserve 
à la limite, c'est-à-dire qu'on a le théoréme suivant: 


Théorème. Si, sur un ensemble parfait P, une suite de fonctions f, 
Fs hs.» a une limite f, et si chacune des fonctions f; satisfait à la 
condition m(w'(f;)) = o, il en est de méme de f. 

Dans la démonstration de ce théoréme, nous supposerons que les fonc- 
tions f, et f sont finies, ce qui n'enlévera rien à la généralité du résultat. 

Tout revient à montrer que l'hypothèse contraire à l'énoncé conduit 
à une contradiction; cette hypothése est qu'il existe une portion H de P 
dans laquelle on a: 


(2) m[o(f, P, A), H] o. 
Prenons deux nombres À et y tels qu'on ait: 


m[o'(f, P,.4),H| 247 20—0 
et posons: 


(3) A=pt As, (s o). 
Pour toute portion H' de H, on a: 
(4) of, H)> 22. 


D'autre part, à la fonction f; correspond un ensemble //; de première 
catégorie dans H tel qu'en tout point de H — II;, f; est continue par rapport 
à H— Il. Si Von pose: // — M(I, , I], , ..., M;, ...), l'ensemble 77 est de 
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première catégorie; quel que soit à et quel que soit le point A de H — IM 
(qui est contenu dans tous les H — JI), f; est continue en A par rapport 
a H— Il. 

Cela posé, soit p un entier, et soit H, une portion queleonque de H, 
déterminée par une sphère X,. L'ensemble H— // étant partout dense 
dans H, on peut choisir un point A, qui fasse partie de H— II et soit 
intérieur à X,. Comme on a: limf(4,) — f(A,), on peut déterminer un 
entier «>» tel que: 


(5) | (A) — £(A,) | € e. 


La fonction f, étant continue en A, par rapport à A — /], on peut trouver 
une sphère Y, de centre A,, contenue dans X,, telle que, À étant un point 


quelconque de H — // intérieur à 2,, on ait: 


(6) 1A (4) — f (4,)| & e. 


Prenons une sphère 2, de centre À, et intérieure à 2,, et soit: H, la 
portion de H déterminée par X,. D'après (4), on a: o'(f, H,) > 22. 
Or, si lon pose: Y= D(H — Il, H,), on a, d’après une. remarque 
du S 19: 
e (f, Q) 2 o'(f, H.) > 2A. 


Les valeurs de f aux points de ( forment done un ensemble dont l'oscilla- 
tion surpasse 22; done, d'après un lemme connu,’ l’une de ces valeurs 
diffère du nombre f(4,) de plus de À, c'est-à-dire qu'on peut trouver un 
point 4, de Q tel que: 


(7) | f(4,) — f(A) | > 2. 
On a: lim/,(4,)=f(A,); on peut done choisir un entier £7 p tel que: 
(8) 154) — f(4,)| € e. 


Enfin, 4,, qui appartient à Q, par suite à X,, est intérieur à X,, et 
appartient aussi à /7 — J]; f; est done continue en A, par rapport à H— Il; 
déterminons une sphère XN, de centre A,, contenue dans X,, et telle que, 


1? 
A étant un point queleonque de H— // contenu dans Z,, on ait: 
(o\ " ; " , E 
(9) | f(A) —f,(A,)|<e. 
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Comme ZX, est contenu dans X,, le méme point À vérifie aussi la rela- 
tion (6). 
En combinant, d'une part (5) et (6), d'autre part (8) et (9), on trouve: 


I CA) — f(A,)| € 25, | f(A) — f(A,)| € 2e, 
inégalités qui, combinées avec (7): 
| f(A,) — f(A,) | >h=pt4e, 


donnent, pour tout point A de H— [I contenu dans X,: 





(10) ICA) — GOD | 9 2, 
et par suite, comme a et ff sont supérieurs à p: 
n) By [Is Bn eee in 


Ainsi, p étant donné, toute portion H, de H contient une portion 
dont tous les points, sauf peut-étre ceux de //, satisfont à (11). Par 
suite, l'ensemble A, des points de H qui ne satisfont pas à (11), se compose 
d'un ensemble non dense dans H et d'un ensemble compris dans //, done 
est de premiére catégorie. Donnons à p toutes les valeurs possibles, et soit: 


TIM (RS RR Ne 


K est de première catégorie par rapport à H. L'ensemble complémentaire 
H — K contient done effectivement des points, lesquels ne font partie 
d'aueun des ensembles A,; si A est l'un de ces points, A satisfait à (11), 
quel que soit p, ce qui est contradictoire avec le fait que f(A) tend vers 
une limite finie. 

Ainsi, l'hypothése (2) conduit à une contradiction. 


On a done, dans toute portion H de P: 
m[w'(f, P, A), H] =o. 


Autrement dit, la condition m(w'(f)) = o se conserve a la limite. 


26. Cette propriété appartient à toutes les fonctions de l'ensemble Æ 
défini au S r. En effet, elle appartient aux fonctions des classes O et 1; 
supposons établi qu'elle appartient à toutes les fonetions de classes in- 
férieures à a, et montrons qu'elle appartient aussi aux fonctions de classe 
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a. Soit f une fonction de classe a; il existe une suite f,,/f,,---,f,5--- 
tendant vers f, chaque fonction f, appartenant à une classe <a, et par 
suite satisfaisant à m[o'(f,)]}= o. Done la fonction f= lim f, satisfait a 
la méme condition. 

D'aprés cela, on serait assuré qu'une fonction f n'appartient pas à 
lensemble E si, sur un certain ensemble parfait H, f satisfaisait à la 
condition: m[w'(f, H, A), H] 2 o. Par exemple, si l'on pouvait partager 
H en deux ensembles K et H — K qui, dans chaque portion de H, seraient 
tous deux de deuxième catégorie, en posant f — o sur H, f — 1 sur H — K, 
on aurait, dans toute portion, et par suite en tout point de H: M'— 1, 
m'— Oo, d'où @= 1, et f ne ferait pas partie de E. 





CHAPITRE V. 


Premières recherches sur les fonctions de classes 2 et 3. 


27.  Abordons maintenant la recherche des conditions suffisantes pour 
qu'une fonction f définie sur un ensemble fermé P de l'espace à n di- 
mensions soit de classe 2,3,.... D'après les résultats du chapitre pré- 
cédent, nous devons nous borner à considérer des fonctions satisfaisant, sur 
tout ensemble parfait, à la condition m(w’(f)) — o, puisque ce sont les 
seules qui appartiennent à l'ensemble E. D'un autre côté, d’après le $ 15, 
une fonction f définie aux points d'un ensemble fermé P est de classe Se 
si elle est de classe <1 sur l'ensemble parfait P^; a fortiori, f est de 
classe <a (x2 1) sur P si elle est de classe <a sur P^; nous pouvons 
done, dans la suite, nous borner à considérer des fonctions définies sur un 
ensemble parfait. | 

Soit done f définie sur l'ensemble parfait P et satisfaisant à la con- 
dition: [e'(f)] — o sur P. D'après le $ 24, il existe sur P une fonction 
c de classe <1 telle que f ne diffère de c qu'aux points d'un ensemble 
de première catégorie A. Soit K= M(K, , Ky V es. ólunt 
non denses dans P.  Remplacons chaque ensemble .K; par son dérivé d'ordre 
O, Aj, qui est aussi non dense dans P, de plus, est fermé, et contient 
K;, de sorte que.si X' — M(K?, R},...„K%,..)onaf= c en tout point 


ty 4 
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de P— KA'.. Chaque ensemble A7 se compose de l'ensemble parfait A7 (s'il 
existe), plus un ensemble dénombrable, soit H;.  Posons: 


DIM C LEN MK. LR uy. 


) 


On a: 
IK eM ED) 


et H est dénombrable. En résumé, on peut supposer que l'ensemble de 
première catégorie K tel que f — e aux points de P—K se compose d'une 
infinite denombrable d'ensembles parfaits, plus un ensemble dénombrable. 
Nous sommes conduits à étudier f sur chacun des ensembles Aj, et pour 
cela sur chacun des ensembles parfaits AY. 

Nous devons supposer que f satisfait sur A7 à la condition m(o'(f)) —0, 
de telle sorte qu'on peut déterminer une fonction c; de premiere classe 
sur Af et une infinité dénombrable d'ensembles fermés et non denses dans 


JC CT TNI GOES LE 


= ÿ,---, avec la condition que f=g, en tout point 
de A? qui n'appartient pas à lun des ensembles Aj. On sera conduit 


(0 


ensuite à étudier f sur les ensembles A7, et à introduire de nouveaux 


ij 
ensembles non denses par rapport aux ensembles A7, et ainsi de suite. 
Pour montrer l'utilité de ce procédé, démontrons d'abord un théorème 


qui nous permettra de définir des fonctions de classe 2. 


28. Théorème. Soit P 


0 
une infinité dénombrable d'ensembles fermés tous contenus dans P,; soit 


un ensemble fermé, et P,, P,,...5, Bi, ... 


f, une fonction définie sur P, et de classe <2, et f, f, ..., fi, -.. des 
fonctions respectivement définies sur P,, P,,..., P;,... et toutes de 
classes <2. La fonction f qui est égale à f, sur P,, à f; (/ — 2,3,..) 
aux points de P; qui ne font partie d'aucun des ensembles P,, P,,..., P, , 
enfin à f, sur les points de P, qui ne font partie d'aueun des ensembles 
., est de classe <2 sur P,. 

En effet, d'après les hypothèses de l'énoncé, 5 étant un quelconque 
des nombres 0; 1,2,.:.,4,...; fauest de classe < 2:sur P,. [ly a donc 
une suite de fonctions de classe <1 tendant vers /,, soit: 


rS RIA 


En tout point A de P,, on a: lim, (A) — f (A). 


jz2« 
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Cela posé, définissons des fonctions c, (n2 1,2,...) de. la mamére 
suivante: e, est égale à f,, sur P,, à f, (h—2,3,...,v) sur les points 
de P, qui n'appartiennent à aucun des ensembles P. PI; Pee 
à f,, sur les points de P, qui n'appartiennent à aucun des ensembles Ee 
P,,...,P,. La fonction g,; qui est ainsi définie sur P,, est de classe 
<1, d'après le § 15, car elle est obtenue par superposition des fonctions 
de classe <I: Barloas «c, luvs laus» Jerdissenzoutrengulongar lima Ge 

En effet, soit A un point de P,. Si A fait partie d'un des ensembles 
T OD rn 
A n'appartient à aucun des ensembles P,, P,, ..., Pi. (dans l'hypothèse 


soit à le plus petit indice tel que A appartient à P;; alors 


i1) D'après la définition de e,, dés que y 2 i, on a: e,(4) =f, (4). 
On a done: limg,(A) — limf,;(A) = f(A); or, d'après la definition de f, 


y= © v=o 


on a aussi f(A)=f,(A); done limg,(A) — f (A). 


Si À ne fait partie d'aucun des ensembles P,, P,,..., on a, quel 
que soit v: &,(4) — f,,(4); done, on a: limeg,(4) — lim f, ,(4) = f(A); on 


a aussi, d'autre part, f(A) = f,(4), par suite limg,(A) = f(A). 
En résumé, f est la limite de ¢,, qui est de classe <1, done f est de 
classe < 2. 


29. Indiquons des cas particuliers. de la proposition générale qui 
précède. 

Si f, est de classe <2 sur l'ensemble fermé P,, la fonction f obtenue 
en remplaçant par des valeurs arbitraires les valeurs de f, aux points d'un 
ensemble dénombrable Q est de classe <2. En effet, solent A, , A,, ..., A;,... 
les points de Q; il suffit d'appliquer la proposition du § 28 en prenant 
P,— A; et f; — f. La proposition est vraie a fortiori si f, est de classe 
<1. On peut aussi conclure de ce qui précéde que si R est un ensemble 
denombrable, la classe a d'une fonction f ne dépend pas de ses valeurs aux 
points de R, dés que a> 2. 

Heprenons maintenant le procédé du § 27.  Partons d'une fonction 
f satisfaisant sur l'ensemble parfait P, à la condition m[oe'(f)] - o. U 
existe, d'une part une fonction c, de classe <1, d'autre part un en- 
semble de première catégorie dans P,, soit P,, tel qu'en tout point de 
P,— P, on a f— e,; de plus, d'après une remarque du S 27, on peut 
supposer que 7^ se compose d'une infinité dénombrable d'ensembles parfaits 
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non denses dans P,, soit p,,p,, ..., p; ..., plus un ensemble dénombrable. 
Si f se trouve être de classe < 1 sur chacun des ensembles p;, l'applieation 
du théorème du S 28 (en remplaçant f, par c,, et tous les f; (/ > 0) par f) 
montre que f est de classe < 2 sur P. 

Sinon, nous traiterons chaque ensemble parfait p; comme nous avons 
tale "P 
un ensemble de première catégorie dans pj, soit p;, tel que f= c; en tout 


nous définissons donc une fonction c; de classe < 1 sur p;, et 


point de p;— pj; en outre, p; se compose d'une infinité dénombrable d'en- 
sembles parfaits non denses dans p,, soit: pii, pis, ..., Dij, -.., plus un 
ensemble dénombrable. Soit P, l'ensemble formé par la réunion de tous 
les ensembles à deux indices p,;. Supposons que f soit de classe < 1 sur 
,5 alors f est de classe < 2 sur chacun des en- 
sembles p; d'après le 8 28; ce point étant établi, on voit, par une seconde 


chacun des ensembles p; 


application du méme thé: que f est de classe < 2 sur P. 

Si les conditions précédentes ne sont pas remplies, c'est-à-dire si f n'est 
pas de classe <r sur chacun des ensembles p;,, nous serons conduits à 
continuer l'application du procédé précédent; nous introduirons done des 
fonctions ç;; de classe <r et des ensembles à trois indices p;;,, puis sil 
y a lieu, des fonctions ¢;;,, et des ensembles p;,,,. D'une manière géné- 
rale, si nous avons été conduits à introduire l'ensemble parfait Ps si eb 


si f n'est pas de classe <1 sur cet ensemble, comme f satisfait sur cet en- 
semble à la condition m[e'(f)] — 0, il y a une fonction e, ;,.,; de classe 


< 1 sur p; et un ensemble de première catégorie par rapport à pi, 


ty, tg) ig? 


, 


ES quon a: f — 9... i, en tout point de py. js, Din 


a 


soit p; 


À Les 2) Ta? 
L'ensemble p;;. ,; se compose, outre un certain ensemble dénombrable, 
d'une infinité dénombrable d'ensembles parfaits non denses dans pi,.;; 


nous les désignons par pj ;, l'indice i,,, prenant les valeurs 1,2,.... 


xD eta? 
Désignons par P, l'ensemble formé par la réunion des ensembles p à a 
indices. 

Cela posé, si, par l'applieation du proeédé dont la loi vient d'étre 
indiquée, nous obtenons un ensemble P, tel que f soit de classe <1 sur 
chacun des ensembles p,, .,, dont se compose P,, je dis que f est de 
classe <2 sur P,. Il suffit en effet, pour le faire voir, d'appliquer suc- 
cessivement le théorème du S 28, d'abord à chacun des ensembles à  — 1 
indices, ce qui montre que / est de classe < 2 sur chacun de ces ensembles, 
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puis ensuite à chacun des ensembles à A— 2 indices, et ainsi de suite en 
remontant jusqu'à chacun des ensembles y, , p, , ..., Pi, ... et finalement à P,. 


30. Nous allons, pour éclaircir les généralités exposées dans ce qui 
précéde, les appliquer à des exemples. Nous nous bornerons tout d'abord, 
pour plus de simplicité, à étudier des fonctions d'une seule variable a dé- 
finies dans le champ o € x «€ r. 

Je rappelle d'abord des résultats relatifs à la notion d'ensemble parfait 
non dense par rapport à un continu linéaire. ' 

Si P est un ensemble parfait non dense dans le segment de droite 
AB, il existe, sur AB, une infinité dénombrable d'intervalles, que j'appelle 
contigus à P, qui n'ont deux à deux aucun point commun, et tels que 
l'ensemble AB— P est constitué par les points intérieurs à ces intervalles. 
L'ensemble P contient des points de deux sortes: 1? les points e, extré- 
mités des intervalles contigus à P; 2° les points /, dont chacun est ex- 
térieur à tous ces intervalles. Chaque point de P, qu'il soit e ou J, est 
limite de points des deux catégories; mais, tandis qu'il y a, au voisinage 
d'un point /, des points de P, à gauche et à droite de ce point,” il n’y a, 
au voisinage d'un point e, de points de P que d'un seul côté. L'ensemble 
des points e est dénombrable. 


31. Rappelons d'autre part certaines propriétés relatives à la repré- 
sentation des nombres par des fractions continues, limitées ou illimitées. 
Nous poserons; 





chaque nombre a, est un entier positif; les quotients incomplets a,, ,, .. 
0,, ... sont en nombre fini, ou en nombre infini. 

Un nombre irrationnel de l'intervalle (o, 1) est représentable d'une 
manière bien déterminée par une fraction continue illimitée (aj559,5 2 au) 





' Joc. cit., Ch. III, section II. 


2a | A ° wet: om 
Sauf dans le eas où le point coincide avec A ou B, extrémités du segment AB. 
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et réciproquement, de telle sorte qu'il y a une correspondance biunivoque 
et réciproque entre l'ensemble des nombres irrationnels du segment (o, 1) et 
l'ensemble des suites infinies d'entiers positifs (a, , a,,..., 0, , ...). 

Un nombre rationnel de l'intervalle (o, 1) les nombres o et 1 étant 
mis à part], est représentable d'une maniere bien déterminée par une frac- 
tion continue limitée dont le dernier quotient est > 1; mais, si on supprime 
cette restriction, il y a, pour tout nombre rationnel, deux représentations 
possibles, car on a, si 4,> 1: 


(@, 5 Gg, ..., 051, 45) — (à, 8 a 


p 22.) us die BOND). 


Etant donné un systeme de h entiers positifs rangés dans un ordre 
déterminé, soit (2,, 2,, ..., a), tous les nombres représentables par des 
fractions continues, limitées ou illimitées, commençant par (a,,2,, ..., 4), 


sont compris dans la formule 


aperi nane HE os avec O<y<ı. 





Ils forment done, dans le segment représentatif (o, 1), un intervalle 


I3 


continu, points extrêmes compris, que je désigne par I(a,,a,,...,a,), et 


dont les extrémités sont les deux points rationnels: 


(ausa og. s Ch) celu (ec, 6, Qu T). 


Pour tout point intérieur à l'intervalle, on a: o < y < 1, de sorte que 
la représentation d'un point inférieur à cet intervalle commence toujours 
par. (ar, aj fa): 

Soit A un point rationnel, admettant les deux représentations: 


(9151055... Sy, 021,0) (dq. aA a 44— EL, 1) [ag > x]: 


Le point A est l'extrémité commune des deux intervalles: 


"iom, HAE a, ay ete Fa 


11935915 RU Er PUE NUS 


1 


et ces deux intervalles sont situés de part et d'autre de A. 
Soit B un point irrationnel, représenté par la fraction: 
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Le point B est intérieur à chacun des intervalles: 
a dim 6, eldest to [ries Ra 


dont chaeun est contenu dans le précédent, et c'est le seul point contenu 
dans tous ces intervalles. 

Enfin, étant donnée une fraction continue, limitée ou illimitée, si on 
y remplace le quotient incomplet d'ordre 4 par un nombre plus grand, on 
augmente ou on diminue le nombre représenté suivant que h est pair ou 
impair. 


32. Cela posé, donnons-nous d'une part un entier positif », d'autre 
part un système de À entiers positifs dans un ordre donné, soit (a; , 45, ..., 9); 
je me propose d'étudier l'ensemble Q des points représentables par des frac- 
tions continues limitées ou illimitées commencant par (a,, a5, ..., @,), chacun 
des quotients suivants, sil existe, étant > n. 

Tout d'abord, l'ensemble Q est évidemment compris dans l'intervalle 
I(a,, 2,, ..., a), de sorte que tout point, rationnel ou irrationnel, qui est 
en dehors de cet intervalle, ne fait pas partie de Q, et n'est pas point 
limite pour. Q. 

Étudions maintenant les points de cet intervalle, et en premier lieu, 
les points rationnels. En mettant à part pour l'instant les deux points 
extrêmes, tout point rationnel A de l'intervalle J(a,,a,,..., a) admet 
une représentation de la forme: 


(ds Bann. Daran an Bi), AVEC EET se Guia eat 


Le point A est done l'extrémité commune de deux intervalles situés de 
part et d'autre de lui, savoir: 


T, — We, 5 Gy 3--- 5 x Pasa nie = o EE) 
et 
I ala Spo se Gaia Pagan nos eoa rz al: 


Un point inférieur à l'intervalle 1, ne peut, dans aucun cas, faire partie 
de Q, car la fraction qui représente un tel point contient nécessairement 
un quotient <m, à savoir le quotient de rang k-- 1, qui est égal à 1. 

En ce qui concerne 7, deux cas sont à distinguer. Si A ne fait pas 
partie de Q, c'est que l'un des nombres Baers s, Be est <n; alors, pour 
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tout point intérieur à /,, il y a un quotient incomplet <x, tous ces points 
sont done en dehors de Q, de sorte que le point A est extérieur à Q (S 6). 
Si au contraire 4 fait partie de Q, les nombres f,,,, .../,, sont supérieurs 
à ^; considérons alors les points: 


CR RE Held OUT) 


où 7 reçoit des valeurs supérieures à n et croissant indéfiniment, nous ob- 
tenons ainsi une suite de points distincts de A, qui appartiennent a Q et 
qui tendent vers A; done A est point limite pour Q, mais d'un seul cóté. 

Nous avons laissé de côté les extrémités de l'intervalle I(a,,a,. . . ,,)- 
Le point B: (m ,a,,...,a,), fait partie de Q; il est, d'une part, extré- 
mité de l'intervalle I(2,,@,...,, — 1, 1) si a, > 1 ou 1(a;,a5, ..., a, 4 + 1) 
si q,— I, dont aucun point intérieur ne fait partie de Q; d'autre part, il 
est limite de la suite de points de Q représentés par (a,, 2;, ..., 2, 7), où 
y croit indéfiniment, de sorte que B est limite pour Q, mais d'un seul 
côté. Quant au point (m ,æ,...,a,,1), il ne fait pas partie de Q, et 
comme il est lextrémité des deux intervalles 


Y (61526 soc Gall) et Lien oes bas donc cad P 


dont aucun point intérieur ne fait partie de @, il est extérieur à Q. On 
a, en résumé, les résultats suivants, concernant les points rationnels du 
segment (0, 1): 

1° Tout point rationnel de Q est limite pour Q, d'un seul côté. 

2° Tout point rationnel qui ne fait pas partie de Q est extérieur. à Q. 

Passons maintenant aux points irrationnels de l'intervalle Z(a,, a;, ..., a;). 
Bi C est un point irrationnel ne faisant pas partie de Q, la fraction cor- 
respondante est de la forme: 


2 5 
(Gi Mate nn alla n br Cae sive) 


avec la condition qu'un certain quotient 9, soit A,, est <n. Dans ces con- 
ditions, tous les points intérieurs à l'intervalle Z(a,,a,, ..., &,, Boi, ... P, 
auquel C est intérieur, sont en dehors de Q; done C est ertérieur à Q. 

Si D est un point irrationnel de Q, la fraction correspondante est de 
la forme: 


2) 


a 25 Ons Boer» Pass > RE), 
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tous les /7 étant supérieurs à ». On obtiendra un autre point de Q en 
remplaçant un quelconque des nombres f, soit $,, par un nombre supérieur; 
en prenant 7 assez grand, et successivement pair ou impair, ce nouveau 
point pourra être pris d'un côté ou d'autre de D, et aussi voisin qu'on 
voudra de D. Done D est limite pour Q, et des deux cótés. En résumé: 


3° Tout point irrationnel de Q est limite pour Q, des deux côtés. 
4° Tout point irrationnel qui ne fait pas partie de Q est extérieur à Q. 


Tirons maintenant des conclusions des propositions 1°, 2°, 3°, 4°. 
D'aprés 2° et 4°, tout point qui ne fait pas partie de Q est extérieur a Q, 
done Q est fermé. D'après 1° et 3°, tout point de Q est limite pour Q, 
done Q, qui est fermé, est parfait. D’apres 1° et 2°, il y a, au voisinage 
de tout point rationnel, par suite dans toute portion du continu, un inter 
valle qui ne contient aucun point de Q, c'est-à-dire que Q est non dense 
par rapport au continu. 

Ainsi, Q est un ensemble parfait non dense dans le continu linéaire; 
d’après le $ 30, les points de ( sont de deux sortes, les points e, et les 
points /; d'aprés 1°, tout point rationnel de @ est un point e; d'aprés 3°, 
tout point irrationnel de Q est un point J; il en résulte que réciproque- 
ment tous les points e de @ sont rationnels, tous les points / de Q sont 
irrationnels. En résumé, on a la proposition suivante: 


L'ensemble des points représentables par des fractions continues limitées 
ou illimitées commencant par (a,, 4%, ..., %), les autres quotients étant su- 
périeurs à m, est un ensemble parfait non dense, et ceux de ces points qui sont 


irrationnels constituent les points | de cet ensemble. 


: #8 : 
Nous désignerons dans la suite cet ensemble par g[a,, a, ..., a,], 
et l'ensemble de ses points / par p"[a, , a,,..., a]. 


33. Supposons qu'on donne à » une valeur fixe, et qu'on fasse varier 
de toutes les manières possibles les entiers h, a,, 2,, ..., a. On obtient 
ainsi une infinité dénombrable d'ensembles q"[a,, a,, ..., a,]. Je désigne 
par P, l'ensemble formé par la réunion de tous les p" [a,, a, ..., a] 
correspondauts. On reconnait que: 


Tout point de P, est un point irrationnel représentable par une frac- 
tion continue dont tous les quotients incomplets surpassent n, à partir d'un 
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certain rang; et réciproquement, un point qui remplit ces conditions appar- 
tient à P,. 


Un point déterminé de P, appartient évidemment à une infinité d’en- 


sembles p/?, car soit (a,, a a 


PU. eo 


do S. des .) ce point, les quotients de rang 
supérieur à » étant supérieurs à 7; le point fait partie de tous les ensembles 
p?[a,,a,, ..., 6, ..., &,,,], quel que soit k. Mais, comme nous allons 
le montrer, il est possible de choisir parmi les ensembles p“, une série 
déterminée, dont la réunion constituera P,, et telle qu'un point donné de 
P, fasse partie d'un seul ensemble de cette série. De plus, en vue d'ap- 
plieations ultérieures, nous nous astreindrons à ce que, dans chaque en- 
semble de cette série, le nombre h des quotients incomplets qui ont des 
valeurs fixes soit au moins égal à m. 
Prenons, parmi les ensembles q"(a, , q,, ..., aj): 


ms 


ceux d'entre eux pour lesquels h =n, les nombres a, , a, ..., % 
prenant toutes les valeurs possibles. 

2° ceux pour lesquels A>n, avee la condition a, < n. 

Appelons, pour abréger, ensembles normaux q” les ensembles q qui 
viennent d'être définis, et ensembles normaux p” les p"? correspondants. 

Je dis qu'un point déterminé A de P, appartient à wn et un seul 


ensemble normal p™. En effet, soit (a, ,a,,...) ce point. Le seul en- 


1) 2/5 
semble g qui remplit l'une des conditions 1? ou 2° et qui contient À 


est l'ensemble qg"[a,, a «,], h étant le plus petit nombre supérieur 


P ove 
ou égal à n, tel que tous les a de rang supérieur à h soient supérieurs à 7. 

D'après cela, deux ensembles normaux j/? distincts n'ont aucun point 
commun, deux ensembles normaux q/? distincts ne peuvent avoir en com- 


mun que des points rationnels. 


34. D'après la propriété caractéristique des points de P,, il est 
évident que P,,, est contenu dans P,. D'une manière plus détaillée, 
étudions la disposition d'un ensemble normal de P,,, par rapport aux 
ensembles normaux de P,. 


Soit q7*?[v, , à, , ..., a] un ensemble normal go oom a: 


soit k-—mn--1, sot k>n+1, avec a,Xm- 1. 


Si les nombres a,,,;,...,%, sont tous supérieurs à #, posons: h = n; 
sinon, certains d'entre eux étant inférieurs ou égaux à n, prenons, parmi 
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ces derniers, celui qui a le rang le plus élevé, et désignons par h ce rang. 
Ainsi, on a, soit h=n, soit h>n, avec a, € n, de sorte que l’ensemble 
(ay, m... m] est normal; de plus, les nombres a,,,, ..., a, (si k > h) 
sont supérieurs à ». Par suite, tout point de QE [aus css cif I EI 
possède la propriété caractéristique des points de q"[a,, 2,,...,a,]. Done 
tout ensemble normal q("*? est contenu dans un certain ensemble normal q'?, 
lequel est unique, car un ensemble normal q autre que g[a%, a, ..., a], 
n'ayant en commun avec cet ensemble que des. points rationnels, ne peut 
contenir QU P [a,. day s. . 05 «o Ge]: 

Je dis que l'ensemble q"* [2,,a5,...,a,] est non dense dans q?[a,,a,, ...,a;]. 
Pour le démontrer, si nous tenons compte d'une part de ce fait que l'en- 
semble pa, à,, ..., a,] a pour dérivé g[a,, a,, ..., «,] et est done dense 
par rapport à lui, d'autre pa:t de ce que q^"*?[a,, a,,..., a,] est parfait, 
par suite fermé, il suffit (cf. $ 8) de faire voir qu'au voisinage de tout point 
de p?[s,,2,,..., a,] existe un point qui fait partie de g?[a,, a, ..., a] 
sans faire partie. de qU*?[m , a5, ..., a,]. . Or, sow, A un pointde 
Pau, Gris Cl: 


(a „az, o, 08, Puy Pipe, 229b 


Considérons, 7 étant un entier arbitraire, le point B: 


(81,095... Or, Paty Pers. Biggs OA Edo 10) 


dans lequel tous les quotients qui suivent celui de rang h + 7 sont égaux à 
n+ 1. Ce point appartient bien à q?[a,, 25, ... , &,], puisque les quotients 
de rang >h sont >n, mais il n'appartient pas à P,,,, puisqu'il y a 
une infinité de quotients égaux à n+ 1; done il n'appartient pas à 
Pla, a,,..., «,], et, étant irrationnel, n'appartient pas non plus à 
q^*"[m, 2,,...,a,] De plus, en prenant 7 assez grand, le point B peut 
étre pris aussi prés qu'on veut du point A. La proposition est done dé- 
montrée. 

Cela posé, modifiant les notations précédentes, nous supposerons qu'on 
ait rangé d'abord les ensembles normaux g dans un. ordre déterminé, et 
nous les désignerons par la notation q,, 2,43, ..., Q;,-... Chacun des 
ensembles normaux Q^? appartient à un et un seul des ensembles normaux 
q'; considérons ceux des ensembles normaux g® qui sont contenus dans 
ds X y en a une infimité dénombrable; nous supposerons qu'on les ait 
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rangés dans un ordre déterminé, et nous les désignerons par q,i, Que, -.., 


i,j, .... Nous définirons, par l'application du méme procédé, des ensembles 
q à 3,4,...,",... Indices, qui seront les ensembles normaux q?, q(9, ..., 
q? 


On a ainsi des ensembles parfaits non denses dans le continu désignés 
par la notation générale: q; ;, .;, les entiers #, à,2,...,2, prenant toutes 


les valeurs entières positives. L'ensemble q; ,, est contenu dans l'en- 


cs ny Intl 


semble q;::,., et est non dense par rapport à lui. 


Soit Pi... lensemble des points irrationnels de q,,;,..,;,- La réunion 


in 


de tous les p; ;. ;, ^ étant fixe, constitue l'ensemble P, des points irra- 


tionnels pour lesquels tous les quotients incomplets, à partir d'un certain 
rang, surpassent 2. 


35. ll existe des points qui font partie de P,, quel que soit n; ce 
sont les points irrationnels représentables par des fractions continues dans 
lesquelles le nombre des quotients incomplets inférieurs à x est fini, quel 
que soit n; je désigne l'ensemble de ces points par P,; ainsi, P, est l'en- 


semble des points irrationnels pour lesquels le quotient incomplet de rang m 
croit indéfiniment avec n, et l'on a, P, désignant le segment (0, 1): 


Iu-nhwSBer es a ee 
Soit À un point déterminé de P,, représenté par la fraction: 
(RER RC) 


"Ep 
ensemble normal qQ bien déterminé, soit q,, à un ensemble normal qe 


donas ny ++} dl appartient done à un 


Ce point fait partie de P,, P. 
bien déterminé qui, puisqu'il a en commun avec q; un point irrationnel, 
doit être contenu dans q;, soit done q;,;; d'une manière générale, le point 
A est contenu dans un ensemble normal q^? déterminé, qui est de la forme 
Qi... Ainsi, au point A de P, correspond une suite d'entiers positifs 
bien déterminée 2,,2,,...,2,,... telle que le point A est contenu dans tous 


les ensembles: 
di > dii > = > rase > So 


Réciproquement, donnons-nous une suite d'entiers positifs 2, , 2, , ..., à, ... 


et considérons les ensembles: 


(1) Peers ote ES se 20 | 
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Ces ensembles étant fermés, et le premier d’entre eux étant borné, il existe 
au moins un point qui leur est commun. Si nous revenons aux notations 
premières relatives aux ensembles q, ces ensembles seront désignés de la 


manière suivante: 
(1 ran 
CE oH LIT RE 


(2) 
ME qa, a, y 0015 a] AOC My Drehen, 
(n) " | 
Qu ou mm g [e sorte, etat, ri ead aves MOL HS 


Du fait que h,>n résulte que A, croit indéfiniment, de sorte que les 
entiers a définis par ce qui précède sont en nombre infini; il y a done 
un et un seul point contenu dans tous les ensembles q de (1); c'est le 
point irrationnel défini par: 


(CRC s 53 Anke Cagle o Canteens 


et ce point appartient à tous les P,, par suite à P,. Ainsi, à toute 
suite d'entiers positifs 2, 4,, ..., 4,,... correspond un point déterminé de 
P,, à savoir le point unique contenu dans tous les ensembles q,; . ;.. 
Nous établissons de la sorte, entre l'ensemble S de toutes les suites d'entiers 
positifs et lensemble P,, une correspondance biunivoque et réciproque dé- 
finie par la loi suivante: 

Il y a correspondance entre l'élément A de S: 


(OCA RÉEL) 
et le point B de P, représenté par la fraction: 
TR EET LR) 


si le point (m, @,,...) est contenu dans tous les ensembles q; ;.. ;, quel 
que soit ». 
Je dis que la partie de P contenue dans l'ensemble q,,..; 


., Soit 
En effet, soit 


Digi us P,], est dense dans Qi, i... 


‚in * 


(n ‘ 
iN ta Sg [a » A+.) a]; 
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au voisinage de tout point A de p”[a,,a,,..., 4,], soit: 


(dis & D) an, Pais Pao) 


existe un point faisant partie du méme ensemble et de P,; il suffit de 
prendre le point: 


(ar S ac seen Das ase LEN [32i we) 


où les quotients qui suivent celui de rang "+7 sont les nombres de la 
suite naturelle à partir de n+ 1. Ce point, qui fait partie de P, et de 
"la ,a,..., 4], peut être pris aussi prés qu'on veut de A, en prenant 7 
assez grand. La proposition est done démontrée. 

A fortiori, si r 2 n, l'ensemble D[gi ;..;,, P,] est dense dans qi 
puisque P, contient P,. 


36. Cela posé, nous allons donner des exemples de fonctions de classes 


2 et 3, définies sur P,. Remarquons d'abord que, d'après le 8 29, la 


classe a d'une fonction f définie sur P5, 


valeurs de f aux points rationnels de P,, qui forment un ensemble dé- 
nombrable. 


sl a>1, est indépendante des 


Donnonsnous n + 1 nombres finis, quelconques, que nous désignerons 
par %,%,%,,...,&, et considérons la fonction ¢ définie de la manière 
suivante: sur P;— P;,,, (i 0,1,2,...,n—1), e — «; sur P,, e —u,. 
g est ainsi définie en tout point de P,; je dis que g est de classe « 2. 
En effet, ¢ est de classe <2 sur chaque ensemble normal q?, puisqu'on a 


sur un tel ensemble: o =w,, sauf aux points rationnels de l'ensemble; ad- 


n? 
mettons comme démontré que c est de classe <2 sur tous les ensembles 
normaux g“*”; alors, comme, sur chaque ensemble normal 4°, c diffère de 
la constante #, aux points d'un ensemble comprenant, d'une part un en- 
semble dénombrable, d'autre part une infinité dénombrable d'ensembles g^*" 
sur chacun desquels ¢ est de classe <2 par hypothése, ¢ est aussi de 
classe <2 sur l'ensemble g° considéré (§ 28); en remontant de proche en 


proche, on reconnait ainsi que ¢ est de classe <2 sur P. 


37. Donnons-nous maintenant un systeme de nombres finis compre- 
nant une suite infinie: 4,, 4,, 9, ..., 4,,... et en outre un nombre w,; 


considérons la fonction f ainsi définie: sur P; — P,,, [4i — 0,1, 2,...,%,...], 
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f=u; sur P,, f=u,. Je dis que f, qui est ainsi définie en tout point 
de P,, 
En effet, désignons par f, la fonction qui est égale à w; sur P; — P;,, 
[i=0,1,2,...,n—1], et à «, sur P,; f, est de classe <2 d'après le 
S 36. Je dis quon a: limf, — f. En effet, tout point A de P, ap- 
partient, soit à un des ensembles P,—P;.,, soit à P,; dans le premier 


est de classe <3. 


cas, A appartenant à P;—P;;,, on a, des que » dépasse la valeur 7: 
f, (A) =u; = f(A), d'où lim f,(A) = f(A); dans le second cas, A fait partie 


=e 
de P,, quel que soit n; on a done, pour toute valeur de »: f,(4)=u, = f(A); 
done encore: limf,(4) — f(A). Ainsi f, limite de f, qui est de classe < 2, 
est de classe < 3. 

Dans le cas particulier où l'on a: lim w, — «,, je dis que f est de 
classe <2. En effet, formons la fonction f—-/,; elle est égale, sur 
P,—P,;,, Pi P,, PSP; 0j sur Pi Do ieee 


n 42:38 795 


Pon Pis, -.. respectivement; à u, — 4, , 4,41 — 145, nu Mae 
enfin, sur P,, à o. Si e est un nombre positif, dés que 7» est assez 
grand, toutes les quantités w,-—w, , ",,;— ",, ... sont en valeur absolue 
inférieures à s; on a done: |f—f,|<¢, ce qui montre que f, tend uni- 
formément vers f; donc f est de classe <2 d’après le § 3. 


38. Je dis maintenant que si l'on n'a pas: limw, — «,, la fonction 
f n'est pas de classe <2, par suite est certainement de classe 3. Pour 
cela, je vais montrer qu'on aboutit à une contradiction en supposant, 
comme je vais le faire, qu'il existe une suite de fonctions f, ...., hs ... 
toutes de classe <1, et telles qu'on ait: lim f, = f. 

Du fait que la suite w,,",,...,w,,... n'a pas pour limite «, ré- 
sulte qu'il existe un nombre positif 2 tel que, quel que soit », il y a un 
entier 2, >n tel que: 


fu, — | 2 2. 


Prenons p tel que: o0 € <A et posons: À — y + 26. 

Cela posé, considérons un ensemble normal q^ déterminé, choisi arbi- 
trairement, et soit H une portion de cet ensemble, c'est-à-dire, d’après la 
définition du $ 8, l'ensemble parfait qui est le dérivé de l'ensemble des 
points de q^" intérieurs à un segment Y contenant à son intérieur au moins 
un point de Q^ 
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Déterminons un entier », >n tel que: 
(1) lu, —Uy| > A= n 2e. 


L'ensemble D(q, P,) est dense dans l'ensemble q”’, par suite D(H, P,,) 
est dense dans l'ensemble parfait H, de sorte qu'on peut trouver un point 
A intérieur à 2, faisant partie de H et de P,; ce point appartenant à 
P,,, fait partie d'un ensemble normal q*"? bien déterminé, soit A la portion 
de cet ensemble normal déterminée par NX. K est contenu dans HM. 

K est un ensemble parfait; chacune des fonctions f; est de classe — 1 
sur A, par suite ponctuellement discontinue; il y a done un ensemble // 
de premiére catégorie par rapport à A, tel qu'en tout point de A — //, 
chacune des fonctions f; est continue par rapport a A. D'autre part, A 
est une portion d'un certain ensemble normal Q^; on a f — w,, aux points 
de cet ensemble qui ne font pas partie de P,,, et qui ne sont pas ration- 
nels, et comme D(q", P, ,,) est de premiere catégorie par rapport à Q^", 
l'ensemble Z des points de A où lon n'a pas: f=u,, est de premiere 
catégorie par rapport à A. L'ensemble A — M(//, L) est done dense dans 
K; nous pouvons prendre un point D intérieur à X et contenu dans cet 
ensemble; on a: f(B) — w,,, et toutes les fonctions /; sont continues en B 
par rapport à KA. 

Cela posé, donnons-nous un entier p. Comme lim (B) = f(B) = u,,, 
nous pouvons déterminer un entier p, >p tel que: 


1f, (B) — «| & e. 


Comme f, est continue en D par rapport à A, nous pouvons déterminer 
une portion H, de A contenant D, telle que, C étant un point quelconque 
de H,, on ait: 

AO — 6 0B) se; 


ce qui donne, en combinant avec l'inégalité précédente: 


I5, (€) — «| € zs. 


ny 


En rapprochant de l'inégalité (1), on obtient: 


(2) I5, (€) —u,.| > y. 
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En résumé, étant donnés, d’une part un entier p, d’autre part une 
portion H d'un ensemble normal g”, on peut déterminer un entier p, > p 
et une portion H, d'un ensemble normal q^", avec »,2 n, et H, étant 
compris dans H, tels que pour tout point C de H,, on ait l'inégalité (2). 

Appliquons cette proposition une seconde fois en remplacant p et H 
par p, et H,, nous obtenons un entier p, 2 p, et une portion H, d'un 
ensemble normal g"?, avec n,>n,, et H, étant compris dans H,, tels 
qu'en tout point € de H,, on a: 


|. (€) — |» A. 


En répétant indéfiniment l’application de ce procédé, on obtient, d'une 
part deux suites d'entiers croissant indéfiniment: 


Dp ISSUE 


STRESS SO SE 


d'autre part des ensembles parfaits dont chaeun est contenu dans celui qui 
précède: 
Horse 


H; étant une portion d'ensemble normal q^, de telle sorte qu'en tout point 
C de H; on a: 


(3) LAC) — "| 7 n. 


Il existe un point contenu dans tous les ensembles fermés H, par suite, 
satisfaisant à (3) quel que soit à; un tel point, soit C, appartenant à une 
infinité d'ensembles normaux 4^", gl", ...,q%™, ... , les n, croissant indéfini- 
ment, fait partie de P,; on a done: 


fie) =a 


w* 


L'inégalité (3) s'écrit donc: 
I, (€) —F(E)|> y, 


ce qui, comme p; croit indéfiniment, est en contradiction avec le fait que 


lim f, (0) = 7(G). ala proposition est done démontrée. 
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Nous avons ainsi établi l'existence effective de fonctions de classe 3." 
On peut particulariser, en prenant, par exemple: w,=w,=...=u,=...=09, 





U, = 1, ce qui nous donne, comme exemple de fonction de classe 3, li 
fonction égale à o en tout point du segment (o, 1), sauf aux points irra- 
tionnels dont le quotient incomplet de rang » croit indéfiniment avec m, 
pour lesquels elle est égale à 1. 





1 Des 1898, M. VOLTERRA, à qui j'avais communiqué le théorème sur les fonctions 
de classe I (8 I3) m'avait indiqué un exemple d'une fonction qui n'est certainement 
pas de classe < 2. 
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SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS. 


Trajectoires le long desquelles deux au moins des trois corps se choquent. 
Conditions qui entrainent un choe 


PAR 


GIULIO BISCONCINI 


a ROME. 


Préface. 


M. PAINLEVÉ, en étudiant le problème des trois corps, a démontré 
que le mouvement se poursuit indéfiniment régulier, pourvu que les con- 
ditions initiales ne soient pas telles qu'à un instant fini une au moins des 
distances mutuelles ne soit pas nulle.' 

En d'autres termes, si, pour une valeur finie £, du temps, deux au 
moins des trois points coincident, les équations différentielles du mouve- 
ment ne peuvent pas étre intégrées à l'aide de séries convergentes pour 
t1. Les développements sont au contraire toujours valables pour £ «€ £,. 

M. PAINLEVÉ ajoutait ensuite: »Il serait donc extrémement important 
de définir avec précision les conditions initiales qui correspondent à un 
choc», et plus loin, en faisant allusion à une étude qu'il avait commencée, 
mais pas accomplie, il observait: »Cette discussion me donne lieu de penser 
que les conditions initiales qui entrainent un choc au bout d'un temps 
fini satisfont à deux relations analytiques distinctes (qui se réduisent à une 
dans le cas du mouvement plan)». 

M. le prof. Levi-Crvrra, en envisageant le cas particulier du mouve- 
ment plan, se proposa cette question, que M. PAINLEVÉ n'avait pas résolue. 








! Leçons sur la théorie analytique des équations différentielles, p. 583. 


Acta mathematica. 30. Imprimé le 19 août 1905. 
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Dans son travail il démontra effectivement l'existence d'une relation ana- 
lytique uniforme, et il en donna une expression développée en série de 
puissances de la distance des deux points, qui tendent à se choquer.” 

Le chemin avait été tracé, et l'on n'avait qu'à le suivre pour résoudre 
le probléme dans le cas général. Voici les résultats auxquels nous sommes 
parvenus. Soient P,, P,, P, les trois corps. Posons 0, = 22 E 
et faisons l'hypothése que lim p, — o et limo, 2- o. Il s'agit de déter- 


t=t t—f 
miner les relations, auxquelles doivent satisfaire les conditions initiales, 
pour que cela ait lieu. — Les deux hypothéses, que nous avons faites, 
doivent être évidemment suffisantes pour caractériser les chocs P,P, et les 
conditions initiales, dont ils dépendent. Néanmoins, pour la résolution du 
probléme, nous avons introduit une troisième hypothèse, que nous n'avons 
pas pu déduire des autres. Nous avons admis, que, dans le voisinage de 
P,, la vitesse angulaire de P,P, dans le mouvement relatif par rapport 
à P, soit. finie. 

Le raisonnement, qui nous a conduit à l'admettre, est tout à fait 
intuitif et on le trouvera dans le § 4, n° 2. 

Quant aux différentes phases du procédé, elles peuvent être résumées 
en un mot. 

Nous avons considéré le mouvement relatif des points P,, P,, par 
rapport à P, et, par un choix eonvenable des variables, nous avons con- 
duit les équations du mouvement au type de celles de M. Levr-Crvira 
(v. 8 4, n? 1). Nous avons alors démontré, que les trajectoires singulières 
du systéme, le long desquelles les deux points P,, P, doivent se choquer, 
eorrespondent univoquement aux solutions, qui sont holomorphes dans le 
voisinage de la position de choc (v. § 5, n° 3). Nous avons déduit, selon 
les prévisions de M. PAINLEVÉ »deux relations analytiques distinctes» entre 
les conditions initiales, relations, qui nous permettent de décider, si le 
mouvement aura lieu le long d'une des co? trajectoires singulières. 

Si nous indiquons ces deux relations par = o, uf’ — o, il est 
évident qu'une seconde couple wj? = o, uf? = o, analogue à la première, 
sera caractéristique pour les chocs P,P,, et une troisième u! — o, u? — o 





Traiettorie singolari ed urti nel problema ristretto dei tre corpi. Annali di Ma- 
tematica. Tomo IX, serie III. — Une nouvelle rédaction de ce mémoire paraitra sous 
peu dans les »Acta». 
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pour les chocs P,P,. En résumé les deux équations 
UT EURO, E EE e 


nous permettrons de caractériser tous les mouvements singuliers du systéme, 
dans lesquels deux quelconques des points se choquent. 

Nous finirons ce court résumé de notre travail en ajoutant, que dans 
le dernier paragraphe nous nous sommes occupés de déterminer effective- 
ment la forme analytique des équations wj" — o, us? =o, en développant 
les premiers membres en séries de puissances de la distance P, P,. 


8 1. Equations du mouvement. 


I. Mouvement des trois corps P,, P,, P, référé à des axes fixes. — 
Considérons trois points P,, P,, P,, dont les masses sont m,,m,,m,, et 
supposons qu'ils s'attirent mutuellement selon la loi de Newroy. Rappor- 
tons-les à un systéme d'axes cartésiens £, 7, C, fixes dans l'espace, et appelons 


&,7:, & les coordonnées d'un point quelconque entre eux, et p;, g;,7; les 
composantes de sa quantité de mouvement. 
Les équations du mouvement du systéme sont: 
{ dei a, eH doi. 0H dé, E oH. 
] | dt m’ dt —2q Gs o 
key) } = (i=0,1, 2) 
dps 0 dqi — oH S oH 
di -— 95,’ Who am” dt — 3G, 


ott lon a posé: 


(2) H-T—U-IY, 
0 


et: 


m;m, 


m ij A3 ) 


A; == V (Si — 6) IE (Hi — 25) ar (5 Sr G ne 





Il va sans dire, que nous avons choisi l'unité de temps, de manière 
que la constante d'attraction universelle devienne égale à l'unité. 


II. Transformation de Poincaré. — Envisageons maintenant le systeme 
d'axes æ,y,2 menés par P, et dont les directions sont constamment celles 


des axes &,7,{. Soient 2, ¥, 215% , Yo, 2 les coordonnées des points 
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P,, P, rapportés à ces axes, Les formules de transformation entre les 


deux svstémes sont: 


à - »- P vee 
|” — 60 Yo = No» ep So» 
(3) : (i=1,2) 
oem Yi = Hi oy ej = 6 -— 6 
Posons ensuite: 
2 2 2 
7 |». a 2p, do = 2, dis Howe Y, m 
(3) \ (i=1,2) 
In = pi Gi — dis ZELLE 


9 


2 
255, ete., les équations (3) et (37) 


donnent entre les variables 2;,4;, 25 p, Qi; *; et &,9, 65 Peo Q;, "; une 


On apercoit que, puisque 2,0, = 


transformation, qui conserve la forme canonique au systeme (1). 
Nous pouvons maintenant remarquer que p,, Yo, 7) sont des constantes. 


9 


Elles sont en effet, au multiplicateur &,m, près, les composantes de la vitesse 
0 


du centre de gravité des trois points, qui se meut uniformément sur une 
ligne droite. On pourra donc les supposer égales à zéro, sans rien Óter 
à la généralité du probleme. 

Les équations, qui définissent le mouvement relatif de P, et P, par 
rapport à P,, sont done: 








dx; __ 0H dy: eH da, —*"oH- 
ab dp; "i mm aM’ ‘ata or, ? 
(1^) (i=1,2) 
dp so oH dq; oH dri oH 
ui rw ors dt y” dy Wee 
où l'on a posé, en vertu des relations (2) et NE 
(2°) H= T— U— 
a | AOT. I 9 T 3 2 2 mm; 
~ 2] Y, (ur + sus FRET) m Pu Mt rn) LU Ag? 
et 


Au = Val + y? te, 





A, — Vi 


— ay) + (yi— yy + Gi — 8). 
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III. Remplacement des composantes de la vitesse absolue de P, par les 
composantes de sa vitesse relative. — Substituons maintenant a la place des 


composantes de la quantité de mouvement absolue de P, les composantes 


x, Yi, 4 de sa vitesse relative. 
Elles sont fournies par le premier groupe des équations (1 
lesquelles on doit supposer à — 1 et avoir égard à la relation (2’). 


, 


En posant: 





I I I I 
== D 
(4) iei a m, Be m, + nm, a m, ? 
on aura: 
, Ps 
| v, = th pi + FRE 
n, 
: " q 
(5) ad ah. 
0 
4, => r = + 
ı tr m 


et par conséquent: 


2 


- (a 2) (py? Lg? 2 mM; 
a + yr + eL) + gaps + D + 73) zt >, ma 


LH — 


Du premier groupe des équations (1), en vertu des égalités 
tire done: 
dz, oH 9H, oH 
T EAS Zw, ete 
dt 9p, 92 Op, 92, 


dz, 9H 9H 0H au 0H , x 











E = - — ote.; 
dt 9p, 9p; OX, 9p; 9p; motu," e) 
c'est-à-dire: 
dx, — 9(u,H) dy, — ala H) dz, — 9(m H), 
dülifüd exi? dENT eg) ? dix mmMSoEAKO 





dx, 9 (4 ax), Ge (4 ze), da, _ 2 (4 Aire 


mat, 


dt op, di 9q, mt, dt ar, 


Wut, 
En dérivant les relations (5) par rapport à £ on a: 


dz, dp, 
uv m ac don ap^ 





), dans 


(5), on 


i 
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ou bien, en vertu des équations (1’): 








da, oH 1 0H 0H m.2, ? /m,m, 
Fer x ah Nino 
dt 92, ni, OL» On, os 9x, Mn, Aw 





gH mia, 9 (m,m, ae 
= — fy om eures 
o3, Ac ox, Nm, Av, 


On pourra done remplacer le deuxième groupe du système (1') par 


les équations: 


























da, 0 / Miz, x mm, I 
Se 0a ee 
dt 92, (m dr N sig ENS 
dp, eH 
M or 7 Copies 
dt 02, 
Posons enfin: 
en 2 5 : min TA cp JE dc mm, I 
Hoc eg) oem oe nr 
(2") d 
(DS et Ko 2 = M) I ; "A 
= = D » 5) E^ ax 9 [ 2 Z ^» . 
AUS + DT) b INS 3 mu, (21 Po + ids + 8170) 
D'aprés les équations (5) le systéme (1’) sera équivalant au systeme: 
(dz, | 24, deno de; cn (WOH 
1 dt 0% > dt 9y, ! dt 92, 
dz, | 9H, dy, _ 9H, des — 9H; 
dt ax,’ dt oy,’ dt — 92, ! 
(oi) 
[s- oH, Jody, as OH, We ars 
Qh | opie uL 2 mod. 1 Gh 7 Bore 
II j : : 
| do, ^ 9H, dae See Gane 
| de Qu du oy,” qim 92, 


La transformation, que nous avons employée a fait done perdre à 
notre système la forme canonique originaire, mais elle lui a donné une 
forme demi-eanonique. De cette propriété nous allons profiter tout de suite. 


IV. Forme semi-canonique polaire pour les équations du premier 
groupe. — Soient o, , 9, , €, les coordonnées polaires du point P, et P,, 6, , 9, 
leurs variables conjuguées. Nous entendons par eela, que, si l'on substitue 
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dans le premier groupe du système (1”) aux deux séries de variables 
24,1) ,2; Yi, 2, les deux nouvelles séries, que nous venons d'indiquer, 
ce groupe doit maintenir la forme canonique. 


Puisque on a: 
Ly, = p, sin #, cos e, 
(6) MA Sy sin DA sin €, 
| 2, =, cos 4, 
il faut poser: 








,9X , 91 , 92 nds "NA. » N 
PA = + y; 23 +2 5, = zsind,cosg, ty sin 4, sin e, +21 cos à, 
| e | 1 L3 
, OL, , OY, s J n , zi Dr 
(7), 9, = 2 98 d 55, +2 415 — py (c, cos 9, cos ç, +y; cos 9, sin e, — 2; sin 4), 
1 





, 92, , OY, , 0%, ; NE : pet RS 
OR s + 5 ca S rm pi (— x; sin 9, sing, + y; sin 9, cos ej). 
On tirera identiquement: - 
Pido, + 6,48, + Dide, = de, + yidy, + zd. 
Cela nous suffit pour conclure, qu'il s'agit d'une transformation de con- 
tact. Par conséquent la forme canonique du premier groupe sera conservée. 
Les relations (7) résolues par rapport à x], y, , 2; nous donnent en outre: 











A 0, D. 
% = P, Sin 8, cos@ sd, cos © 
1 1 1 €, = zu 1 p, sin J, 
(7°) | yt = P, sin & sing; + EE 9, sin ce, + cos E 
s t 1 19 1 "n 1 71 p : sin Y) 1» 
Br 6030, ——sin 9. 


(d 


Les fonctions H, et H, pourront done étre mises sous la forme: 


d m, ny m, nis MM; 
(nuda) c (ete tne me) 


0; sin? # 





l| 


MON: mm, I 


Eh p> iy) Noe 





J 
) 
| 
(De pe 5 E mm, Mo , MM, IS 
H, — (pi + G2 + 12) — p a icr =|) SE 


1 P 1 
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Dans ces relations les symboles introduits ont, comme il est aisé de 


voir, les significations suivantes: 





Pa = Vai + ys 2 





A = (p, sind, cos e, —2,) + (p, sind, sin e, — y,) + (p, cos 9, — 2)", 
V, — %,sin #, cos e, + y, sin 4, sing, + 2,0089, 


. oO D : 
, = Pl P, sin 9, cose — eos f, cos c ——— sin @ 
V »( 1 1 Len + 1 €i 0, sind, €1 








d . 0 ; [7 
d q (P. sin ó,sin e, + e cos J; sin e, + ‘cos ei) 
ti 


p, sin DR 


; Bua 
sl "(P cos à, E = sin 5). 
> 


ACHT 


Les équations du mouvement relatif sont done. évidemment: 























( de, en oH, dà, ER 9H, de, "s aH, 
| dé XE die — 91999 dis NOT 
CES DLE dE Ac com 
Jc) | di „Br? db 00° dt u uai 
de aH, dp, ?H. 
TI UM ER Sd CP, | — 9H, ^ 
dt op,’ Siem dt onu ilie 


Il est aisé et en méme temps intéressant, de mettre en évidence la 
signifieation einématique des variables conjuguées aux coordonnées polaires 
: Me 0 ® : 
du point P,. Les égalités (7) nous montrent, que P,,—,— se tirent 
; p, p, sind, 
de z,,)5;, 2; en ajoutant ces dernières, aprés les avoir multipliées par les 
cosinus de direction des tangentes aux lignes coordonnées polaires, qui 
0 ® A. 
passent par P,. Les quantités P,,—, ——'—- sont done les projections 
P, p, sind, 
sur ces lignes de la vitesse relative du point P. 


Qt 
—] 
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§ 2. Quelques conséquences, que Von tire des équations du 


mouvement, dans l'hypothèse que lim P,P, = o. 
t=) 


La forme, que nous avons donnée aux équations du mouvement, nous 
permettra d'étudier le comportement des variables du probléme, lorsque 
p; = P,P, tend vers zéro pour une certaine valeur finie du temps. Cette 
hypothèse analytique entraine l'hypothèse physique, que les deux points 
P,P, se choquent au bout du temps 4. L'intuition nous fait voir, que 
sil y aura, à cause de ce choc, des singularités dans les caractéristiques 
du mouvement relatif des deux points P,, P,, elles pourront se trouver 
seulement dans celles du point P,. En effet on comprend que ce choc ne 
pourra exercer qu'une influence trés petite sur le mouvement de P,. En 
d'autres termes les coordonnées et les composantes de la vitesse absolue 
(ou, ce qui revient au méme, les composantes de sa quantité de mouvement 
absolue), que nous devons supposer finies avant le choc, devront rester 
telles pour £ = f,. 

Cela justifie la transformation, que nous avons employée au n? 3 du 
paragraphe précédent, qui pouvait sembler d'abord sinon illogique au moins 
peu symétrique. Il est évident, que si nous n'avions pas opéré comme 
cela, toute singularité dans la vitesse de P, aurait amené une singularité 
analogue dans celle de P,. Nous trouverons tout à l'heure une confirma- 


tion rigoureuse de cela. 


I. Comportement de la vitesse absolue de P,. — Proposons-nous de 
démontrer d’abord que: 


Si p,, pour t=t,, tend vers zéro, les fonctions py, 4, , v, restent toujours 
finies (même pour , — 0). 


Cette propriété ressort tout de suite de la forme analytique particulière 
des équations (1'"^. Considérons en effet, parmi les équations du second 
groupe, celles qui fournissent les dérivées de p,, q,,, par rapport à f, et 
substituons H, par son expression (2). 

Il vient ainsi, en nous bornant à la premiere: 

hoped on AZM, os m,m 
a ES Lo + 8 
dt pa A 


Acta mathematica. 30. Imprimé le 5 septembre 1905 8 





13 
YS 


* (9, sin 9, cos e, — 2. 
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ou bien: 





dp mum mm, m,m, sin J, cos 
— = — cos 944 — 7% + D, —— um ; 
dt pa A A ‘ 


Faisons maintenant l'hypothése que lim, — o, et que la limite in- 


t=, 
férieure de o, soit plus grande que zéro. Ayant égard à la deuxième des 
relations (8), on conclut que lim A = ,, et que les deux fractions 








t=t, 
x, m,m, sin J, cos a9 
: ne 1777 restent finies. Nous aurons done 
ING? A’ 
© m,m, sin Ÿ, cos 
lim, ——— — 1 fı=o 
t=t, A 
et nous pourrons conclure qu'il y aura un intervalle (f,4,) assez petit, 
: . d . 1-9 
dans lequel la fonetion at restera toujours finie. 


Puisque nous avons identiquement: 


t 


= f n at 
nous pourrons écrire: 


, , dp, 
pals) — 50) 6— 0l | ey: O<e<l. 


Il suffira done d’admettre, que dans le point ¢ la fonction p, ait une 
valeur finie’ pour en tirer qu'elle restera finie même au moment du choc. 

Un raisonnement identique peut être fait pour q, et 7), par consé- 
quent notre lemme reste démontré. 


Il. Comportement de la vitesse relative de P,. — Nous sommes à méme 
maintenant de déduire de l'intégrale des forces vives du système (1'") 
d'autres propriétés pour les caractéristiques de P,. 

Si h est la valeur de l'énergie totale des trois points, l'intégrale de 
JACOBI, exprimée par les variables z,, y,, AU 1,2); GA MU 





"ey Ber. I Ec J c albe e ec 

Cela se vérifie, si nous supposons, que le mouvement soit régulier pour toute 
valeur du temps, qui ne correspond pas à un choc. Cette hypothése est justifiée par 
le théorème de PaixLEVÉ (v. la préface). 
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sera, d'aprés l'égalité (2,): 


to | 


ae Py? + #8) baited ee. 


Si l'on emploie la transformation fournie par les relations (6) et (7), on a: 








Tf 1/5 '8i pi 2 EN 
(2,) vee a Em! oy) + 0 rar 
omm, mm, mm, ] 
Bm As OBDDAGROTE* 
et de suite: 
: 9: q* 
)2 8i a iis 
2 Pi "Dm sais p, sin? 9, 


— 2nmym, ft + Pith | 2( + a ap eM mm, es) | p (DE “a qi je i3) | ! 


En posant enfin: 


m,m mm 2 f 
(9) P= m2 (0 LT 0 + er) — Ce: Qa + |, 
et en remarquant, que mm, — m, + M, on arrivera à l'égalité: 
5 6: di : 
(10) pi Pi 5 zs p, sin? 9, = 2(m, + m) + o,P 


Si o, tend vers zéro, la fonction P ne peut pas croître indéfiniment, 
car o, ne s'annule pas, par hypothèse, et p,, q,,r, restent finies à cause 
du lemme démontré, 

Le second membre de l'égalité précédente aura done, pour p, aussi 
petite que l'on veut, une valeur trés voisine à 2(m,-- m,) Mais, comme 
le premier membre est une somme de quantités essentiellement positives, 
chacune d'elles sera finie dans le voisinage de p, = 0. 

Nous pouvons donc énoncer ce nouveau lemme: 

Nx Vo, = 9. is 

Lisp Ui 1 


finies par les équations (1"’), ne peuvent pas croître indéfiniment, lorsque t 


Si p,, pour t=t,, tend vers zéro les fonctions qo, P, 


sapproche à t,. 
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Si nous envisageons maintenant l'identité: 





d(p, PA) _ 22 
dt Partei a , 


nous pouvons écrire, en vertu des équations différentielles: 


d(o,P) __ p 9H, 9H, 
Ba (ap ue ass 








Ayant égard à l'expression analytique de H,, donnée par la premiere 
des relations (27, nous avons donc: 


d(p, Pa) 


0? PIE 
) = ps Jer : 
dt Fi fi | 


pi pi sin’ J, 





(e me MM, A) ms V, m,m;aA | 
+ y 5 = c 
PN a A’ 9p, p m,A* 9p, | 


Mais, comme on a: 


AS! 


DU {ei sin 9, cos e, — a) sin 4, cos e, 
+ (0, sin & sin e, — y,) sin 4, sin e, + (p; cos 4, — 2) cos 8,} 


I . . . = 
TUA (p, — %, sin 9, cos e, — y, sin D, sin g, — 2,6089) = BC SN. 


la derniére relation s'éerira: 


d(p,P) _ pa GG m+m 
de, TF P +4 pi P+ pi sin? n° sin? À, Pi FT 








A’ un pi m, A? 





— (Ben —V,) , mV, mmjo,— ve) 
1 = = TUE TR . 


A = , . ^ L) [4 
En se servant en outre de l'égalité (10) et en faisant quelques ré- 
duetions on aura: 


d(p, Le m, m, v. 1 
i 5 + P— mal NV ++). 


Enfin, en posant: 


0 — P— mp (ee + “), 
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il viendra: 


> 
(11) Kp,P) _ m, + m 
dt Pi 





+ 0. 


Rappelons-nous maintenant, que la fonction P reste finie pour toute 
valeur de = dans le domaine de #, et remarquons, que l'expression 





map (E ! Na ES tend vers zéro en méme temps que ¢,—f. Nous en 


tirons que Q sat finie dans le domaine de #,. 
Il sera done possible d'envisager une certaine valeur # de £, telle que, 


lo P. 
Zu tae +Q>o0. Dans cet intervalle e d 1) 
[it á 


restera positive et la fonction ,P, sera par conséquent toujours croissante. 


dans l'intervalle (7, f), on ait ' 


Comme elle ne peut pas done s'annuler pour ces valeurs du temps (4 au 
plus exceptée), ni l'un ni l'autre de ses facteurs pourra être égal à zéro. 
9H, dp, 
ENT 
la fonction p,(t) tendra vers zéro toujours de la méme manière, c'est-à-dire 


Mais, puisqu'on a déjà vu que P, = on peut conclure, que 
) 


en déeroissant. 
En résumé on a: 


1 


F ; a : do 
Si p,, pour t— t, tend vers zéro, la fonction P, = ne peut pas 
G 


s'annuler dans le voisinage de 

Nous démontrerons enfin que: 

Dans le voisinage de t, la limite inférieure des valeurs de p, Pt ne peut 
pas étre zéro. 


Remarquons, à ce but, que la relation (11) nous donne: 








d P, pes 2 pom 
L'identité: 
d(p, P Ba > df, „dp, 
a PRESE 


pourra done étre écrite: 


d(p,Pi) _ PT + m, ) pm dp, 
a ak 2 kart 
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: _ dp,. 
Ou bie P 
u bien, puisque P, = > 
d(p, P^) 2 dp, 2 
(12) EC UL ER. fe (m, bm: m, —in p + 2.0). 


Si nous admettons, que dans le voisinage de /, la limite inférieure 
des valeurs de p,P{ soit zéro, nous pourrons conclure qu'il y aura une 
valeur /', suffisamment prés de 4, pour laquelle 9, P^; deviendra aussi petite 
que lon veut. En particulier nous pourrons supposer, que, pour t= f?’, 
Ey mp uis 

2 





soit o, Pi < Nous pouvons encore supposer que, pour =’, on 


: m, + m , : 
ait 5,0 < EET car nous avons vu dans la démontration du lemme 


précédent, que ,,0| tend vers zéro en méme temps que f, — f£. On tire 
I . 
de tout cela, que la valeur de -p, Pi—p,Q, pour £— £,, sera moindre 


; m, + M, , Oed ony 
que s ; et, par conséquent, que l'inégalité 


(13) m, + mi — > 01 Pi + pQ>- Do EE 2 


sera verifiée. 
Le premier membre de la relation (12) aura done le méme signe que 


dp, 


di? c'est-à-dire qu'il sera négatif. 

En d'autres termes la fonction 9, Pi sera décroissante dans le point #,. 

Envisageons alors une valeur /" comprise dans l'intervalle (é’, 4j) et 
qui soit suffisamment voisine à f'. 

Puisque l'inégalité (13) reste a fortiori satisfaite, nous en tirons, que 
méme à l'instant 2” la fonction p, P? sera décroissante. 

Comme nous pouvons répéter ce raisonnement pour chaque point de 
(U, 4), il faudra que l'on ait: 


(14) lim 9, Pı = 


1-1 


Il est cependant aisé de montrer, que cette conclusion est absurde. 
Ecrivons en effet d'aprés (12): 


d(p, P?) — —12 s (m, +m, m Pi+ 0). 


1 
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Puisque — d(o, P3) et — do, sont des quantités positives, cette égalité 
donne lieu, en vertu de (13), à l'inégalité: 


—-d(o, P1) > — (m, + m,)dlog p,. 


De celle-ci on tire, en intégrant tous les deux membres entre deux 
limites ¢’, £^, qui vérifient l'inégalité (13): 


(py P2), — (pı Pier > (m, + mi) C (log o3) — (log o1). }- 


Faisons maintenant tendre /" vers ¢,. Le premier membre, en vertu 
de l'égalité (14), aura la limite finie (p, P5),, tandis que le second croitra 
indéfiniment. Ce résultat nous montre, que l'hypothèse, d'où nous sommes 
partis, est fausse. 


§ 3. Changement de la variable indépendante. 


I. Remplacement de t par p,. — Dans une remarque au commen- 
cement du paragraphe précédent nous avons employé implicitement une 
propriété, qui à été enoncée par M. PAINLEVÉ (v. aussi la préface). Ce 
théoréme dit, au fond, que le mouvement de trois points matériaux, qui 
s'attirent selon la loi de Newron se poursuit régulièrement et les équations 
se laissent intégrer par une approximation aussi grande que l'on veut, 
pourvu. qu'il n'y ait pas un choc au bout d'un temps fini. A partir de 
cet instant on ne peut rien affirmer. 

Les cas, qui peuvent se présenter sont évidemment deux: a) une seule 
des trois distances tend pour £— /, vers zéro, tandis que les deux autres 
restent supérieures à zéro, 0) tous les trois corps tendent en même temps 
vers une position déterminée de l'espace. 

Nous étudierons seulement le premier et nous supposerons, que ce 
soit la distance P,P, qui s'annule pour la valeur /, du temps. 

Comme nous n'avons fait aucune hypothése à l'égard des masses des 
trois corps, il est bien évident, que nous pourrons donner aux résultats, 
que nous atteindrons, une interprétation plus générale. Il suffira que l'on 
change convenablement la signification donnée aux symboles, pour avoir 


des propriétés identiques relatives à un choc entre deux autres points. 
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Faisons done l'hypothése: limo, = o. D'après le théorème de Paty- 
t=t, 


LEVÉ, pour toute valeur de ¢ près de /, les fonctions p,, #,, @,; Pi, 6,, %; 
La; Yo, 223 Pr, Qa; To dépendent régulièrement de ¢,. Nous avons de plus 


p do AME 1 
démontré (v. § 2, n? 2, II lemme) que (25) est négative. On tire 
1/t=t ; 
^ ^ . 74 "sf E i^ . ^ CE 
par conséquent, que £ pourra être considérée une fonction de jo, régulière 
dans le domaine p, — o. Nous avons done: 
Si p,, pour t — t, tend vers zero, les Jonchons By, EDS 
Yo, sss, Ts dépendent requlierement de p, dans le voisinage de t, (cette valeur 
au plus exceptée). 
Pour avoir les équations, qui définissent ces fonctions au moyen de p,, 


il faudra évidemment éliminer dt entre les équations (1"). A ce but 


écrivons la premiére sous la forme 





LL 
dp, E oH, x 
oP. 


La quatrieme du premier groupe nous donne par conséquent: 





dP SH 9H, 
do, ao oP 


ét 


Cependant, comme il est possible de tirer de l'intégrale H=h la 
fonction P,, nous pourrons remplacer l'équation précédente par H = k, et 
envisager, dans toutes les autres, P, comme une fonction connue. 

En résumé le système auquel doivent satisfaire #,(9,), &1(91) ; ...; 


qs(01) , afp) sera: 











(dA ITO aH,” NU SC WEE 
do, |. 98, 9P.^ do, "i WORD, ipt 
[ue Hi dó, eH, 9H, 
3 dp, E Ch OLAS dp, oo, oP, : 
aes) 
dr, _ 9H, 9H, dy, | 9H, 9H, u.) 9H, 9H 
; dp, op, oP.’ do, — ag Wa do ss ar, oP.’ 
|». ___ 0H, aH, dq, 8H 9H, dr, — 9H, ?H, 
dp, 9r, oP ? dp, : Oya NOD? dp, . 0a SOP, 
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IL. Remarques générales à l'égard des équations obtenues. — Après 
avoir intégré ces équations, on pourra, d'après l'intégrale // — h, exprimer 
P, par o,. Enfin, en remplaçant toutes les fonctions, dont dépend le se- 

1 e y ) } 


oH 


cond membre de l'équation — = par leurs valeurs obtenues, nous 


pes 
dp soie pre 
pourrons avoir, par une seule quadrature, la fonction p, et toutes les autres 
caractéristiques du mouvement exprimées au moyen de f. 
Ce qui nous importe le plus c'est de mettre en évidence le caractère 
analytique des intégrales dans le voisinage de 9, — o. 
D'après le théorème de M. PAINLEVE on est assuré, que le long de 


toute trajectoire (où E ne soit pas identiquement nulle) le mouvement ne 
cesse pas d'être régulier, c'est-à-dire, les intégrales sont toujours des fonc- 
tions holomorphes. Au contraire, on ne sait rien, si les points se meuvent 
le long des trajectoires singulières. Dans le paragraphe suivant nous ver- 
rons, qu'elles sont earactérisées univoquement par les intégrales du systeme 
(1, qui sont holomorphes dans le domaine de 9, — o (bien entendu, ce 


point au plus excepté). 


84. Forme définitive des équations. 


I. Nouvelle transformation de variables. — Dans le systeme (1'Y) rem- 
placons les variables o,, P,, 6,, ®, par des nouvelles r, À, 9j, g,, liées aux 
premiéres par les relations: 

8, ; 0, 


(15) IN Os R=-—-rP, =, PT ind 





La signification des variables 9, e; est bien simple. 


Eerivons à cet effet: 


0 B ® : 
9; ——: Di = ——— : 0, Sin à 
1 2 Pi; Pi p, sin 9, '! 1 1) 
0 D . 
et rappelons-nous que — et sont les composantes de la vitesse re- 


SECO 
P; p, 8m #, 


lative de P, selon les lignes polaires 4,,€, (v. § 1, n° 4). 
Nous tirerons tout court, que % et e; sont respectivement les vitesses 


angulaires des projections de P,P, sur les plans ¢, = const., 4, = 


t9 
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La premiere des (15) nous donne: 
(16) do — rdc. 


En outre, ayant égard aux expressions (2") de H, et H,: 




















is SP = ee 

(17,) opu EE 

m aH, 8% _ 8 4 

M 7y 98) wip d run SE o 

olT o D ; 

(za) — = 3 = À re 

: a”, pi sin? #, r* sin? J, 

oH, E __ Boos I, € a 9A m,p, 9 V, o mm, d A 
a,  pisin° J, Ih ? A? 98, pi 9, m, A? od,” 


: 9A 
Si nous caleulons opo» Ch nous servant des (8), nous trouvons: 
OL 
1 


OA I : à ; = 
RA { (2, Sin 9, cos e, — #5) p, cos 9, cos e, + ( p, sin 9, sin e, — yj)p, COS # SiN @, 
1 


— (0, cos 8, — z,) sin 8) 








== An Ur, Cos 9, cos e, + y, cos 9, sin e, — 2, sin dt = = 3 
Par conséquent: 
9H, — D} cos 9, OV, [p f 
9g cr BUS E: sts a 95, (A= me 
ou méme, d'aprés (15): 
(174) Sw zs — e sin §, cos 9, + = e : A3) a | : 


Par un ealeul analogue on pourrait obtenir: 


u oH fal 1 \9 
bou) al m) 
9c, p» A’) 9g, 
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En envisageant les dérivées de H, par rapport aux variables du second 
point, on a: 


H, IRON 
ap, MT mn, Op, 





I : 0 D - 
— up — — | P. sind, cos —. cos d, cos v, — ————- sin @, | 
Da mn, ( 1 1 PT n 1 9 p, sind, 9i 











m, th, 


{ oH, = I { pire 39! x 
n era | Yos + sic (— Rsin 9, cos e, + 18, cos 8, cos e, 
— yr! e, sin 9, sin ¢,) [ 
? H, I I ; : a x 
(ur) xm =. "dla + (— Rsin 9, sin g, + 7° 8 cos /, sin eg, 


+ ri sin 4, cos g) | : 




















SE I Ban ic | 
==) Tr; — Rcosd, — 1^ 8, sin 8) |; 
| er, ry Pa 1 1 )p 
oH, mom, —— m,m,(r* sin #, cos e, — 2,) 
9x, p 2 NS , 
NS A oH, mm, m,m,(r? sin ), sin 9, — y,) 
(1 Ze) | = = 3 VE 3 ; ) 
QUE Pat, A 
oH, mm, m,m,(r* cos 9, — 2,) 
92, T IB AS 


En vertu de l'égalité (16) et des relations (17,), (17,), la premiere des 


équations du mouvement peut s'écrire: 


do 
2r dr = R' 
P 
ou bien: 
dà TU 
(18,) p? = — 27 R . 


D'une manière analogue la deuxième s'écrit: 


de, .391 
(185) mm P 
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En dérivant la quatrième des (15) par rapport à 7, et en se servant 


de (16), on a: 


























ay, 1508468, T 1d6, — ELT. ES 2 d0, 
dr r° r* dr ne VV AP 
: Sn : do oH, 9H ; 
Si nous avons égard à l'équation DD QU Sy Ste Te (iar 
; > | do, ap, Js (m 
et aux (17,), (174), l'égalité précédente nous donne: 
dà, 2r" [ I D NOW. | 
(18,) y — = wy — qi sin 9 cos 9, zn E 
D d iA Tob AM 98, | 
De la méme maniére on a: 
dg, E 40, 20, cos 8 dy, I d, 
dr Asin or sin dd, | dr en Ur 
A 49, 2e, cos 9, dd, 2 dO, 
Y sin #, dr r? sin? aa do, 
"iO 5 ( D] da 
En éliminant ur au moyen de (18,), et en remplacant a ' par l'ex- 
Pi 


pression, qui est fournie par la quatrième des ((1'), I) et par les (17,), 
(x7.), 0n. a: 





2 le, 2r* I sin 24 
18 Oe rg | | ar gy Sin 26, m, [1 ZION 
(184) dr Api R | sin* J, [ £13; 2 nr 3:2 ps AG Ir. í 


Pour les équations du second groupe la transformation est immédiate, 
de sorte que nous n'insisterons pas. 
Elles deviennent: 





da, 2r { I 
18 most an — . SS Sr 3 3 = R 
(18,) E» R\ Vly Po + "Um Fi sin 4, cos e, + 7*6; cos $, cos e, 
— r’g sin 9, sin gy) [ etc. ; 
(18,) dp, bm v mm, T m, m.(r* sin #, COS @, — æ,)| 
Hs Hb , AS = I , etc. 
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Posons maintenant: 
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9 EO) m nm, ( I IE ONZE 
E E €— 
m £i 2 r? Vas 2) 99, ^ 
I sin 24 m, [1 TERN ANZ 
Pr = = 2 © | gh à EI Sige seal 
sin’ J, ) 0s A’) 99, 
«Q^ 
a, — rà, 
DE 
a — re, , 
A I ds 3.9! : 3 : s 
Qs = My pu + nie Ii sin $, cos c, + 1 4; cos 8, cos e, — re; sin 9, sin @;), 
0/71 
(19) \ » 2 I De QU S 3 Qf 2 IE NC : = \ 
gj, =p a> si mss Ji sin 4, sing, + ** 8; cos 9, sing, + 1 €, sin d, cos), 
u 
: = I zn Cory n 
Te x aa (— R cos d — r’d sin 9), 
uid 
^ * [ nm, : m,m, (r* sin 9, cos Y, — 2,)| 
= E | 
6 | p 2 ANS J ) 
mum, m,m, (r* sin J, sin e, — y,) | 
OE 5 Jj» 3 E 
| 92 A | 
DA. a DIES Ne m,m,(r* SR 2,)| 
CM Ropa 


Kerivons, à la place de #,(r) 


> e(r) as) , yr), 2er) , Pal CHI) en Way) 


5 : à dà (v) 
respectivement Ai(r), Al"), ..., A(r). Alors, puisque 4j(v)— 2 et 
do,(r 7 
ur) TE. nous pourrons encore remplacer 9(r) et g,(r) par Ar) 
et A;(r). 
D'après (18,), ..., (18,) et (19) le systeme transformé de (1'Y) sera enfin : 
dà; di 
LU 499 (123,3; ...,8), 
dr dui 
(8) 
y Al tor s. j-3,2) 
dr ^us R g 
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II. Comportement des seconds membres des équations (S) au voisinage 
dune position de choc. — Yl est intéressant de mettre en évidence le com- 
portement, dans le voisinage de r — o, des fonctions a, # introduites par 
les positions (19). 

En vertu de l'identité: 





nee Lem + pd +p 
p A’ £3 f NE 


\ a PE I : 
on voit, que, pour r= o, le produit „= Gan reste fini. De plus, pour 


oV oV A : 
des valeurs finies des variables Nec et E gardent, dans le méme domaine, 
t 
1 
des valeurs finies. 


Enfin la fonction: 





R=—rPj=+ nmm) dena (ne AE Ep = ) p s +) | 


— P + gt sint 6), 


dont l'expression se tire de (ro) et de (9), (15), reste différente de zéro, 
pour 7 suffisamment petite (v. S 2, n° 1, lemme I). On tire, que les 
fonctions 4,,..., 4%, f, sont régulières pour des valeurs finies des arguments 
et dans le domaine de r — o. Mais on ne peut rien dire, a priori, à l'égard 
de %,, car elle est affectée par le diviseur sinf,, qui peut s'annuler. 

Si l'on pouvait démontrer, que, pour {= ¢,, la fonction 9 =“ reste 
finie, on pourrait conclure, que 4, tendrait, pour cette valeur du temps, 
vers une valeur déterminée et finie.’ Si, par hasard, cette valeur annulait 
sin #,, il suffirait de changer l'orientation des axes x,y,z pour éviter ce 
cas exceptionnel. 

Mais, répétons-le, à cette conclusion on arriverait seulement aprés 
avoir démontré, que # reste finie. 

En nous servant des hypothèses: lim» =o, et limite inférieure de p, 

t=t, 


(dans le domaine de ?=t,) plus grande que zéro, nous avons tâché de 





* Il suffirait d'appliquer la méthode suivie dans le $ 2, n° 1. 
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donner cette démonstration. Nous devons cependant avouer que nos efforts 
ont été sans résultat. 

C'est notre convinction, que la propriété ci-dessus soit vraie. Les 
raisons, qui nous engagent dans cette opinion, sont principalement deux: 
I. Dans le cas du probléme restreint la propriété est vérifiée. Il. Lin- 
tuition physique du phénoméne du choc des deux points P,P, nous fait 
voir que, lorsque la distance P,P, sera réduite suffisamment petite (par 
rapport à la distance P,P), le troisième point aura une influence presque 
P, se 


mouvront, l'un par rapport a l'autre, selon les lois du mouvement newtonien 


nulle sur le mouvement relatif des deux premiers. C'est-à-dire, P,, 
de deux points. Si lon admet done, qu'ils doivent se choquer au bout 
du temps ¢,, on est entrainé à penser, que P,, dans le voisinage de P,, suit, 
par une grande approximation, une des trajectoires de choe dans le mouvc- 
ment non-troublé. Mais ces trajectoires sont des droites sortant de P, 
par conséquent les fonctions 9,,g, et leurs dérivées 4;, g; tendront vers 
des limites finies.’ 

En résumé nous pouvons done retenir, que la fonction A,, comme 
toutes les autres, sera régulière, dans le voisinage de r = 0, pour toutes les 
valeurs finies de ses arguments. 

Nous en tirons, que les seconds membres des équations du systeme (5) 
sont réguliers dans ce domaine des variables. La valeur r — Oo sera donc 
singulière, pour les intégrales du probleme des trois corps, parce que les 
premiers membres des deux dernières équations contiennent le facteur r. 


85. Intégrales qui correspondent aux trajectoires singulières. 


I. Théorème d'existence. — Le système (S) admet, dans le domaine de 
r — o, 00° intégrales holomorphes, dont Àj et À, pour y = o, se réduisent égales 
à zéro, tandis que les autres prennent des valeurs constantes arbitraires. 


Remarquons tout de suite, qu'un système d'intégrales holomorphes 
de (S) doit satisfaire à ces équations même pour la valeur zéro de la 





' Nous aurions pu admettre que lim 9, = lim g, — O, mais nous nous contentons 
t= t=t, 


dune hypothése moins restrictive, car nous verrons, qu'elle nous suffit pour pouvoir en 
tirer, que les deux dérivées tendent vers zéro. 
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variable indépendante. Mais, comme les deux dernières équations s'écrivent 
tout simplement, pour cette valeur: A; — o, À; — o, il faudra qu'on ait 
précisément 4;(0) — o, %(0)=0. Après cela nous pouvons encore re- 
marquer, que la forme partieuliere de nos équations nous permet de dé- 
terminer, au moyen d'elles, les successifs coefficients des séries, qui donnent 
les développements des fonctions au voisinage de r =o. 

Nous pourrons affirmer en outre, que ces coefficients seront des fonc- 
tions périodiques par rapport aux valeurs initiales À, AP des 4,, 4. En 
effet les seconds membres des équations peuvent évidemment étre envisagés 
comme des fonctions régulières de r, A;, A, Àj, A; et, par conséquent, pé- 
riodiques par rapport à A) et A, car A, et 2, entrent au moyen de fonc- 
tions trigonométriques. 

Comme nous aurons construit les series, ıl faudra s'assurer, pour la 
démonstration du théorème, qu'elles sont convergentes. 


A ce but éerivons le systeme (S) sous la forme: 


(0) 





dk — Àj) eG ; 
— = 27 (d=1,2,...,8 
dr ie 
(S’) 
di; NN 3 B; 
7 -——A4X +o. G-1,2) 
dr AJ To. 
Posons en outre: 
à — 9 = »,, (=1,2,.,8) 
et envisageons des fonctions 
^ , 
M TYPE y Pants 975 (=1,2) 
Mee 35139295 De Az (i—1,2,...,8) 
: : : : - 3 Gi 
qui soient majorants des fonctions 27? 2, — ar. 
R R 
Il viendra que le système: 
dà; 
r a = — 44; re, (j=1,2) 
(S”) 
dy; 
NE (6 (f=1,2,...,8) 
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sera majorant de (8). Pour démontrer notre théorème, il faudra done que 
nous fassions voir, que (S") admet une solution régulière 2/(7), w(r), qui 
pour r =o devient: Aj(0) — 0o, v,(0) — o. 

Si nous nous proposons de construire les séries de TAYLOR correspon- 
dantes aux fonctions A, »,, nous trouvons, que leurs coefficients sont donnés 
par les relations: 





d" à; nodus 
L—4- -— —— (j=1, 2) 
= dr? n+ 4 GR © 
(5) d=1,2,...,8) 
d" y; aI, 
E (CS he he) 


dy” Fe dy? [. 


Elles ont été deduites par les équations (S") en dérivant le premier 
groupe n fois par rapport à 7, le second n—1 fois, et en posant r — O. 
Si l'on remarque, que les fonctions 8, sont majorantes des fonctions 


Hu 5 \ 
— — $;, on tire que le systeme: 














n+4 
.! = ~ 
ad = oe ET (725112) 
dr? Fa dr"! ) 4 
(S) 1 (127,8) 
d'w ON A 
dr dr"? sd 
est majorant de (S”). De la sorte le systeme 
dà; 
NDS UF (j=1,2) 
(8") | 
dv, 
— = St (1-152, ..., 8) 
dr e 


qui correspond à (S'Y) sera, a fortiori, majorant de (S). Mais les équations 
de (S") sont toutes régulières dans le voisinage de r — o, par conséquent 
ce dernier systéme admettra certainement une solution holomorphe s'an- 
nulant pour r — o.' Le théorème est done démontré. 


II. Toutes les solutions du système (S) sont holomorphes. — Nous 
pouvons maintenant nous faire la question: Le systeme (8) admet-il d'autres 
solutions hors de celles, dont nous venons de démontrer l'existence? 





! V. Picarp. Traité d’anaiyse, a. 1892. T. II, Ch. XI, p. 308. 


Acta mathematica. 30. Imprimé le 19 septembre 1906. 10 
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Pour y repondre il faut démontrer le théorème: 


Hors des solutions holomorphes, il n'y a pas d'autres solutions, pour 
lesquelles on ait Aj(0) = Aj(0) — o. 

Nous employerons pour la démonstration un procédé, qui est une 
généralisation d'un procédé analogue, donné, dans son mémoire, par M. 
Lrvi-Civira (loe. c., p. 17). 

I faudra, à ce but, que nous donnions auparavant aux équations de 
(S) une forme convenante. 

Le comportement des solutions holomorphes du systéme (S), dans le 
domaine de 7 — o, nous permet de mettre celles-ci sous la forme: 


[(^— = nA, am AD. 20): ((21,2,...,8) 
(20) 
| xo ntptr, 1,29, Ls 29). "e 


Il va sans dire, que A,(r | A) et A (r | X”) sont des fonctions régulières, 





par rapport à leurs arguments, au voisinage de r — 0. Elles sent de plus 
périodiques par rapport à A” et AD. 
Si nous posons maintenant: 


^ — AUF 71, (APP Eee 20) (1—1,2,..., 8) 
(21) 
Ly =a, + Ar, 40, 20, ...,20), yang 


nous obtenons un système d’&quations, qui peut nous fournir, dans le 


voisinage de + = o, les quantités A9, 49, ..., A) x, ,«, en fonction de 


mm ee 
VER NL 





* Pour s'en assurer il suffit de remarquer que: 


22, 94, aus oA ad aa 
(0) — Enc t A0)? = 0, -(0) te 0) ? = S 
EIN 94 ou; 2, ad, ou, 


"gr 





ass ls Pamela) = 2) 


où le symbole &,, dénote l'unité ou le zéro, selon que les deux indices x, s sont égaux 
ou différents. On peut de plus observer, que les dérivées des fonctions 4, ; 49 (régulières, 
comme nous l'avons vu tout à l'heure) sont finies dans le domaine de r — ©. On a de 
; F t x Ar, ARE dS) 
la sorte, que le déterminant jacobien - EE 2 reste, dans ce domaine, différent 
GAL ey ADEST) 
de zéro, car tous ses élements principaux se réduissent, pour + = O, à l'unité, tandis que 
les autres s'annulent. 
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A ce propos remarquons, que les huit équations du premier groupe 
dépendent seulement des deux séries de variables A,, 4° et elles envisagent 
une vraie substitution entre les deux séries mémes. Pour résoudre le sy- 
steme (21), on peut donc tirer du premier groupe A? en fonction de A, et 
substituer ces valeurs dans les deux autres. Ces dernières peuvent étre 
envisagées comme déjà résolues par rapport à w, et w,. 


Il vient ainsi: 


ds ME TET rey ccelo AR (i—1,2,...,8) 

(22) | 
Be SA ar ) ) & 
U; — AM WANT Ad sess À). G=1,2) 


Il est important de remarquer, que 4, 4? doivent être des fonctions 
régulières par rapport à leurs arguments, et périodiques par rapport à A, 
et A, avec la période 27. 

En effet, d'aprés les équations (20) et (22), on a: 


(23) — A(r|A9) = A,(r 





AO) (1—1,9,...,8) 


(0) 


Ayant égard à la périodicité des A, par rapport a A”, A), on peut écrire: 
4 Uo V el oz P La en c SP MM P SA = AD), (i51,2,...,8) 
et, en vertu de (23): 
EL a 27:48 - IE 221 ADD. A dir, A + 275, Ay E 276,3, 8); 


de sorte que l'on tirera enfin: 


Ces relations nous confirment, que les fonctions 4, sont périodiques 
par rapport.à A, et À. Alors, d'aprés la méthode suivie pour la résolution 
des équations (21), on est autorisé de conclure que A\) et Ay jouissent de 
la méme propriété. 

Écrivons maintenant le systeme différentiel, qui définit les nouvelles 


fonctions. 
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En dérivant les équations (22) par rapport à 7, on a: 








D — dà ,d(rà) — dà , »(r4) e. aA; dà, 
dài — € ES rA) — dA iae TLrM 
1 


dr dr dr dr or 1 OÙ ar? (i=1,2,...,8) 








du; d4 (rd) ax alr) 5 ad; d, | 
dr dr dr dr or more. Grr Gain 


Aux derivées de A,, 2; on doit substituer leurs valeurs données par 
les équations de (S) et, ensuite, remplacer partout les anciennes par les 
nouvelles variables. 

On trouve ainsi: 








di” di , 9 (r.4,) 2r! ws 94, 
a Ty eee M vu Sm à 
dr L R a or R x: CT ESSO (i21, 2,...,8) 
PE 1.8 7a) 
du, 4 4a) 2B ar A) —2r 24 
dr ex Wen rA) sk 27 re or ag) S28 As: (j21,2) 
1 


Le systeme transformé du système (S) peut s'écrire par conséquent 


(0) : 
— SE A (i=1,2, ..., 8) 
(24) 
y T = — qu, +rB,. (j=1,2) 


A, et D, sont évidemment des fonctions régulières des arguments 7, A, wr, 
dans le domaine de r — o et périodiques par rapport à A, 29". 

Il faut ajouter encore une remarque. Pour intégrer le système (8) 
on peut d'abord intégrer les équations (24) et substituer, ensuite, à la place 
de A? et u, dans les (21) les intégrales trouvées. Si, parmi les solutions 
de (S), nous voulons celles, qui pour r =o fournissent À — 0, À — 0, il 
suffit, d’apres (21), de déterminer les intégrales de (24), qui satisfont aux 
deux conditions w,(0) — o, #,(0) — o. En particulier, si l'on veut les inté- 
grales de (S) holomorphes dans le domaine de r — o, il faut déterminer 
de telles intégrales de (24), en vertu desquelles les relations (21) coincident 
avec les (20) identiquement, c'est-à-dire pour quelque valeur de 7 que ce 
solt. Mais cette identité a lieu seulement, si, pour toute valeur de 7, 
i = const., w, — O, par conséquent on conclut que 


(25) Aj) = const. Nu. = 0 


-3 
-1 
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constituent un systeme d'intégrales particulières des (24). Si nous rem- 
placons dans ces équations les fonctions inconnues par les valeurs (25), 


nous trouvons: 

(Al) oS Al) = Op (i=1,2,...,8;5=1,2) 
ayant designé par les symboles (4,), (B,) les fonctions 4,, D, aprés cette 
substitution. 


Pour que ces deux conditions soient verifiées quel que soit 7, il faut 
et il suffit que l'on ait: 


A, = u, AP Arp Uy A9, (1253527 558) 
b, E us BY + t, BO. (3—1532) 


Le systéme (24) s’écrira done enfin: 





di - ; 
do m AD + us AP, (21,2; 048) 
in ) 
(Z) D 
, di 4 R ( 2 ^ 
rc —qu, + r(uB + us BP). 21,9 


Il est aisé de se convaincre, que les fonctions AU, AC, BY”, B® sont 
elles mêmes régulières pour 7 assez petite et périodiques par rapports 
ax A0) A0). 

D'après la remarque faite tout à l'heure à propos de la relation entre 
les solutions de (S), telles que À,(0) = A;(0) — o, et les intégrales de (X), 
qui peuvent les engendrer, il est évident, que notre théoréme sera dé- 
montré, si nous prouverons que le systéme (Y) ne peut pas avoir des solu- 
tions réelles, qui pour 7 = o fournissent w, = O, w, = O. 

Plus précisément il faudra prouver, que, si cela se vérifie, #, et w, 
doivent s'annuler identiquement, c'est-à-dire, que nous devons retrouver les 
solutions holomorphes de (S). 

Puisque les fonctions D^, B® sont régulières dans le domaine des valeurs 
H, =u, = r =O, nous pourrons déterminer un nombre positif £, tel que pour 

née, Iulse, Inl<s, 


elles soient développables en séries de puissances de «, , u,, r. 
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En particulier on pourra écrire: 
2 2 
(26) BO = D + Du, + 22,00 uu, + ... Gi, k=3,2) 
(20 ) UT vat Pj, 


En substituant ces valeurs dans les deux équations du second groupe 


de (X) on obtient: 
2 
du € 
= — qu, + r dub + 2}. G=1,2) 
1 


Le symbole m remplace, comme d'habitude, l'ensemble des termes 


ième 
i 


de ordre par rapport aux %,. 
En multipliant les deux membres de ces équations par w,, et en 


ajoutant, on a: 


= li 
20 i er d re Yu + 2}. 
J 


’ dr 


Et, en posant 
DJ » 2 
i te, 
nous pouvons écrire enfin: 


r dU o gl 
(27) > dr = a 7] Eubiuu, +3 |. 


Supposons maintenant que les fonctions w, ne soient pas, au voisinage 
de r — o, identiquement nulles. Il y aura alors des valeurs r,, aussi petites 


que l'on veut, pour lesquelles: 
U? (rq) = un) Enr) => 0: 


Par hypothèse les fonctions w, tendent vers zéro en méme temps que 7. 
Nous pourrons done choisir une valeur r,, telle que «, , *, soient régulières 
dans l'intervalle (o, 7,), et en outre les développements (26) soient valables. 
Il va sans dire, que l'on doit excepter au plus la limite inférieure de cet 
intervalle. 

Puisque la fonction U est régulière pour ro, et elle ne s'annule 
pas pour r —7,, on pourra déterminer une valeur r’<r,, telle que dans 
l'intervalle (7, , on ait toujours U 2» o. Pour toute valeur de 7, à l'in- 
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térieur de cet intervalle, on pourra déduire de l'équation (27): 


dlog U? = — 8dlogr + 2 21>, S 2L 


ou bien: 





dlog Ur* — | En ap E: / di 


Les fonctions 5" sont régulières pour toutes valeurs finies de leurs 
arguments, et pour r suffisamment petite. On a de la sorte, que la fonc- 
tion, qui multiplie dr dans l'équation précédente, est intéerable dans notre 
intervalle. On pourra tirer done la relation: 


i£ 


xs (GP ees T poe y z P 
GE à 


98 Uri l je Hama U* | 


Comme dans l'intervalle d'intégration. wj + wj > o, il sera justifié 


ro 


de poser 


u, = Ucosw, 4, = Usin ©. 


L'égalité précédente pourra done être écrite: 


ioc pL U(r)r 


Sear =f £0.) cos? e + (I? + 0) sin © cos © + bP sin? w+ Ug(r, U, w)\dr, 


où g dénote une fonction régulière dans le domaine des valeurs considérées. 
Dans le second membre de notre égalité il y a done une fonction, qui reste 
finie dans ce domaine. Le premier membre, au contraire, tend vers l'infini, 
si r, en décroissant, passe par une valeur qui annule U; en particulier si 
r tend vers zéro. C'est là une contradiction évidente, qui nous prouve 
l'exactitude de notre théorème. 

Nous voulons établir maintenant, que: 


Dans toute solution de (S), holomorphe ow non, on doit avoir hm À 


eu 


Em 2539 


Cu 





' V. la remarque faite au $ 4, n? 2 
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La démonstration est identique pour toutes les deux fonctions. Nous 
nous bornerons done à la donner seulement pour À. Considérons parmi les 


équations de (8): 


qui peut séerire: 


ou bien: 





2 


2r? : 
Le rapport = reste fini pour des valeurs de r suffisamment prés 
Rt 


de zéro et pour des valeurs finies des autres variables. Pour s’en con- 
vaincre, il suffit de ce rappeler que f, reste finie (v. S 4, n° 2) et Rne 
peut pas s'annuler (v. § 2, n° 1, lemme I). En choisissant une valeur 7, 


: : 2r°8. ets 
assez petite, pour que la fonction — soit intégrable entre 7, et o, on 
tirera de l'égalité précédente: 
0 
è : 2r'g 
rd], — [Al] pare = [xt Bar 
- M]r- l ljr2r, J 
: R 


To 


Mais le produit r‘}, s'annule pour r — o, ear la fonction 





reste finie (v. 8 2, n° 1, lemme I); par conséquent nous pourrons écrire: 


+) . 
VÀ ly) 





^ 
ou meme 





À (7) = | (2) 2 dr. 


Sur le probléme des trois corps. 81 


. » Pc 7 V 7 
Si nous remarquons que dans tout l'intervalle d'intégration — < 1, et 
0 


que de la sorte la fonction à intégrer reste toujours finie, nous déduisons, 
que le second membre est une fonction régulière de la limite supérieure. 
Si cette limite tend vers zéro, le premier membre y tendra donc lui même. 
Voilà ce que nous devions prouver. 
En réunissant les résultats de ce théorème et ceux du précédent, nous 
pouvons énoncer la propriété: 


Dans le domaine de r=o le système (S) ne peut admettre que des 
solutions holomorphes. 


III. Correspondence univoque entre les trajectoires de choc et les inté- 
grales holomorphes dans le voisinage de r = o. — Arrivés à ce point il est 
naturel de se demander, si chacune de ces co^ solutions correspond à 
un choc. 

En d'autres mots nous pouvons nous proposer la question: Pourvu 
que le mouvement ait lieu le long d'une des trajectoires (S), y aura-t-il 


une valeur ¢, du temps, telle que limr — 0? Voici la réponse. 


i=1, 


Nous avons déja observe, que, apres avoir intégré le systeme (S) 


1 


(ou méme (1'Y)), on peut avoir la loi du mouvement en intégrant l'équation: 


[uM X) 
Um Gb De 


dont le second membre doit étre exprimé par les intégrales trouvées. Cette 


équation (en rappelant que E =? = =2 et do, = 2rdr) équivaut à: 
di = — = dr. 


D'aprés le comportement de R dans le domaine de 7 = o, on tire que 
2r* : Ae 1 : : 
en est une fonction intégrable dans un intervalle (o,r) suffisamment 


petit. On pourra donc écrire: 


2r? 
(28) à - (5 dr , 
0 
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{, étant la valeur de ¢ correspondente à r —0. Puisque le second membre 
est fini, nous pouvons répondre affirmativement à la demande, que nous 
nous étions faite. 

Les résultats, que nous avons obtenus, peuvent étre résumés par le 


théoréme: 


Toutes et seulement les solutions du systeme (8S), qui sont holomorphes 
pour r = o, correspondent aux trajectoires le long desquelles a lieu, au bout 
d'un temps fini, un choc entre les deux points P,P,. 


IV. Chocs passés et chocs futurs. 





Jusqu'ici nous n'avons jamais 
fait aucune distinction entre les chocs qui peuvent arriver et ceux qui ont 
eu déjà lieu. Ce dernier pas peut étre fait en considérant l'équation (28). 

Elle nous dit, que, puisque le facteur dr est toujours négatif, le signe 
de dt est le même que celui de À. Mais nous avons vu que: 


BO Ren sis V eim. + m,) 





$ mm, m.m. 
t r'nf2( 0 ? + 1 2 


T n ) pops + qi + je te sin’ | 


(v. $ 4, n? 2), par conséquent le système (S) nous fournit des trajectoires 
correspondantes aux chocs futurs ou passés, selon que nous prenons le 


radical avec le signé + ou —. 


§ 6. Conditions de choc. 


I. Déterminations de ces conditions. — Pour accomplir la récherche, que 
nous avons entreprise nous nous proposons maintenant de caractériser les 
conditions de choc.  C'est-à-dire que nous voulons chercher des équations 
auxquelles doivent satisfaire les valeurs initiales des variables, dont dépend 
le mouvement des trois points (ou, si l'on veut, le mouvement relatif de 
deux entre eux), pour qu'à partir de ces valeurs il y ait un choc au bout 
d'un temps fini. i 

Nous avons vu que, pour avoir toutes les trajectoires singulières, il 
faut remplaeer par des valeurs arbitraires les constantes d'intégration, qui 
entrent dans les équations (20) On a de la sorte, que les relations 
cherchées s'obtiendront en éliminant les paramètres arbitraires entre les 
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équations susdites.! Il a été déjà montré, dans le paragraphe précédent, 
que cette opération est possible. Pour l'effectuer il suffit de se rappeler, 
que le second groupe des équations (22) a été obtenu par l'élimination 
des paramètres A,” entre les équations (21). Mais, comme celles-ci coincident 


avec les (20), pourvu que l'on pose w, — w, — o, on atteindra le résultat 


que l'on cherche, en posant w, — o, #, — o dans le deuxième groupe des 
(22). On trouve ainsi: 


(30) à À; —TrA(r, 2,2, QC-0 6 AO: (21,2) 


Nous avons déjà remarqué que ces relations peuvent nous représenter 
les conditions de choe entre deux autres points de notre systeme, pourvu 
que la signification des lettres soit changée cycliquement. 

En indiquant tout court par wj", wj" les premiers membres de (30), 
nous pouvons done conclure que deux relations du type: 

a aD Wo uuONO = o 


sont caractéristiques pour le choc entre deux quelconques de nos points. 
Si, 
égalités: 


au contraire, les conditions initiales vérifient l'une ou l'autre des in- 


uuu = o, UW uPuS = o, 


nous pourrons être surs que le mouvement se poursuivra régulicrement.?” 








' Nous pouvons méme dire, en empoyant un language géométrique, que les équa- 
tions (20) définissent daus l'espace à dix dimentions un hyperspace à huit dimentions, 
dont les équations s'obtiennent en éliminant les paramétres A. 

? Je ne crois pas inutile à ce propos de rappeler que nous sommes arrivés aux 


conditions «(! — o, «i? — O (qui caractérisent un choc P,P,) en admettant: I? lim P, P, — o, 
t=, 


II? dans le voisinage de ¢, la limite inférieure de P,P, ne soit pas nulle, III? #, et o, 
tendent vers des valeurs déterminées et finies. 

Si les deux conditions trouvées sont verifiées par les conditions initiales il y aura, 
au bout du temps /,, un choc P,P, qui vérifiera les trois hypothèses. S'il n'est pas en 
méme temps w(" — o, ui" — O, nous pouvons affirmer, que l'une ou l'autre des hypo- 
thèses faites n'aura pas lieu. Nous pouvons évidemment admettre que la II? soit toujours 
vraie, car nous étudions seulement les chocs de deux corps, mais non ceux de tous les 
trois. Si la I? n'est pas satisfaite, le mouvement, d’après le théorème de M. PAINLEVÉ 


n'a pas de singularités. Mais il n'est pas exclu que seulement la III? ne soit pas verifiée. 


Ce choc exceptionel, qui n'a aucun point de repère dans l'intuition, n'est pas compris 
dans les conditions u) — o, ws") = O, et il échappe effectivement à notre discussion. 


Voilà ce que nous. voulions mettre en évidence. 
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co 


Il ne faut pas cependant se tromper sur la portée de ce résultat. 
Nous ne pouvons pas assurer la régularité indéfinie du mouvement, mais 
seulement la régularité jusqu'à une valeur # du temps pas trop éloignée de 
l'instant initial, car la biunivocité entre les trajectoires de choc et les so- 
lutions holomorphes du système (S) a été démontrée seulement pour r 
suffisamment petit. Si les conditions du mouvement pour ¢ =? sont telles 
que les inégalités précédentes soient encore vérifiées, le mouvement sera 
encore régulier pendant un autre intervalle (f, ¢’); et ainsi de suite. 

IL. Comportement analytique des deux conditions trouvées au voisinage 
d'un choc. — Ayant égard aux équations différentielles les premiers membres 
des égalités (30) peuvent se développer en séries de puissances de 7. Nous 
verrons tout à l'heure que les coefficients de ces séries pourront être dé- 
terminés de proche en proche par de simples opérations en termes finis 
et différentiations. 

Il faudra que nous établissions à ce but des équations différentielles, 
auxquelles doivent satisfaire les fonctions 4°. Les relations (30) sont 
valables pour toute valeur de r, tant que l'on reste sur une trajectoire 
singulière. Si nous dérivons ces équations par rapport à 7 et nous rem- 
placons les dérivées de A;, A; par leurs expressions (S), nous parviendrons 
à des relations, qui seront valables identiquement, pourvu que nous ayons 
égard aux équations (30) mémes. Nous aurons done, en remplacant en outre 
le symbole A” par F;: 





22 8 

dà; 9(rFj) OF; dj; 
-— — - 5 — = (j21,2) 

dr or > 9A; dr 9i i 

ou méme, d'après (S): 
i; 2 Bi oF; 2r? oF; 
pe 272 ig SO zu D | ge x 
ur ee DE am de ui. 


et enfin, en vertu de (30): 
wid orton TEES “ 5F, 
(31) mucro ars aE (4 ul ST x) (j=1,2) 


Substituons maintenant à la place des fonctions 2; (qui entrent dans 
les expressions de a, 5,, AR) leurs valeurs rF;. Les seconds membres de (31) 
3E 
EY 
On tire de la sorte deux équations simultanées aux dérivées partielles, qui 
sont a méme de nous donner les coefficients des séries que l'on cherche. 





pourront alors être envisagés comme des fonctions des produits rE, 
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Posons a ce but 
(32) P,— Eg (=1,2) 
5 ml. 


Les équations (31) s'écriront done: 


m 9; 


eo ee (m) 
Y. (5 au m) Pr" M e(r, A : Y. ml. x of; ib (Gs 
0 


Dérivons maintenant les deux membres # fois par rapport a 7 et posons 
ensuite r — Oo. Il est aisé de voir, que dans les premiers membres il nous 
reste seulement les deux coefficients fi", /5” multipliés par (5 + ») n, tandis 
que dans les seconds membres nous aurons des fonctions des coefficients 
[9 ..., f et de leurs dérivées par rapport aux 4;. 

Une couple quelconque de coefficients des mêmes puissances de 7 dans 
les séries (32) pourra done étre déterminée lorsque les coefficients des puis- 
sances inférieures soient connus. Les deux premiers /{”, ff se tirent des 
équations (31) (combinées avec les (32)) en posant r — 0, par conséquent 
tous les autres s'obtiendront de proche en proche. 


III. Développement approximatif suivant les puissances der. — Main- 
tenant que nous avons démontré la possibilite d'effectuer ces développe- 
ments, nous donnerons, pour les réaliser, une méthode, qui est essentielle- 
ment différente de celle, que nous avons indiquée tout à l'heure, mais qui 
est bien plus commode. Nous développerons les deux membres de (31) 
en séries de puissances et nous égalerons ensuite les coefficients des mêmes 
puissanees. Il nous convient d'abord de remarquer que les seconds mem- 
bres sont multipliés par le facteur 7? et que par conséquent les coeffi- 
cients f, £2, f. f des F; seront nuls. Il sera done permis de partir 
des développements: 


(33) 3 ofr. 2 


Les premiers membres des égalités (31) deviennent: 


; FE. ; oo oo oo 
5F, de x = sr? Du omy E v DD 90» „m U 20 Y, nor | 
0 


0 


oo 


= HE (7 + m) wo"? 
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et les égalités mêmes pourront être remplacées par les: 


id 8 © (m) 
(m) „m - . 90; m | 
(34) Zu (7 + m) o6? y" = 216 + =» De a) | G=1,2) 


Il faut maintenant que nous nous procurions les éléments, qui nous sont 
nécessaires pour les développements des seconds: membres. 
En vertu des positions (8) et (15) nous pouvons écrire: 


r : 7 ri 2 
APE py NI += plie, 35 (7) | 


Par conséquent: 








= hit Te nn. 
I [f 23V, 43(5V' — o3) 6! 
3 SIE 3 I r ELS ) FF pss ae 4 
Nr || js ps jh 2p; + | 
Le symbole m remplace l'ensemble des termes de n*™° ordre par 
rapport à r. 
L'expression (29) de R peut s'écrire aussi 


Sea m, + m) + rp, Bec jum ni + gi n 





w- 


— ra?’ +er sin’)! 


Par conséquent, ayant égard aux relations (30) et au développement de 
——, nous aurons: 

£ ES à (m, e m )m | 
R= t|? 2 (m, + mj) + + ap] n + ——À* — in ps tate) | +4 j 


P: 2 


ou méme: 





R = + V2(m, nmi eee i — [a + et moms 
0 


ie E 4 4l. 





| 2m, m, | 
On tire par suite: 
eo - T t (m, + m,)m, | 
Be 
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D'aprés les positions (19) nous avons: 





Br 2 (> E SV = =) ) ar 4) 29V, 


ou bien, en vertu de (33): 





OR 3m,9Vi $m, 9 
A 2p 9» TE SW pt) i4. 


D'une maniére analogue: 








- I Í 3m,9 Vi 1m,-9 E " | 
“= = = - — 7 — — (5 V?— 32V 0;) 
Pa sin* Jj, | 203 9c, 2p! PAS 1 3 V 10» + 4 | à 
TES DRE 
p ie © 
n sa m 
gap E — 4, 





PL ee ure 
gu | + V2(m, + m,)sın 9, eos e, + rm, p, ft, p, 


m, fth 


+220 + m,) |^ + (m, + MULT (es +45 +7)| sin #, cos e, + 4\ 


) 
2m,m, P» | 


I —— 
2 — m inm + m,)sin 4, sing, + rm, p, p, Ty 
1 


r2 20m, mj) |a + (Racines — ny pi + q3 + "| sin #, sin e, + al, 


2m,m, P» za ? : ; | 





I ES on 
BE | + V2(m, + m,) eos 9, + rm, p, p v. 
ni^1 





E rero rt J |^ ES ccm + mp + qs "| cos #, + 4} 
= a (m, + m,)m,v, — r*m,m, (sin f cos e, — 32, — +4 | : 
a= aK m, + m,)m,y, — r'm,m, (sin 9 sin e, — 3%, = +4 | ; 

a, = zm + m,)m,2, — r^m,m, ‚(e0s8, — 34, À) £x. 
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D'après les positions (34), en faisant 7 — 1 et en substituant les dé- 


| 
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veloppements trouvés, nous avons alors: 
* 
Y, (7 + mor” = 
| __ 3m,9Vi m, © 5 er | 
2 — — Vi— 3V,9:) + 4 
20; 00, FEIN L 3Vi0:) + 





M, + m, 
(m) ee 
"ys V2(m, + m,)sIn à, cose, + rm, p p, p, 
+7" /2(m, + m,) Asin, cose, + 4) 


De V2(m, + m,)sin 4, sin e, + rm, p, fy Q, 
X or! V2(m, + m,) A sin 4, sing, + 4) 


Je V2(m, + m,) cos, + PMN, fy fy Vy 





Jr Y 20 
form 9z 
a6 v2(m, + m,) À cos 4, + 9, 
T c. aa” VI 
zi a [px Es zm Nm. + m,)m,2x, 
2 0 2 
— r’m m, (sin 3, cos e, — 3%, = + 4) 
eo (m) 
9 1 m 
ag Jim + m,)m,y, 
S) 4 
pi Bs 


3 B ve 
) mm, (sin 8, sin e, — 3% 





/ w* 90") 
1 m \ 
) Xt. + m,)m, 2, 


0 n 
2 
— T'm,m, (cos 8 


—= 3s 
1 JT 
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Où nous avons posé: 


I 


4 (pp ot 


2 mn, 


Ps 
En ordonnant selon les puissances croissantes de r, il viendra: 


= (7 + m) ey = 


DA 3m, ON; af 3m. 9Vi 1 9 3 A 
SEDI |t er N auod 











+ m 203 99, 05 9, 2p! 04. 
(0) (0) 
V2(m,. + - m.) = : 00; . . 9o; | 
sin $, cos e — - sin Ÿ, sin @ cos f 
m, t, ox, À 9 Hi 9y, E Pits 92, i | 
(0) (0) (0) 
il 9o; 90; 9o, 
r Up “== Kor r 
a B (2 or, SIR "i 92, 
(0) (0) (0) 
(m, + rt ( do, dw, dw, ) 
= At == 25 — 
+ 2 - 9p, th 9q, n ar, , 
^ 
Taha (1) (1) () \ 
— ¥2(m, + m,) (dw, . : Qu. : aw; \ | 
= : sin 9, cos @ I c S segs 
^ m, f, vs ME 2 p OY, io » ED 2 92, + » I ‘yi : 


En égalant les coefficients des mémes puissances de nous parviendrons 


5 


^ - + 
aux égalités: 


TRU 3m, oVi 
= + V5 eem. 
mg + m, 140: où, 


m —10 


SENE | m.‘ ee t vi 
e t m, + m, | Am,m, p; h+ em + qs + 13) 

















9 Ps 4, 
m, 
20% 28 (5Vi 3V:0:) 
SACRI ES 0) aX? wo”) 
2(m, +m,) 9o 
pu s ES sin 9, cos ¢, +° — - sind, sing, +° —— cos 9, | 
0/71 2 
/ (0) (0) (0) 
2 9o 9o 90 
Bl — | 1 1 2 1 
(oy EL — 4 (D, — Q,—— +1, = 
: = Me) m, + m, (fa (Pa 9v, an Ta 9y, RN 2792; ) 
m PE | 
p: uon ET terns | 
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Si nous remarquons, en vertu des positions (8), que: 
(0) (0) 


EI) 90, 3 A 24 
^. sin J, cos e, Nis — —sin 4, sing, + 5 —cos?, = 
2. : 


Ht 20 2V: d 9o) 9V, 9o 2V: 








Ox, 9%, oy, OY, 0Z, 92, 
| 
14 TI | oi o9 iJ. 

aa,” dus” aa.” 2: UNE Rhone. 
D mi | RER V 7 
9v, us OY, hr sp. s ES „tm 23 Gas 
2o fe Im.) an DO o 
9p, '2 9q, 2 or Cet) 


où : 


V, — p,9, + 44 À 7245; 


nous aurons enfin: 


Ll3m, 2 avi 
ole s 3 2 V 22:1. 49 VÀ 
140; m,- m, 99, 








UOI um V 2 3m, v! DON, Vv | 
9 m, + m, | 7(m, + m) Los 99, 1j 


3 | Na En (^ af (m, ar m,)m, 








7 5, | 4m, m, pt n 
AN comes ans 2 E aV. 
(m, + m,)m, (pi + 92 + 73) ) + Bia 
ope Lime m Eas (y Vi 
7o(m, + m)’ 99, / Er) 





: : 
Nous avons posé évidemment: 


of 9o ef do of Og. 
dw, Qu, 9y, ou, 92, 2, 


INPS gp) = 
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D'une maniére parfaitement identique on pourrait déduire: 


c 3E 3m, V 2 avi 
Da p M ) 
1402 m, + m, 99, 





























ao, 
ox ee In, ad V. 2 m 3m, VI I oVi V | 
: EOS m, + m, | 7(m, + m,) Le: Oe T | 
9. ase (^ a (m, + m,)m, 
e, V amm pi Ps 
mu, om, om, (pir + gn) Mantes] 
(m, + m,)m, T: 2 2 pi 203 | : 





2 9 
(3) -—— 3(m + m, x m4) 9 at VG 
@ = + — NV (Crab See 
70(m, + m,)° sin* J, cg, ps 
Ayant égard à ces formules nous pouvons conclure que, /orsque P, est 


suffisamment pres de P,, les deux équations: 
| 8; — (o + o? + o 7’) = o, 
| €i — (of? + o 1? + op) = o 


nous fournissent les deux conditions cherchées entre les valeurs initiales 
des variables, dont dépend le mouvement des trois points. Ces équations 
nous permettrons de décider, avec une certitude suffisante, sur la régularité 
du mouvement avant ou aprés linstant initial. 

Les équations (30) sont valables, et leurs premiers membres peuvent 
être regardés comme des fonctions analytiques de r, pourvu que celle-ci 
soit assez petite. 

En effet nous ne savons rien par rapport à la grandeur du rayon de 
convergence des séries (32), car nous avons démontré seulement, qu'il n'est 
pas nul. A fortiori nous ne pourrons rien conclure, si nous remplacons 
les conditions (30) par les (35) (qui équivalent à celles-là seulement par 


approximation) si nous ne partons pas d'une position de P, assez pres de P. 


Rome, mai 1904. 
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EINE AUF UNENDLICHE PRODUKTE SICH BEZIEHENDE 
FEHLERABSCHATZUNGSREGEL 
VON 


W. FR. MEYER 


in KONIGSBERG i/P 


(Auszug eines Briefes an den Herausgeber.) 


Ich gestatte mir, Ihnen eine allgemeinere, sich auf unendliche Pro- 
dukte beziehende Fehlerabschätzungsregel mitzuteilen. 

Ich schicke einen einfachen Hülfssatz über natürliche Logarithmen 
voraus. Sei g eine reelle positive Grösse, und es sei bekannt, dass |/7| un- 
terhalb der positiven Grösse 7 liege, so soll der Unterschied zwischen 4 
und 1 nach einer für positive und negative Werte von g—1 gemeinsamen 
Regel abgeschätzt werden. 

Ist erstens 4 > 1, so hat man nach Voraussetzung: 


(1) lg. < y, qa<e, 
also: 
(2) g—1<é—1, 
oder, wenn man e in die Exponentialreihe entwickelt und hinter dem 
zweiten Gliede abbricht — so dass y < 2 vorauszusetzen ist — 
(3) Il 
ee 


Ist zweitens g < 1, so wird nach Voraussetzung: 





1), 


" ‘ I I - I E : 
(1^) Ig| — 1 <7, pone a Aa 1—9<g(e 
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also, da g <1, a fortiori: 
(2°) SN, 


und, um so mehr, wie oben: 


Demnach liefert die Zusammenfassung von (2), (2); (3), (3°) den fraglichen 
Hülfssatz: 


Ist g reell und positiv, 79 | « y, O0 X y € 2, so ist, gleichgültig ob g Z1: 





ree 
eh 
2 


(I) a — ıl<e—ı< 


Sei jetzt ein unendliches konvergentes Produkt vorgelest: 


(4) N=(1 d uid 9). +9). tbe 


wo die v beliebig positiv und negativ seien; OA sei mit #, bezeichnet, 
und von n>y an sei 4, <1. 

Man betrachte zuvörderst den einfacheren Fall, wo // absolut (und 
damit unbedingt) konvergiert, wo also die Reihe der w konvergiert. 

Es soll der » Fehler» des Produktes // abgeschätzt werden, wenn man 
hinter dem »"" Faktor 1+ », , abbricht, d. i. die Differenz P,,— 1, wo 
P,, das Restprodukt bedeutet: 





(5) Pyg En NEE ey ene rem 
Nach dem Mittelwertsatze wird: 
K U 
l(a er Oo SS 
een (o « 8, <1) 
Ist v, positiv, so hat man /(ı +v)<v,(=u,). Ist v, negativ = —w,, 
Un 


so hat man [{(1 + vn) | <= Mithin ist in beiden Fallen: 


cM 


n 


(6) Ho +,)|<—"— (nm), 


In = 
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oder, da mit Rücksicht auf lim, — o alle «, (» >») unterhalb einer ge- 


wissen Grenze w liegen: 





(7) ae HER ee 
folglich: 
(8) re = = (a, Ua FA on) 


Die Klammer rechterhand ist der Rest Z,, der #-Reihe; da die Reihe der 


u konvergiert, so bleibt auch Z,, unter einer gewissen, von p unabhängigen 
Grenze À, (die mit wachsendem » gegen Null konvergiert). Damit geht 
(8) über in: 

1 
me 





(9) BAIE CR 


e 
Wendet man hierauf den Hülfssatz (1) an, so hat man für die gesuchte 


Fehlerabschátzung : 


1 
E. I—u 


(II*) |\P,»—t|<er* "— ı < ———— 


Nunmehr gehe man zu dem Falle über, wo das Produkt // (gegen einen 
endlichen, von Null verschiedenen Grenzwert) bedingt konvergiert. wo also 
auch die Reihe der # nur bedingt, und zwgleich die Reihe der v* kon- 
vergiert. Der einmal erweiterte Mittelwertsatz liefert: 


v, I 


id 3 05) = V, E 2 : (a EE #, Un)? 





somit: 
1 n=v+p—1 2 
C Un 
== -— = (OL EN) 
(10) WP, p= By —; (ERS n , 
n=v 
wo 


TU — == Vy #1 ais pt + Vy4p—ı 
der Rest der v-Reihe bedeutet. 


Wegen lim R,, = o lässt sich bei gegebenem n=» eine feste obere 


n,p 
rn=2 


(positive) Grenze o, angeben, sodass | f,,,| für jedes p unterhalb p, bleibt. 
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Mit Rücksicht auf lim», — o bleibt wiederum von Io; =u, ab wu, <u. 


Damit geht aus (10) die Ungleichung hervor: 


I I n=v+p—1 
I I D PR Ka RES 43 
MED [Pv xoti u— u)” 2, = 
n—ytp—l 
Da aber Xv? konvergiert, so bleibt auch 2 v; bei gegebenem v und be- 
n—» 


liebigem p unterhalb einer festen oberen Grenze V,. Mit Rücksicht auf (1) 


liefert demnach (11) die gesuchte Fehlerabschátzung: 


1 1 : » - = — 
Putz: ; Vy > 2 (1 — nm)’ 


(IP) | P Ie : note 


vp 


—1|<e 


Auf Grund der Formeln (IT), (II") ist die Fehlerabschätzung für unend- 


liche konvergente Produkte erledigt. 


Die in meinem letzten Schreiben mitgeteilten Fehlerabschätzungsregeln 
für unendliche Produkte lassen sich auf das komplexe Gebiet übertragen. 
Was zuvörderst den Hiilfssatz (I) für den natürlichen Logarithmus an- 
geht, so sei jetzt P eine komplexe Grósse = 1 + P, Lo es 1, und 


|i:P| «rz (r reell, > o). 


Dann wird: 
pif] — q er M n 
EET 


> 


ans = [P| + EPP. 


Pt = XP 


D | = 


somit: 
|i ges 
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Der auf komplexe Gróssen ausgedehnte Hiilfssatz (I) lautet demnach: 


Bedeutet P eine komplexe Grosse = 1 + P,, |P,|< t, so folgt aus 
der Voraussetzung |/P|<y, dass: | 


(I) | Paes ae 


Es sei jetzt das unendliche Produkt // vorgelegt: 


(1) N or, Hd Port ED). Fr) 


wo die v; komplexe Grössen seien, deren absolute Beträge w;« 1 voraus- 
gesetzt werden. 

Es werde gleich der allgemeine Fall in Betracht gezogen (cf. A. Pnixas- 
HEIM, Math. Annalen, XXII, (1883), p. 480) dass die Reihen der v, 


vu... v (n2 1) bedingt konvergieren, dagegen die Reihe der v" un- 
bedingt. 
Bedient man sich also der Bezeichnungen: 
( k a ay X 
| RS Uoc NE (k=1,2, ...,n—1) 


(1) | n n n 

Bs = u, + U,rı + Qc + Uy 4 p—1)y 

so wird » so gross vorausgesetzt, dass die absoluten Werte der AR, nebst 
R,, bereits unter gewisse Grenzen p{? , V, heruntergedrückt seien, die mit 


wachsendem y» beliebig klein werden: 


(3) Rap rs. 


v,‚p y ) 
Von u, an seien alle #, « «, wo auch w mit wachsendem » beliebig klein 


wird. 
Dann gilt: 


2 3 n—1 
Vi ^i n Vi Qn) 
(4) (y 4 o)—€—2 c cu Re) = co: 


und damit für das Restprodukt P, ,: 


i=v+p—1 
/ ; (1) I 2 I (3 
(5) iP, = 2 U1 + v) E nn u. 128 ft b= ve : 
jeu i=v+p —1 
+ (— 1)" = = p =f > So. 
i i—y 
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Nach dem Caucny’schen Konvergenzkriterium für die logarithmische 


Reihe ist aber: 











i=v+p—1 n " 
AR = I % I % 
(6) 2 Sp|«- - ; 
ME i=y nl — u nt — 


somit folgt für den absoluten Wert von /P,, gemäss (3): 


NE 


TED 





I I I 
(7) [PL e + uo ue esum 


Bezeichnet man die rechte Seite dieser Ungleichung mit y, (die für lim n = co 
den Grenzwert Null hat) so entsteht auf Grund von (I’) die gewünschte 
Fehlerabschátzungsregel : ' 





(IT) IPA, -ılce —ı< LE 
ee 

Für »--1 tritt der einfachste Fall ein, dass das Produkt // unbedingt 

konvergiert. 


* Im Falle reeller v, » = 2, ist die Regel noch etwas schärfer, als die im ersten 


Y N I I 
Schreiben angegebene, da Se : 
r I — ^t (1— uy 
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RECHERCHE SUR LES CHAMPS DE FORCE HYDRODYNAMIQUES 


PAR 


V. BJERKNES 


à STOCKHOLM. 


L Introduction. 


1. Les recherches théoriques et expérimentales de C. A. BJERKNES 
ont fait ressortir une analogie profonde entre certains phénomènes hydro- 
dynamiques et les phénomènes électriques ou magnétiques.” Mais cette 
analogie n'est démontrée jusqu'ici que dans une étendue très limitée. Car 
les développements théoriques se restreignent au cas spécial, où les corps, 
qui produisent les champs, affectent la forme sphérique. 

Je me propose de développer ici la théorie sans aucune restriction 


de cette nature. 


2. Pour y arriver, j'ai changé légèrement la manière de poser le 
problème. Au lieu de considérer le mouvement de corps rigides, ou de 
corps solides élastiques, je considère le mouvement de corps fluides dans 
le fluide. 

Une modification de ce genre est nécessaire au point de vue physique. 
Car si, dans le probléme des sphéres, on pousse les approximations au delà 
d'une certaine limite, on rencontre un défaut dans l’analogie.? Ce défaut 
est la conséquence évidente de la rigiditó que possédent les corps de forme 
sphérique. Car la rigidité introduit entre le corps et le fluide ambiant 





* Voir V. BJERKNES: Vorlesungen über hydrodynamische Fernkräfte nach C. A. Bjerk- 
nes Theorie, vol. I et II, Leipzig 1900—02, 
CAT pa 1725- 
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un contraste qui n'a rien de correspondant dans la théorie des phénomènes 
électriques ou magnétiques. En effet, dans la théorie de ces phénoménes 
on représente à l'aide d'un méme système d'équations les champs à lin- 
térieur des corps et les champs dans le milieu ambiant, avee cette seule 
différence que dans le milieu extérieur le systeme d'équations se réduit a 
une forme spécialisée. Je prends done, dans le probleme hydrodynamique, 
un point de départ tout-à-fait analogue: je suppose que le mouvement du 
système hydrodynamique est déterminé, dans toute son étendue, par les 
équations les plus générales des fluides parfaits; et je suppose qu'en vertu 
de certaines propriétés spéciales ces équations se simplifient d'une manière 
déterminée dans le fluide qui est extérieur aux corps fluides. 


3. Le problème, étant posé de cette manière, se simplifie en même 
temps au point de vue mathématique. Car la recherche d'une analogie 
possible se réduit done évidemment à une comparaison directe des équa- 
tions hydrodynamiques avec les équations des champs électriques ou magné- 
tiques. On serait tenté, il est vrai, de conclure de suite qu'une analogie 
générale n'existe pas, les équations hydrodynamiques étant totalement diffé- 
rentes des équations des champs électromagnétiques. Mais cette conclusion 
est trompeuse: on peut en transformant les équations des fluides parfaits 
les ramener à une forme, qui se rapproche singulièrement des équations 
de MaxwErnL pour le cas de l'électromagnétisme stationnaire. 

Je suis arrivé à cette transformation en essayant de discuter le mouve- 
ment d'un élément du fluide en m'appuyant sur les mémes prineipes qui ont 
permis à C. A. BJERKNES de discuter le mouvement d'un corps sphérique 


! On considère 


dans le fluide. Voici l'idée qui préside a cette discussion. 
le mouvement actuel du fluide comme le résultat de la superposition de 
deux mouvements partiels, appelés dans la terminologie de C. A. ByjEnk- 
NES, le mouvement induit et le mouvement d'énergie. C'est le mouvement 
induit qui constitue le champ, proprement dit. Le mouvement d'énergie 
joue un double rôle. D'un côté il correspond à l'état de polarisation in- 
trinsèque des aimants permanents ou des corps à polarisation électrique 
intrinseque, tels que les eristaux pyroélectriques. D'un autre coté il cor- 
respond au mouvement visible que prennent les corps sous l'action des 


"loe. TOI, p:[2U33—210, 7. IE. 5-129 8 2 
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forces pondéromotrices du champ. Si on passe ensuite au cas où l'ana- 
logie se présente sous la forme la plus compléte, c'est à dire au cas des 
mouvements vibratoires, la vitesse d'énergie se divise en deux parties, une 
partie rigoureusement périodique, qui correspond au champ intrinsèque, et 
une partie progressive, qui correspond au mouvement visible. 

C'est en appliquant ces mémes principes dans des conditions plus 
générales, qu'on arrive à la solution complete du probléme des analogies 
entre les champs hydrodynamiques et les champs électriques ou magnétiques. 


IL Hypothèses générales. 


4. Les quantités scalaires ou vectorielles, dont on se sert dans la 
mécanique des milieux continus, peuvent se diviser en deux groupes di- 
stincts, que jappellerai le groupe cinématique et le groupe dynamique. Les 
quantités du premier groupe dépendent seulement, comme l'indique leur 
nom, des notions de longueur et de temps, celles du second dépendent 
aussi de la notion de densité. J'appellerai correspondantes par rapport aux 
dimensions, ou simplement correspondantes, deux quantités, dont les di- 
mensions sont les mémes à un facteur prés des dimensions de la densité, 
DEA 

Il est important de faire attention simultanément aux correspondances 
et aux differences que présentent entre elles ces quantités. C'est pourquoi 
je désignerai par les méme lettres des quantités correspondantes, mais en 
marquant d'une barre la quantité appartenant au groupe dynamique. 

La correspondance que je définis ainsi n'est pas uniforme au point 
de vue mathématique. A une quantité de l'un des groupes on peut ad- 
joindre un nombre queleonque de quantités correspondantes qui appartien- 
nent à l'autre groupe. Mais l'intérêt, qui s'attache à la correspondance, 
augmente d'autant plus que se distinguent davantage les quantités corres- 
pondantes par des analogies ou des contrastes caractéristiques dans leurs 
propriétés mathématiques ou physiques. 

Citons un premier exemple de quantités correspondantes. La force 
par unité de masse, ou la force accéleratrice, dont je désigne les compo- 
santes par X, Y, Z, appartient au groupe cinématique, les dimensions 
étant simplement celles d'une accélération. La force par unité de volume, 
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X,Y, 4Z, appartient au contraire au groupe dynamique. Désignant la den- 


sité par q, ou bien le volume spécifique par #, 
(a) i 


les relations entre les composantes de ces deux forces s'écriront 
X -—'gX ou bien XXX, 
(b) = (N ANT 

5 = qZ A mA 


Ces quantités correspondantes sont liées par les relations les plus simples 
possibles. Nous rencontrerons plus tard des quantités correspondantes qui 
ont entre elles des relations plus compliquées. 


5. Soient maintenant æ,7y,2 les coordonnées d'un point quelconque 
géométrique, w,r,: les composantes de la vitesse d'un point physique 
quelconque appartenant au fluide, X, Y , Z les composantes de la force par 
unité de volume, qui agit sur ce point fluide, p la pression et k le volume 
spécifique du fluide. Les équations de mouvement du fluide s'écriront alors 


OUR "ON 
ai YR anis 
1 dv = op 
a) emm 
@ En p 
I dw - ap 
ke dt ez 


A ces équations dynamiques il faut ajouter l'équation de continuité, qu'on 
peut écrire sous la forme 


(b) 1dk du , dv , dw 
) er m x 

k dt ox oy 92 
Remarquons que chacun des membres de cette équation représente la vitesse 
d'expansion d'un élément mobile du fluide, rapportée à l'unité de volume 
de cet élément. 
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On doit se rappeler que dans ces équations la différentiation par rap- 


port au temps se rapporte aux changements qui s’achevent au point 


d 
dt 
physique mobile. Si l'on veut passer aux changements qui s’achévent au 
point géométrique immobile, on emploie le développement eulerien 


qq. $8 3 3 9 
E U ) — 
(c) Wat at ash! 2y E 





9 Sos N . 7 che 
où ape rapporte aux changements qui s'achévent au point géométrique 


immobile. 


II Transformation des équations hydrodynamiques. 


6. Les équations que je viens d'écrire servent à caleuler le mouve- 
ment actuel du fluide. Je décomposerai ce mouvement en deux mouve- 
ments partiels, qui se distingueront l'un de l'autre par certaines propriétés 
caractéristiques. 

En écrivant 


u = kw + u, 
(a) v=kv +4, 
w= kw + w, 


je sépare la vitesse actuelle w, v 
et u 


, en deux vitesses partielles, Au, kv, kw 


QQ,U,0,, que j'appellerai plus tard, après les avoir complètement de- 
terminées, la vitesse induite et la vitesse d'énergie. J'ai écrit les compo- 
santes de la première sous la forme ku, kv, kw, par ce qu'il est préférable, 
ainsi qu'on le verra par la suite, de représenter le mouvement induit non 
pas par sa vitesse, mais par le vecteur «, v, w, quantité de mouvement 
par unité de volume. J’appellerai ce vecteur l'intensité de champ du 
mouvement induit. 

La vitesse w,v,w du mouvement actuel, et l'intensité de champ 
u,0,w du mouvement induit, sont des quantités, dont la correspondance 


(4) joue pour nous le róle le plus important. Cette correspondance se 





al Cp 130: 
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réduit à une simple proportionalité dans le cas spécial, oü la vitesse 


4,,U,, Ww. du mouvement énergetique est égale à zéro. 


7. Je considère maintenant le membre de gauche de la premiere 
équation de mouvement (5,a). La substitution de la valeur de « (6, a) 
donne pour ee membre : 


1 du 1 d (kit) I du, 
dete 





En effectuant la différentiation du premier terme du second membre et 
tenant compte de (5, b) on trouve 


I du di I du, 


x Ou QwWN _ 
(a) urat vehe uiu 


Le premier terme du 2" membre de-cette équation s'écrit en vertu 
du développement eulerien (5, €) 








da où où où où 
= — u—+v w— 
dt at gr 9 v oy 2 oz 
ou ensuite 
li où où 9v om (où CI 9v où 
b = | H- v w - n(: — p > ) 
(b) dt ot zr 9x ar 92 ju Ou 1 z ar 9r — ey 


Dans le trinome du second membre j'exprime, en vertu de (6,a), la vi- 
tesse actuelle w,v,w à l'aide des deux vitesses partielles. Ce trinome 
peut done s'éerire 


où ov Ow 
u— } —— 
zm + 1 Er + w; 


9% 


ges 


ke (a? + 0? + w) + E Lc "tu 


WI 


ou bien, si on sépare un terme qui a la forme d’une dérivée par rapport à æ 


où KL; KB ee as : c = xi 
ucc E ir span +07 + 0°) + au, + 00, + eno 


| ET 


= | u or 


Lent urls tp). 
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dans la premiere parenthèse, on élimine w,, v, , w, à l'aide des équations 
(6, a), on obtient 


nou Qu | 


Po tw — srt DD wio— 2 k(u* 4 OF + "i 





n 
du 


En introduisant ce développement en (b), et ensuite le développement (b) 
en (a), il vient enfin 











Idu — | I | 

(c) Sey wit + eo + ww — (u^ +1 ee) 
I dit. Ou ow Ole — Ve — Ow, 
pg uu nn.) 


C'est l'expression. plus développée du premier membre de la premiere équa- 
tion de mouvement (s, a). 


8. J'écris done sous cette forme le membre de gauche de la première 
équation de mouvement (5,a). Je soumets ensuite l'intensité de champ 


W,v,ic à la condition de satisfaire à l'équation 
on 9 = £ = De : = 

(a) CRE LES n + t + ve + wie — = (nu? + 0° + ae?) |. 
ot or | 2 | 


La vitesse «,, r,,w, satisfera done à l'équation 


FR I du, a ou > )i Ou, —9v, — Qw, 
(b) kdt = — (3 > oy hal ks (n° Ou i ow anm a) 
ou Ow Ov ou 
+, e +0°’+ 0°) rl) + zx 


Ces deux équations, et les autres qui sen déduisent par symétrie, 
déterminent les deux mouvements partiels. Et ces deux mouvements ainsi 
déterminés apparaissent comme jouissant de propriétés bien différentes. 
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Les équations (a) du premier mouvement partiel contiennent la pres- 
sion p. Ce mouvement est donc de nature hydrodynamique proprement 
dite. Il existe partout oü il y a de la pression variable de point à point. 
Son champ s'étendra done en général à tout le fluide. C'est le mouvement 
que j'appellerai le mouvement induit. 

Les équations (b) du second mouvement partiel contiennent la force 
extérieure X, Y,Z, et en outre une force fictive d'origine hydrodynamique, 
dont la premiere composante est 


— ou 9v 9wN — UT. — 9v, — OWe 
(c) A (++ ju + (we de a Ed 32] 


Ox oy 92 9x 





La? ap ot ne (P am), „(ee con 
25 BN xd em y w(x Oa / ab (e =) 
Rien n'exige d'ailleurs, que ces forces solent répandues dans tout l'espace. 
Ce mouvement partiel peut donc étre un mouvement de nature locale, qui 
n'existe que dans certaines parties limitées du fluide. En conservant la 
terminologie de C. A. BJERKNES j'appellerai ce mouvement partiel le mouve- 
ment d'énergie et la force fictive (c) la force d'énergie hydrodynamique. * 


9. Au systéme des équations originaires, 5,a et b, qui détermine 
le mouvement actuel du fluide, on peut ainsi substituer un systéme d'équa- 
tions plus développé, qui détermine en méme temps le mouvement actuel, 
le mouvement partiel induit et le mouvement partiel énergétique. Voici 
ce systeme d'équations. 

Le mouvement actuel se determine en fonction des deux mouvements 
partiels par les équations de connexion 


ku + u, 


> 
= 


(A) v=kv + v, 
w=kw+uw, 


Les variations dans le temps du mouvement induit se déterminent par les 
équations 
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" — — = I 4- un + ve + wu — zhQe + 0° + w?) | 
9v I F 2 - 
(B) ape be: Ren. + ww ka + m)! 
dw +" H P »n A A 2 2732. | 
mg pt we + vv + ww 5 kw Jv + u ifs 


Les variations dans le temps du mouvement d'énergie se déterminent par 
les équations 


I du, 





Pants X exe 
I dv, = = 

(C,) rer e Yes 
I dw, 


Wm eu ur De, 


dans lesquelles la force d'énergie hydrodynamique X,, Y,, Z, est donnée 
par les expressions 





E ou ow au, — QU, — QU 
X, = — E +2 wi we jut (nz Ly et) 





sagas | eg n e coni bc 
SF ( à d an is S Ou lcs LI 
: — Qu =) («o — 9v, — 9We 
(C,) Ml aCe tI y + (u aj + ux + u 3, 











| 
zi 
A 


(D) bab or "wc p 
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Pour des raisons qu'on trouvera justifióes par les développements ul- 
térieurs de ce mémoire on peut appeler ce systeme d'équations la forme 


électroidique des équations hydrodynamiques. 


IV. Discussion générale. 


10. On sait que deux quantités dérivées déterminent la nature de la 
distribution dans l'espace d'un vecteur quelconque w,v,w. Ce sont la 
quantité scalaire 

ov 


N du Ow 
C = oF = — =e 
(a) ox ar ay ar oz , 


qu'on appelle /a divergence, et le vecteur 


Qu Qv ] 
ey o RC: 
on ow 

(b) — —— — M, 
92 9% 
av ou a. 
0x Oy: Sena. 


qu'on appelle la rotation (ou bien le curl) du vecteur primaire 4,7, w. 

Dans le cas oü il existe des surfaces de discontinuité, on rencontre 
comme cas limite de la divergence (a) la différence des composantes nor- 
males du vecteur w,v,w de part et d'autre de la surface: c'est la di- 
vergence de surface. De méme on rencontre comme cas limite de la rotation 
(b) la différence géométrique des composantes tangentielles de part et d'autre 
de la surface: c'est la rotation de surface (ou bien le glissement) à la sur- 
face de discontinuité. Nous pouvons donner à nos théorèmes en méme 
temps une généralité et une simplicité trés convenables en prenant les 
notions de divergence et de rotation dans le sens général ot elles com- 
prennent la divergence de surface et la rotation de surface. C'est ce que 
nous ferons toujours. 

Si la divergence est nulle, le champ du vecteur s'appelle solenoidal; 
si la rotation est nulle, le champ s'appelle örrotationel ou bien potentiel, par 
ce que dans ce cas les composantes du vecteur sont les dérivées d'une fone- 
tion potentielle. 
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On peut considérer la divergence et la rotation en quelque sorte 
comme les dérivées d'un champ de vecteur. Si on les connait, on peut, 
par un procédé d'intégration, déterminer le champ du vecteur primaire 
w,v,w à un champ solenoidal et irrotationel prés, qui joue le rôle de 
constante d'intégration. Ce champ possède un potentiel qui satisfait à 
l'équation de Lartace, et qui se détermine à l'aide des conditions aux 
surfaces limites du champ. En d'autres termes, la détermination de ce champ 
revient à la solution du probléme de Diricurer. 

Dans les recherches générales de la mathématique physique on se 
débarrasse ordinairement de la solution de ce probléme. On y arrive en 
supposant que le champ s'étend à l'infini, mais qu'il a ses divergences et 
ses rotations dans l'éspace fini. Dans ces conditions on peut supposer, sans 
contradiction, que le vecteur disparait à l'infini, et le champ de LaPLACE 
disparait alors identiquement. Dans ce cas la divergence et la rotation 
déterminent done uniformément le champ du vecteur primaire. 

Si à cette propriété mathématique s'ajoutent des propriétés physiques 
fondamentales, ces quantités dérivées joueront forcément un grand rôle 
dans la théorie des phénomènes en question, ainsi que le prouvent un 
grand nombre d'exemples de la physique mathématique. Examinons done 
la divergence et la rotation des deux vecteurs fondamentaux de notre pro- 
bléme, c'est à dire de la vitesse actuelle w,v,w et de l'intensité de champ 
4,0, d. 

11. Quand il s'agit de la vitesse actuelle », v, w, la divergence e, 
qu'on caleule par l'équation (10,a), exprime simplement la vitesse d'ex- 
pansion d'un élément mobile du fluide, rapportée à l'unité de volume de 
cet élément.  L'équation (a) est ainsi équivalente à l'équation de continuité 
(D), et on est done amené nécessairement à considérer cette divergence 
comme une des quantités fondamentales de notre probléme. La condition 


spéciale 
(a) e=o 
exprime Vincompressibilité de l'élément fluide mobile. Dans la partie du 


fluide où cette condition est satisfaite la distribution de la vitesse actuelle 


est solenoidale. 
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La rotation (b) de la vitesse actuelle est la quantité qu'on appelle 
aussi quelque fois le tourbillon. Je préfère l'appeler la densité de tourbillon, 
et donner le nom de tourbillon à l'intégrale de sa composante normale 
prise sur une surface. C'est le tourbillon ainsi défini qui, d’après les cé- 
lebres Xhéorémes de v. HELMHOLTZ, se conserve tout le long d'une surface 
materielle mobile dans le fluide. Mais dans les conditions que suppose 
notre probléme, les hypothéses sur lesquelles repose la démonstration des 
théorèmes de v. HELMHorTZ ne sont pas en général remplies. Pendant le 
mouvement des tourbilons naissent et disparaissent et le vecteur (b) n'a 
pas de propriétés générales assez simples pour prendre place parmi les 
quantités que nous considérons comme fondamentales. 

Remarquons enfin que les quantités dérivées de la vitesse actuelle, que 
nous venons de considérer, appartiennent à la classe des quantités ciné- 
matiques. Pour les distinguer de quantités analogues, qui se présenteront 
tout à l'heure, nous compléterons leur désignation par l’adjonetion de 
l'adjectif cinématique. 


12. La divergence de l'intensité de champ 


Du. 
Pas SE 


Ox Oy 0z 





(a) 


est la quantité dynamique qui correspond A la vitesse d’éxpansion cinéma- 
tique e. Elle n'a pas en général de signification ou de propriétés phy- 
siques très simples. Elle ne jouera done pas de rôle absolument fonda- 
mental, et cependant, en raison des propriétés remarquables de l'intensité 
de champ, elle nous rendra de grands services pour la représentation ana- 
lytique des phénomènes. 

La rotation de l'intensité de champ jouit au contraire d'une propriété 
physique trés remarquable. Des deux dernières équations du mouvement 
induit (B) on tire immédiatement 





O0 à r ai NA td Dos TE , »* : ‘ : 
n peut y ajouter deux équations analogues, et l'intégration immédiate de 
, s 7 
ces équations donne 
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Ow OU ay 

oy DZ Dr 

où Ow — 
| — — — = nh, 
(b) 9s 97 

9v ou — 

Ox OY V 


Les composantes de la rotation de l'intensité de champ sont done des con- 
ue iiem ie hii ao ' 
stantes d'intégration. Et l'opération x © rattachant aux changements qui 


s'achévent au point géométrique considéré, on voit que le vecteur 1,m,n 
possède en chaque point de l’espace une direction et une valeur absolue 
indépendantes du temps. 

Nous appellerons ce vecteur /a densité de tourbillon dynamique, et son 
intégrale de surface le tourbillon dynamique. Cette intégrale de surface est 
naturellement indépendante du temps, comme la densité de tourbillon. Le 
mouvement induit possède donc une propriété extrêmement remarquable que 
l'on peut énoncer ainsi: 


Le mouvement partiel induit est un mouvement à tourbillons dynamiques 
invariables et stationnaires dans l’espace. 


Les quantités e et 7, m,» ont ainsi en général des propriétés bien 
différentes de celles des quantités cinématiques correspondantes e,/, m, 1. 
Mais dans un cas spécial ces propriétés se rapprochent: C'est lorsque la 
vitesse d'énergie devient identiquement nulle w, — v, — w, — © et qu'en 
méme temps le fluide est homogène, 5 — A,. On a done 


u = ku LE, 
(e) D— Kv e— ine m — k,m, 
w = ku n = k,n 


Dans ce cas les quantités cinématiques et les quantités correspondantes dy- 
namiques sont simplement proportionnelles entre elles avec le facteur de 
proportionalité constant /;. 

Du théorème ci-dessus il résulte le corollaire suivant: 
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Si à une époque quelconque le mouvement induit ne comporte pas de 
tourbillons dynamique dans un certain espace, il n'en comportera jamais 


dans cet espace. 


En raison de cette propriété le cas où ces tourbillons sont nuls est 
partieulierement important. Dans un espace où ces tourbillons n'existent 


pas l'intensité de champ w,v,w dépendra à toute époque d'un potentiel 


= do 
N ; 
or 
£ oy 
(d) (je ay” 
= 9c 
Ded 
92 


Ces expressions rendent immédiatement intégrables les équations (E). Apres 


l'intégration ces équations se réduisent à une seule, savoir 


9c Le X 7 oe 2 — mon 4L ‘rl (22) HG) EU 


| 9 


ou bien, en vertu de (s, c) 


0 ee 


lei la constante d'intégration P est indépendante des coordonnées et ne peut 
dépendre que du temps. La formule permet de caleuler la pression p, si 
l'on connait en méme temps le mouvement actuel et le mouvement induit. 


13. Nous sommes maintenant en état de démontrer une propriété 
importante du second mouvement partiel, le mouvement d'énergie. 

Des équations (C,) on conclut que la vitesse d'énergie, que possède 
un élément mobile du fluide, peut subir des variations par suite de deux 
causes, l’action d'une force extérieure X, Y, Z et l'action d'une force hy- 
drodynamique d'énergie X,, Y,, Z,. Supposons qu'aucune force extérieure 
n'agite l'élément consideró et examinons de plus près la force d'énergie 
hydrodynamique, (C,). Le premier terme de cette force disparaitra, si la 


vitesse actuelle à, 0,40 n'a pas de divergence, c’est à dire si l'élément en 
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question ne possède pas de vitesse d'expansion e. Le troisième terme 
disparaîtra, si le volume spécifique & n'est pas variable de point à point 
dans l'élément. Le quatrième et le cinquième termes disparaitront, si, dans 
le volume de l'élément, l'intensité de champ w,v,w ne possède pas de 
tourbillon. Si nous supposons done que l'élément considéré appartienne à 
une partie du fluide homogene et incompressible, et à une partie de l'espace 
où le mouvement induit ne possède pas de tourbillon dynamique, l'ex- 
pression de la force d'énergie hydrodynamique se réduira au second. terme 
du deuxième membre des équations (C,). Le systeme (C,) se réduit done 
à l'équation 

I du, —9u, 


k dt s ox 





— 9v, — Owe 
v > w 
a Ou zm Ox 


et aux deux autres qui s'en déduisent par symétrie. Ces équations nous 
montrent, que dans les conditions que nous avons définies, la vitesse 
d'énergie ne peut varier que si elle préexiste déjà dans l'élément fluide 
considéré. Si done l'élément ne possède pas de vitesse d'énergie dés l'ori- 
gine, il n'en aura jamais. On trouve donc le résultat suivant: 


Une vitesse d'énergie n'existe jamais dans une partie du fluide qui 
satisfait à la fois aux cinq conditions suivantes: n'etre soumise à l'action 
d'aucune force extérieure: être homogene; étre incompressible; avoir à l'origine 
une vitesse d'énergie nulle; appartenir à un espace dans lequel à l'origine 
du temps il m'existe pas de tourbillons dynamiques du mouvement induit. 


V. Suppositions sur la constitution du systeme fluide. 


14. Nous allons considérer dés maintenant un systeme fluide d'une 
constitution spéciale. Le théorème énoncé ci-dessus nous permet de con- 
cevoir un systeme, tel que certaines parties limitées du fluide possedent 
seules la vitesse d'énergie, ou la faculté d'en pouvoir acquérir, tandis que 
l'autre partie, qui est illimitée, n'en possède pas, et n'en peut acquérir. 
Désignons la partie illimitée du nom de /fwide fondamental, et appelons corps 
les parties limitées. Ces corps ne doivent exister qu'en nombre fini et dans 
une région finie de l'espace. 

Les conditions qui doivent être satisfaites par le fluide fondamental 
sont, d'après le théorème ci-dessus, les suivantes: il doit être homogene et 


Acta mathematica. 20. Imprimé le 9 octobre 1905, 15 


114 V. Bjerknes. 

incompressible, être exempt de l'action de toute force extérieure, et depuis 
l'origine du temps être dénué de vitesse d'énergie et de tourbillon dyna- 
mique. Les corps se distingueront du fluide fondamental par une ou par 


plusieurs des qualités suivantes: 


1. Posséder des vitesses d'énergie w,, v, , W,. 


to 


Posséder des vitesses d'expansion e. 


3. Posséder un volume spécifique /, different du volume spécifique 
constant £, du fluide fondamental. 

4. Posséder des tourbillons dynamiques du mouvement induit, avec 
la densité de tourbillon 7, m,n. 

Le tourbillon dynamique étant stationnaire dans l’espace (12), il en 
résulte que tout eorps qui possede de tels tourbillons est aussi stationnaire 
dans l'espace. Nous verrons plus tard l'importance de cette remarque. Les 
corps, au contraire, qui n'ont pas ce mouvement tourbillonnaire, peuvent 
changer d'une manière quelconque leur forme ou leur position dans l'espace. 


15. Kn traitant la dynamique de ce systeme on doit se rappeler 
que la transformation des équations hydrodynamiques, que nous avons 
effectuée, suppose dés l'origine une continuité compléte. En effet les équa- 
tions transformés contiennent des dérivées de quantités telles que k, u,v, w, 
W,U,i&,",,U,, w,. On est ainsi amené à admettre qu'il n'y a pas de 
changement brusque aux surfaces limites des corps: On imagine l’exis- 
tence de couches de passage, dans lesquelles, avec une vitesse aussi grande 
que lon voudra mais toujours d'une maniére continue, les propriétés du 
corps convergent vers celles du fluide fondamental. Dans ces couches la 
vitesse d'énergie ,, v,, ,, la densité de tourbillon 7, m, n, et la vitesse 
d'expansion e tendent vers zéro, et le volume spécifique & vers la valeur 
constante %,, quil garde partout dans le fluide fondamental. Naturellement 
cette eouche de passage appartient au corps, et à la surface limite le corps 
possede déjà toutes les propriétés du fluide fondamental. 

Mais il n'est pas nécessaire d'introduire cette hypothése de continuité. 
On sait que les équations hydrodynamiques primitives n'exigent d'autre 
continuité que celle de la non-existence de vides dans l'intérieur du fluide. 
Rien n'empèche done de faire disparaître l'épaisseur des couches de passage 
et de chercher les limites vers lesquelles convergent alors les équations (9) 
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pour les points de ces couches. On trouve done qu'il se sépare de la 
force (9, C,) une force qui s'applique aux éléments de la surface de dis- 
continuité, et qu'il faut compter par unité de surface. D'ailleurs on peut 
opérer comme si la condition de continuité était toujours remplie, à la con- 
dition de compter les divergences des vecteurs en question comme compre- 
nant aussi les divergences de surface, et de compter les rotations des vee- 
teurs comme comprenant aussi les rotations de surface. C'est ce que nous 
ferons toujours. 

En procédant ainsi, nous considérons donc toujours les intégrales de 
volume oü figurent les divergences ou les rotations, comme contenant im- 
plicitement des intégrales de surface dans lesquelles figurent les divergences 
ou les rotations de surface. Ce sont les intégrales de surface qui provien- 
nent des intégrales de volume dans les couches de passage, quand on fait 
disparaitre l'épaisseur de ces couches. 


16. Examinons maintenant le mouvement dans le fluide fondamental. 
La vitesse d'énergie étant ici nulle, le mouvement actuel s'identifie 
avec le mouvement induit, ce qui s'exprime par les équations 


u — ku, 
(a) ; DIU 
w—= kw, 


k, étant le volume spécifique constant du fluide fondamental. Le tour- 
billon dynamique étant nul, l'intensité de champ dépend d'un potentiel 
uniforme ou non uniforme c, et la vitesse actuelle «, v, w, qui est simple- 
ment proportionnelle à l'intensité de champ, dépendra aussi d'un potentiel 
€ — kg. En introduisant l'un ou l'autre de ces potentiels dans l'équa- 
tion de continuité, on trouve qu'ils satisfont à l'équation de LAPLACE. 
Le champ de lun ou de l'autre de ces deux vecteurs est done le champ 
solenoidal et irrotationnel bien connu. La valeur numérique des vecteurs 
disparait done à l'infini au moins comme des quantités du second ordre, 
les potentiels au moins comme des quantités du premier ordre. Ces pro- 
priétés du champ dans ses parties infiniment éloignées nous permettent 
d'effectuer ci-dessous, par la manière connue, les intégrations par parties 


de certaines intégrales cubiques qui sont étendues à tout l'espace, 
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17. Le mouvement des corps se distingue de celui du fluide fonda- 
mental par l'existence d'une quantité scalaire, la vitesse d'expansion e, et 
de deux quantités vectorielles, la vitesse d'énergie w,, v,, w, et la densité 
de tourbillon dynamique /, » , n. 

Considérons l'intégrale de volume 


^ I 
(a) f | | (HS 2 0° + w)dz 
qui, étendue à tout l'espace, représente l'énergie cinétique du systeme. 
Montrons qu'on peut exprimer cette @nergie à l'aide d'une intégrale qui 
s'étend aux corps seulement. 
Kerivons la vitesse actuelle w, v, sous la forme 


9 9M 
u—= k— 2 N 
Ow 92 OY 





L'expression de 7 peut done s’écrire 
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4 
Dans la seconde intégrale du second membre, exprimons la vitesse induite 


ku, kv, kw à l’aide de la vitesse actuelle et de la vitesse d'énergie (9, A). 
Alors 
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Toutes ces intégrales devraient s'étendre à l'espace entier. Mais la 
vitesse d'énergie n'existant que dans les corps, il suffit d'étendre la se- 
conde intégrale aux corps seulement. Sur les deux autres on peut effectuer 
une intégration par parties, qu'on peut ensuite, en vertu des propriétés du 
champ dans les régions infiniment éloignées (16), étendre à tout l'espace. 
Les intéerales de surface, qui ressortent de l'intégration par partie, dis- 
paraissent done, et en tenant compte des relations (10, a) et (12, b) on 
trouve l'expression suivante de l'énergie T 





(b) Jl es —; fegdr 
fala n aM ales ON, (aN 9L oT au MN IE 
id me — =) En u) 4 u.) is“ 
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la premiere et la derniere intégrale contenant implieitement, dans le cas 
de discontinuités, des intégrales de surface (15). 

Dans toutes ces intégrales l'expression sous le signe somme est identique- 
ment nulle en tous les points du fluide fondamental, et nous avons done 
réussi à exprimer l'énergie du mouvement induit à l'aide d'intégrales qu'il 
suffit d'étendre au volume des corps. 


18. Nous allons en tirer une conséquence importante. 

Supposons la vitesse d'énergie u,, v,, w,, le tourbillon 7, m, » et la 
vitesse d'expansion e égales à zéro. L'énergie T' disparait comme le montre 
l'expression (17, b). Mais quand 7' disparait, l'expression. (17,a) nous 
montre que la vitesse actuelle w, v, disparait aussi dans tous les points 
de l'espace. La vitesse d'énergie étant déjà nulle par hypothèse, il en 
résulte que le mouvement induit disparait aussi. Dans ces conditions il 
n'existe plus de mouvement. 

Cela étant, considérons deux champs différents, ayant en chaque point 
les mêmes valeurs de la vitesse d'énergie, 4, v,, w,, du tourbillon /, m, n 
et de la vitesse d'expansion e. La différence de ces deux champs de 
mouvement est donc un champ dans lequel toutes ces quantités sont iden- 
tiquement égales à zéro, c'est à dire, d'après ce que nous venons de voir, 
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un champ qui disparait complétement. Les deux champs ne peuvent done 
pas différer l'un de l'autre, et il en résulte le théoréme que voici. 


La vitesse d'énergie, le tourbillon dynamique du mouvement induit et la 
vitesse d'expansion du mouvement actuel déterminent le champ de mouvement 


d'une manière uniforme. 


19. Pour nous rendre compte de la généralité du théorème, remar- 
quons que les corps tels que nous les avons définis peuvent avoir un mouve- 
ment quelconque. Car les forces extérieures, qui produisent le mouve- 
ment, ne sont soumises à aucune restriction. Rien ne nous empèche done 
de supposer l'existence de forces qui par exemple donnent à ces corps le 
mouvement de corps rigides, ou de corps solides élastiques. 

On a donc le droit de supposer aussi que les corps, que nous avons 
définis, sont réellement des corps rigides ou des corps solides élastiques. 
Si lon s'imagine ces corps liquéfiés, et que l'on détermine les forces né- 
cessaires pour leur donner, dans ces conditions, le même mouvement 
qu'ils auraient étant solides, et si l'on détermine ensuite les deux mouve- 
ments partiels d’après les équations (9), on peut appliquer le théorème 
énoncé. Dans ce sens le théorème, ainsi que tous les résultats que nous 
développerons ci-dessous, s'appliqueront à des corps étrangers quelconques 
qui se meuvent dans le fluide. Dans ces applications on doit tenir compte 
des divergences ou des tourbillons de surface qui existent sur les surfaces 
limites entre le fluide fondamental et les corps. La considération de ces 
divergences et de ces tourbillons de surface revient à ceci, qu'en calculant 
les divergences et les tourbillons, on compte la surface adjacente du fluide 
fondamental comme appartenant au corps. 

En tout cas le théorème conduit à ce résultat remarquable que 
certaines particularités du mouvement, que possèdent les différents élé- 
ments des corps, (y compris en cas de discontinuité le mouvement des 
éléments immédiatement adjacents du fluide ambiant), déterminent le champ 
de mouvement dans chaque point de l'espace. On peut imaginer ce ré- 
sultat découvert expérimentalement par un observateur qui ne posséde que 
des méthodes indireetes pour observer les champs et les différentes particu- 
larités du mouvement. On comprend facilement qu'un tel observateur, en 
trouvant le résultat que nous venons d’énoneer, soit tenté d'en donner une 
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interprétation physique spéciale, en l’attribuant à une action a distance 
émanant des différents éléments de volume des corps, et se faisant sentir 
en tout point de l'éspace. Voila le premier germe des phénomènes d’ac- 
tions apparentes à distance, que nous étudierons ci-dessous. 


VI. Analogie géométrique directe des champs hydrodynamiques 
et des champs électromagnétiques stationnaires. 


20. Appliquons le théorème ci-dessus en considérant dés maintenant 
la vitesse d'énergie «w,,v,, w,, le tourbillon dynamique /, m, 7 et la vitesse 
d'expansion e comme des quantités données. Les équations, qui détermi- 
nent uniformément le champ en fonction de ces quantités données, sont 
done les suivantes 

u=—ku+u,, 


(A) v — kv» + v,, 
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, étant constant en chaque point du fluide fondamental. 
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21. Comparons maintenant ce systeme hydrodynamique à un systeme 
électromagnétique, consistant en un certain nombre de corps limités, en- 
vironnés d'un milieu extérieur, qui s'étend à linfini. Le milieu extérieur 
doit étre homogene, et en outre dénué de toute polarisation intrinseque, 
et de toute distribution de masses magnétiques ou de courants électriques. 
Les corps doivent se distinguer du milieu extérieur par une ou par plu- 
sieurs des propriétés suivantes: 


1. Posséder des polarisations magnétiques intrinsèques, w,, v, , t£. 


to 


Posséder une distribution de masses magnétiques avec la densité e. 

3. Posséder une perméabilité magnétique k différente de la permé- 
abilité constante 5, du milieu extérieur. 

4.  Posséder une distribution de courants électriques avec la densité 
1,m,n. 

Sous ces conditions il existe dans l'espace entier, dans le milieu ex- 
térieur ainsi que dans l'intérieur des corps, un champ magnétique statio- 
naire uniformément déterminé.  Définissons ce champ à l'aide de deux 
vecteurs, savoir l'intensité de champ magnétique u,v, w, et l'induction (dans 
la terminologie de Hertz la polarisation) magnétique w,v,w. Supposons 
enfin qu'on exprime toutes les quantités dans le systéme d'unités ratio- 
nelles de M. Oriver HEavisipE.' Le système d'équations, qui détermine 
la distribution des deux vecteurs dans l'espace, est done justement le systéme 
(20, A—D), qui détermine la distribution des vecteurs correspondants, de 
la vitesse w, v, et de l'intensité de champ 2, v, ww, dans le système hy- 
drodynamique. 

En particulier, les équations (A) sont les équations de connection, qui 
expriment linduetion (la polarisation) en fonction de l'intensité de champ 
et de la polarisation intrinsèque. (B) sont les équations qui déterminent 
le courant électrique en fonction de l'intensité de champ magnétique. (C) 
est l'équation qui détermine la densité magnétique vraie (s'il en existe) en 
fonction de l'induction magnétique. Les équations (D) donnent enfin les 
simplifieations qu'on admettra par hypothése dans le milieu extérieur. 

Si lon avait employé les unités magnétiques traditionnelles, les équa- 
tions du champ magnétique auraient été encore les équations (A— C), avec 
cette seule différence que le dernier terme à droite de chaque équation 
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aurait été affecté du facteur numérique irrationel 47. En introduisant 
dans l'hydrodynamique un systéme d'unités affectant la méme irrationalité, 
on peut naturellement donner aux formules hydrodynamiques la méme 
forme irrationelle. Mais cette observation n'a d'autre intérét que de montrer, 
à l'aide de cette image dynamique des phénomènes électromagnétiques, l'ab- 
surdité complete du systeme d'unités qu'on emploie aujourd'hui dans la 
science de l'électricité et du magnétisme.' 


22. Le dualisme bien connu des phénomènes électriques et magné- 
tiques a pour conséquence qu'on peut encore comparer, à un autre point, 
les phénomènes hydrodynamiques aux phénomènes électromagnétiques. Au 
lieu de considérer le champ magnétique on peut considérer le champ élec- 
trique d'un systeme de corps, possedants une distribution de masses élee- 
triques vraies de densité e, des polarisations électriques intrinsèques w,, v, 
w,, une distribution de »courants magnétiques stationnaires» avec la densité 
—l,—m,—n, et enfin des constantes diélectriques & variables d'une 
maniere queleonque. Les équations (20, A— D) sont alors les équations 
qui déterminent la distribution de l'intensité de champ électrique #, 0, w 
et de l'induction (la polarisation) électrique w,v, w. 

Dans la pratique, suivant les circonstances, on adoptera l'une ou l'autre 
de ces comparaisons. La seconde présente cet avantage qu'une densité 
électrique vraie existe réellement, tandis qu'on ne connait pas de densité 
magnétique vraie. C'est done seulement avec ce dernier mode de com- 
paraison qu'on trouve une quantité physique réelle qui corresponde à la 
vitesse d'expansion e. En revanche le premier mode de comparaison a 
lavantage que le tourbillon dynamique corresponde au courant électrique 
stationnaire qui existe réellement. Le courant magnétique, au contraire, 
n'est pas en général stationnaire ou ne peut l'être que momentanément, 
Néanmoins, pour des raisons de symétrie, il est commode de faire figurer 
dans les formules des symboles qui représentent ces quantités fictives, les 
masses magnétiaues vraies et les courants magnétiques stationnaires. 


23. Nous pouvons done résumer, dans le tableau synoptique suivant, 
les résultats que nous venons d'obtenir, relativement à l'analogie des champs 
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. Á, $ # 
de mouvement hydrodynamiques avec les champs électriques où magné- 
tiques. Les notions qui n'ont qu'un sens fictif, et que nous ne gardons 
que pour conserver toute la généralité du probléme, sont mises entre 
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L'analogie se restreint au cas des champs électriques ou magnétiques 
stationnaires. Par la voie que nous avons suivie on n'arrive pas à une 
analogie hydrodynamique des phénoménes électromagnétiques les plus géné- 
raux.  L'analogie cesse d'exister justement au point où commence le croi- 
sement des phénoménes électriques et magnétiques, et on n'arrive ainsi 
qu'à définir une analogie d'ordre électrique et à une analogie d'ordre magné- 
tique, ces deux analogies n'ayant entre elles aucune connexion. 

La cause pour laquelle l'analogie cesse justement d'exister en ce point 
est bien claire. Au moment oü le courant, qu'il soit électrique ou magné- 
tique, devient variable, l'existence d’un champ magnétique est nécessaire- 
ment accompagnée d'un champ électrique, et vice versa. Mais, dans l'image 
hydrodynamique des phénomènes électriques ou magnétiques, ce qui cor- 
respond au courant, c'est le tourbillon dynamique du mouvement induit, 
et ce tourbillon a nécessairement un caractère stationnaire par rapport à 
l'espace et par rapport au temps. (12). 
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Si done l'on veut étendre l'analogie au dela de la limite qui nous 
arrête ainsi, il faut modifier essentiellement la manière de poser le pro- 
bleme dynamique. Mais n'abordons pas cette question des généralisations 
possibles de l'analogie. Bornons nous à l'approfondir dans son étendue 
limitée. 


VII Analogie dynamique inverse des champs hydrodynamiques et 
des champs électriques ow magnétiques stationnaires. 


24. Au point de vue géométrique il existe, ainsi que nous l'avons 
démontré, une identité compléte entre les champs hydrodynamiques que 
nous étudions, et les champs électriques ou magnétiques stationnaires. 
Occupons nous maintenant de la dynamique des mêmes champs. 

Des équations (9, B) nous pouvons déduire la valeur de la force qui 
produit le mouvement induit, la foree d'induction ! dans la terminologie 
de C. A. Byerknes. Mais une discussion ultérieure de cette force n'a pas 
d'intérét pour le but que nous poursuivons ici. Car d'un cóté, sans nous 
occuper de l'expression explicite de cette force, nous avons pu déduire 
toutes les propriétés géométriques des champs, et en démontrer l'analogie 
avec les champs électriques ou magnétiques. D'un autre côté, la dynamique 
interne de ces derniers champs nous est complétement inconnue, et la dis- 
eussion de la dynamique des champs correspondants hydrodynamiques ne 
peut done pas, dans l'état actuel de nos connaissances, servir à approfondir 


Vanalogie qui nous occupe. 


25. Il reste done a discuter la dynamique du mouvement énergétique. 
D'aprés les équations (9, C), ce mouvement partiel est l'effet de l'action 
combinde de deux forces, une force extérieure non hydrodynamique X, Y, Z, 


Remarquons que les seconds membres de ces équations ne représentent pas les 
composantes de cette force. En effet, les premiers membres n'ont pas la forme du pro- 
duit d'une densité par une accélération. C’est d'ailleurs un avantage important de la 
méthode que nous employons ici, que de permettre d'éviter toute considération expli- 
cite de la force d'induction avec ses propriétés bizarres. La forme des équations (9, B) 
nous permettent de déduire les propriétés géométriques du mouvement induit sans nous 


occuper de ses propriétés dynamiques. 
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et une force due à la pression du fluide, la force d'énergie hydrodynamique 
X,, Y,  Z. En tenant compte des équations (10, a) et (12, b) nous pouvons 
écrire les expressions des composantes de cette seconde force 





= ES _ Ou, 4 — ow 
X, = — eu + (a = Tc +. s) 
ox Ou 
I a! NOR = = 
+ it ’+-7°+ w^) — (mw — nv), 
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dx cde = 
TG T9 d) (nu — Iw), 





e Do — 9 
7, — —cù + (à u + ; tu d 
Te) onrqo ak = = 
dz PIDE +9), — (0 — mu). 


Chaque terme dans l'expression de cette force affecte la forme d'un 
au. 


produit de deux facteurs. Dans chaque produit l’un des facteurs, e, oma 


a, MEE T ue =, ...,1,m,n, représente un état ou une propriété in- 
trinséque de l'élément de volume qui subit la foree. Ce faeteur est iden- 
tiquement nul dans le fluide fondamental. Il en résulte que ce sont les 
corps seulement qui sont soumis à l'action de la force (A). biautze 
facteur dépend du champ, représenté soit par l'intensité de champ %, ©, #, 

soit par la vitesse actuelle w,v,w. Mais le champ dépend de son ye 
de certaines particularités caractéristiques du mouvement des différents élé- 
ments de volume des corps, comme le montre le théoréme fondamental (18). 
La force (A) apparait done comme une action à distance, que subit chaque 
élément d'un corps de la part de tous les autres éléments de ce corps et 
de tous les éléments des corps distants. 

Il se manifeste done, dans notre systeme hydrodynamique, entre les 
divers éléments des corps, des forces qui ont le méme caractére d'actions 
apparentes à distance que les forees pondéromotriees dans un systéme 
électrique ou magnétique. 
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26. Avant d'aller plus loin, rappelons nous ce que nous savons, et 
ce que nous ignorons, concernant les forces pondéromotrices dans les champs 
électriques ou magnétiques. 

Nos expériences directes se rapportent aux forces résultantes s'appliquant 
à des corps de dimensions finies. Ces forces résultent d'une distribution de 
forees élémentaires, qui s'appliquent aux différentes éléments de volume des 
corps. Mais la connaissance de la force résultante ne suffit pas pour dé- 
terminer uniformément ces forces élémentaires. 

On a essayé, il est vrai, de définir, par des voies indirectes, le systeme 
des forces élémentaires dans les champs électriques et magnétiques. On a 
méme essayé d'aller encore plus loin, de déterminer les pressions à l'in- 
térieur des champs, pressions dans lesquelles on cherche, d'après Farapay 
et MAXWELL, la cause de ces forces. Mais on a le droit de se demander, 
si ces développements sont à l'abri de tout reproche. Une discussion de 
ces développements, faite en s'éclairant à la lumière de l'analogie hydro- 
dynamique qui nous occupe ici, présenterait certainement un grand intérét. 
Mais bornons nous ici à formuler les conclusions qu'on peut tirer, avec 
une sûreté absolue, relativement à l'analogie des phénomènes électriques ou 
magnétiques et des phénomènes hydrodynamiques. Autrement dit, bornons 
nous à considérer, dans le cas hydrodynamique eomme dans le cas élec- 
trique ou magnétique, la force résultante appliquée à un corps de dimen- 
sions finies, c'est à dire la force dont les composantes sont 


x = f x.d:, 
(a) 14 = 
Z = f Zaz 
les intégrales étant étendues à un corps de dimensions finies. 
27. En substituant les expressions (25, A) dans (26, a), on obtient les 
expressions de X, Y et Z, qui sont respectivement les sommes de quatre in- 


tégrales, correspondant aux quatre parties principales des formules (25, A). 
Ecrivons les intégrales qui se rapportent à la composante X. Nous aurons 


(a) x= X, ar X, on X, 
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ou 
X, = — feudr, 
Qu, _ Qv, Ow, 
xo — u— +T— +w— Jaz 
2 : rad: 3.95 Y 
(b) 
a 
Kulm | P + 0? + in) dr, 
N f (m w — nv)dz. 


Toutes ces intégrales sont bien connues dans la théorie de l'électricité 
ou du magnétisme. Elles représentent la composante X de la force résultante 
agissant sur un corps, composante qui ressort de quatre causes différentes, 
X, due a la distribution d'électricité ou de magnétisme vrai e, X, due aux 
polarisations intrinsèques #,, 7, , #,, X, due à l'hétérogénéité (forces dépendant 
de l'influenee électrique ou du magnétisme induit) et enfin X, due à la 
distribution des courants électriques 7,m,n” ou du courant magnétique 
—]|,-—m,-—n. Seulement, chaque intégrale est affectée d'un signe con- 
traire à celui avec lequel elle apparait dans l'électricité ou le magnétisme. 

Il faut done en conclure que les forces résultantes qui apparaissent dans 
le champ hydrodynamique sont toujours égales, mais de signe opposée, 
aux forces résultantes qui s'appliquent aux corps dans le champ électrique 
ou magnétique. 


28. On peut faire remarquer que les intégrales (27, b) ne représentent 
pas sous la forme la plus ordinaire les forces agissant dans le champ élec- 
trique ou magnétique. Montrons done, pour plus d'évidence, la transfor- 
mation des intégrales (27, b) suivant la forme employée le plus souvant 
pour calculer ces forces. Cette transformation repose sur l'introduction de 
la divergence e (11,a) de l'intensité de champ comme quantité auxiliaire. 
C'est la quantité qu'on appelle, dans le cas de l'électricité ou du magné- 
tisme, la densité libre d'électricité ou de magnétisme, pour la distinguer de 
la densité vraie e, qui est le quantité fondamental, proprement dite, au 
point de vue physique. 

Remarquons que, A, étant constant, on peut écrire la troisième inté- 
orale (27; b) sous la forme 
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KS f ie dL dio me UE 


Si l'on effectue maintenant une transformation par parties dans tout le 
volume du corps, l'intégrale de surface disparaîtra, par ce qu'à la surface 
k — k, est égale à zéro. Il vient donc 


basi fam) Vig tog, tweets 


De méme on obtient en transformant par parties l'intégrale X, 
n] ES ETT 
X, = — ua— +v,— + w,.— dr. 
| v x 9a | 


En faisant la somme des intégrales X, et X, et tenant compte des équa- 
tions de connection (20, A) on trouve 


A " fe _ où oe ^ jn 
NL = =) Hw ia as + (o — ko) + (w — Ew) = lue 


ce qu'on peut ensuite écrire, en tenant compte de (20, B) 


(a) X, X = — km + Oho 5 Lon hyit) 22 | de 


— [to — k,0)n — (w — k,w)m}dr. 


Transformons par parties la première de ces deux intégrales. — L'intégrale 





de surface disparaîtra par ce qu'à la surface «—k,w=v—k,v=w—k,w=o. 
Il reste done seulement l'intégrale de volume. Cette intégrale se sépare 
en deux, dont l'une contient la divergence e de la vitesse actuelle (20, C) 
et l'autre la divergence e de l'intensité de champ (12, a). La première de 


ces intégrales est simplement — X,. De méme on peut séparer de la se- 
conde intégral (a) l'intégrale — X,. Il vient done 
X, + X, = — x, — X, — k, fends — k, fi mw — Iv)dr 


d’où l'on déduit immédiatement la valeur de X. Les valeurs de Y et Z s'en 
déduisent par symétrie. On arrive ainsi enfin à l'expression suivante des 


composantes de la force résultante appliquée à un corps 


128 V. Bjerknes. 


{= = k, f eudc — k, f (m w — nv)dz, 
(b) Y — — k, fev dc — k, f (nu — 1w)dr, 
Z— —k, [ewdr— k, [(15 —mu)dz. 


En cas de discontinuité ces intégrales de volume contiennent implicitement 
des intégrales de surface où figurent les divergences de surface e et les tour- 
billons de surface /,m, n. 

Ce sont bien là les formules à l'aide desquelles on représente le plus 
souvant la force appliquée à un corps dans le champ électromagnétique, 
abstraction faite seulement des signes négatifs des seconds membres. La 
force se compose de deux parties, une premiére qui est analogue à la force 
vers la distribution du magnétisme libre e, et une seconde qui est analogue 
à la force vers la distribution du courant électrique 7, m, », les corps se 
trouvant dans un milieu ayant la perméabilité magnétique £,. 

Nous avons done bien démontré que ces forces résultantes, qui agissent 
sur les corps dans le champ hydrodynamique, sont, au signe prés, iden- 
tiques aux forces pondéromotrices résultantes qui agissent sur les corps 


dans le champ électromagnétique. 


VII. Actions à distance. 


29. L’analogie que nous venons de découvrir nous montre bien 
nettement que les forces hydrodynamiques ont le m&me caractere d’actions 
réciproques à distance qu'ont les forces pondéromotrices dans le champ 
électromagnétique. Mettons aussi ce résultat explicitement en évidence, en 
donnant aux formules, qui expriment les forces, l'apparence extérieur qui 
correspond à des forces à distance. 

Pour y arriver, remarquons que les formules (28, b) expriment la 
force résultante à l'aide de l'intensité de champ «, ©, w en connection avec 
la divergence e et la rotation !,m,n de ce méme vecteur. On peut égale- 
ment exprimer le veeteur lui-méme à l'aide de ces divergences et rotations. 
C'est en introduisant ces expressions du vecteur 4, v,» dans les formules 
(28,b) qu'on arrive aux formules qui donnent aux forces lapparenee ex- 


térieur de forces à distance. 


Recherche sur les champs de force hydrodynamiques. 129 


30. Reprenons donc l'expression d'un vecteur à l'aide de ses diver- 
gences et de ses rotations. D'abord on peut toujours exprimer un vecteur 
u,v,w à l’aide d'un potentiel scalaire et d'un potentiel vecteur en écrivant 

_ © , 2M aN 
Ox 92 OY 





w= — = 
92 OY Ox 
Ensuite on peut, s'il s'agit d'un espace infini, caleuler € , 1, M, N à l'aide 


des quadratures 











Dans ce cas l'indice 1 signifie que les quantités e,/, m,» sont données 
en fonction des coordonnées z,, y,, z,, qui servent de lettres d'intégration. 
r est la distance du point z,,9,,2,, mobile pendant l'intégration, au 
point x,y,2, où l'on cherche la valeur des quantités €, 5, M, N. Les 
intégrations s'étendent à toutes les régions de l'espace oü existent les quan- 
tités e, 1, m, n. L'intégration effective s'étend donc au volume des corps 
seulement. Mais, ces quantités étant identiquement nulles dans le fluide 
fondamental, on peut considérer les intégrations comme étendues à l'espace 


entier. 


31. Substitutions (30, a) dans (28, b. La composante X s'écrit 


(a) Na CE one 


Acta mathematica, 30. Imprimé le 17 octobre 1905 


17 
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où 
X, = — k, | eS dr, 
‘(aM ON 
Xx (ae 
(b) à 
X UE uude cua 
AC — — s J | RE oe os, Je 7, 
ee en Ze s 
NS = -kJ p om 23 Vt 32 ae [am 


r,y,z sont les lettres d'intégration, et l'intéeration s'effectuee dans le 
volume du corps vers lequel s'exeree la force résultante que l'on cherche 
à déterminer. 

Avant d'effectuer la substitution des valeurs de c, L. M, N, trans- 
formons la dernière des quatre intégrales. L’addition et la soustraction du 


_0L Piu - 5 
terme los nous permet d écrire X sous la forme 
x 





ya _ — — a) — — — 

r ; OL — 9M - ON om LUE ESO? 
X =k 1 — + m— + n— \d—k = m N — ) dr: 

4 0 "uec Ox , ey Nome pa y E 92] — 

2 1 

Or, la dernière de ces deux intégrales disparaît. Car, si nous intégrons par 
parties dans tout le volume du corps, nous avons une intégrale de surface 
qui contient les valeurs de /, », » à la surface, et une intégral de volume 
qui contient la divergence 


du tourbillon 7, », ». Or ces deux intégrales disparaissent, parce qu'à la 
surface du corps le tourbillon est nul (15), et parce que la divergence 
d'un tourbillon est toujours identiquement nulle, comme on le voit de suite 
en formant la divergence des expressions (20, B). L’expression de X, s'écrit 
done sunnplement 


me L 2,7 9 oM T N 
(b) XQ =k; | (7 2 + m u +n AN \ar. 
Ü ox On , 


4 
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En substituant maintenant d'après (30, b) les valeurs de ¢, L, M, N 
on peut effectuer sous le second signe somme les différentiations par rapport 
aux variables æ,y,2. Il vient done 


- zm 
X, E bs fe == draz,, 


f ium -* MONS I 
àv Em k «(m = = = T 
: dd 1 92 4rr ! 9y Azr dedz,, 


"» 
. S/o an 
Ne hy | 2 (me — —n— \dedz ; 
» 92 Azr Oy AT, - 


a = Es D ST 
X, — —h ff [, + mm, + nn) EIER drdar,. 


On en déduit par symétrie des expressions analogues relatives aux axes 


y et z. 











32. Ces formules donnent bien à la force considerée l'apparence d'une 
force à distance, se composant de quatre forces partielles. 

La premiére de ces forces partielles parait provenir d'une force agissant 
entre les masses magnétoidiques libres edz et e,dz,, que portent les élé- 
ments dz et dz,. Elle agit conformément à la loi de CouLoms, mais avec 
inversion de signe, les masses magnétoidiques de méme signe s'attirant et 
celles de signes contraires se repoussant. 

La seconde force parait provenir d'une action à distanee que subirait 
l'élément dz de masse magnétoidique edz de la part de l'élément dz, siege 
d'un courant électroidiques de densité de courant /,, m,,”,. Pour mieux 
se rendre compte de la nature de cette force on peut choisir des éléments 
de volume particuliers. On peut diviser le corps en tubes infiniment minces 
engendrés par des lignes de courant électroidique. On trouve ainsi sans 
diffieulté que chaque élément linéaire ds, d'un tel tube agit sur la masse 
magnétoidique ed: suivant la loi de Bror et SAvarr et suivant la règle 
d'AMPERE, mais cette dernière règle étant inversée de signe. 

La troisième force représente la force que subit l'élément de volume 
dz, siège du courant électroidique /, m,n, de la part de l'élément de volume 
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dz, de masse magnétoidique e,dz,. C'est la réaction correspondant à l'action 
envisagée dans le cas précédent. 

La quatrième force parait provenir d'une action à distance apparente 
qui s'éffectuerait entre deux éléments de volume dz et dz,, sièges de courants 
électroidiques de densités respectives 1, m,» et /!,,m,,",. En considérant 
les mémes éléments de volume spéciaux que ci-dessus, on déduit facilement 
que deux filets de courant agissent l'un sur l'autre suivant la force qu'on 
deduit du potentiel de NEUMANN, mais avec inversion de signe. 


IX. Analogie analytique et analogie physique. 


33. Ainsi que nous l'avons trouvé, le mouvement de notre systeme 
hydrodynamique s'effectue conformément à des formules qui sont en méme 
temps les formules fondamentales de l’électromagnétisme stationnaire. Au 
point de vue analytique l'analogie est complète, abstraction faite de l'm- 
version de signe des formules qui se rapportent aux forces pondéromotrices. 

Mais bien que l’analogie analytique soit à tel point complète, un 
observateur qui regarde des mouvement fluides ne découvrira guère la 
moindre trace de cette analogie. Elle se dissimule par suite de diverses 
causes. D'abord le systeme hydrodynamique est un systeme en mouve- 
ment, tandis que le systeme électromagnétique est, au moins extérieure- 
ment, un systéme en repos. En général le systéme hydrodynamique 
change incessament de configuration, et l'analogie avec un systeme électro- 
magnétique déterminé ne subsiste que pendant un instant, l'instant pendant 
lequel le systeme mobile passe par la configuration que possède constam- 
ment l'autre systeme.  L'instant d'aprés le systeme hydrodynamique sera 
à comparer à un autre systeme électromagnétique, et ainsi de suite. 

Il faudra done que l'observateur se borne à faire ses observations au 
moment oü existe l'analogie avee un systéme électromagnétique déterminé. 
Et pour pouvoir découvrir l'analogie qui existe pendant cet instant, il 
faudrait encore que l'observateur sit décomposer le mouvement actuel, 
quil observe, en deux mouvements partiels, et c'est là une opération qui 
S'éflectuera en général plus facilement dans les caleuls mathématiques que 
dans les observations physiques. 
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Il n'y a done rien d'étonnant à ce que l'on n'ait pas depuis longtemps 
découvert cette analogie, uniquement en observant les mouvements des 
fluides. 


34. La première condition, qui doit être satisfaite pour que l'ana- 
logie puisse ressortir visiblement aux yeux, est donc celle-ci, que le mouve- 
ment du système fluide soit d'une telle nature spéciale qu'il ne soit pas 
accompagné de changement de configuration essentielle. Nous verrons que 
cette condition nécessaire sera aussi suffisante pour que l'analogie puisse 
ressortir comme une réalite physique, apparente aux yeux. 

Il existe deux formes de mouvements qui ne sont pas accompagnés 
de changements de configuration visibles. La premiere est celle du mouve- 
ment permanent. Dans ce cas linvariabilité extérieure du systéme est 
assurée par la condition que le volume qu’occupe une masse quelconque 
du fluide sera, pendant le mouvement, toujours remplacé par une masse 
absolument semblable, possédant absolument le méme mouvement. Un tel 
mouvement ne changera évidemment ni la forme extérieure des corps, ni 
les positions de ces corps dans l'espace. 

La seconde forme est celle d'un mouvement vibratoire, qui se limite 
à des amplitudes trés petites autour d'une configuration invariable. Dans 
ce cas la condition de la configuration invariable n'est remplie que d'une 
maniere approximative. Mais l'approximation est d'autant plus grande 
qu'on choisit des amplitudes plus petites. On peut done réaliser ainsi 
facilement dans la pratique le cas oü la constatation des changements de 
confieuration échappe à un observateur doué de sens grossiers. 


35. Mais il y a une remarque importante à faire relativement à ce 
passage de l'analogie analytique à une analogie physique conerete. Déjà 
lanalogie analytique est de nature restreinte. Les formules hydrodynamiques 
que nous venons de développer correspondent à celles de l'électrodynamique 
stationnaire seulement, et non pas à celles de l'électrodynamique la plus 
générale. Si maintenant on passe de l'analogie analytique à une analogie 
physique, en introduisant l'une ou l'autre des hypothèses mentionnées ci- 
dessus, le domaine de lanalogie se restreint encore d'avantage. Et ce do- 
maine se restreint de deux maniéres différentes suivant la nature du mouve- 


ment spécialisé. 
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Dans le cas du mouvement permanent on arrive à une analogie qui 
ressortit des traveaux de v. HrrMHuorrz et de Lorp Ketvey. Dans le cas 
du mouvement vibratoire on arrive à l'analogie qu'a trouvée C. A. BJERK- 
NES pour le cas de corps sphériques, mais que nous allons démontrer ainsi 


d'une maniére générale. 


X. Etat de mouvement permanent. Analogies de v. Helmholtz 
et de Lord Kelvin. 


36. Dans le régime permanent les corps paraitront limités par des 
surfaces géométriques fixes dans l'éspace. Le mouvement du fluide ex- 
térieur sera done complétement indépendant du mouvement que possede le 
fluide à l’intérieur des corps. Quelles que soient les hypothèses que l'on 
fasse relativement aux corps, le mouvement dans l’espace extérieur sera le 
mouvement irrotationnel d’un fluide homogéne et incompressible, compris 
entre des surfaces limites fixes. Or on sait que ce mouvement ne peut 
exister qu'à la condition que l'espace soit à connections multiples. Il faut 
done qu'un ou plusieurs des corps soient percós de canaux, à travers des- 
quels le fluide peut circuler: c’est le mouvement de circulation à potentiel 
non uniforme, dont les propriétés sont bien connues. Les corps qui ne 
sont pas percés de canaux ne forment que des obstacles aux courants, qui 
existent, grice aux canaux dans les autres corps. Partout les lignes de 
courant sinflechissent tangentiellement aux surfaces des corps. 


37. La constitution et le mouvement intérieur des corps étant in- 
différent vis-à-vis du mouvement du fluide fondamental, supposons d'abord 
un cas limite trés simple. Supposons que les corps ont une densité infinie, 
et par conséquent un volume spécifique nul. Dans le eas magnétique cor- 
respondant les corps auront done une perméabilité magnétique nulle: c'est 
le cas idéal d'une diamagnétisme extréme. 

Poursuivons l'analogie dans ce cas idéal. Dans les corps infiniment 
diamagnétiques il peut exister une intensitó de champ finie. Mais la per- 
méabilité magnétique étant nulle, une induction nulle eorrespondra à l'in- 
tensité de champ finie. De méme, dans les corps infiniment lourds il peut 
exister une intensité de champ, c'est à dire une quantité de mouvement, 
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finie. Mais la vitesse qui y correspond est nulle. On peut done donner 
à ces corps une distribution intérieure quelconque de l'intensité de champ. 
La condition de leur immobilité dans l'espace reste remplie, sans qu'il soit 
nécessaire de spécialiser la distribution de cette inteusité de champ, ou 
bien d'introduire une vitesse d'énergie produite par des forces extérieures. 

On peut done se donner une distribution de l'intensité de champ qui 
correspond à une distribution quelconque des tourbillons dynamiques. Ou 
bien, on peut se donner dans les corps infiniment lourds une distribution 
queleonque de tourbillons dynamiques, et dans les corps infiniment dia- 
magnétiques une distribution queleonque de courants électriques. Ces deux 
systèmes sont donc analogues entre eux dans le sens que nous avons dé- 
veloppé. Au point de vue géométrique il y a une identité compléte entre 
les champs des deux systemes. Et à cette analogie géométrique directe 
s'ajoute l'analogie dynamique inverse. Il s'exerce dans le champ hydro- 
dynamique entre les corps infiniment lourds des forces apparentes à distance, 
qui sont au signe prés identiques aux forces qui agissent entre les corps 
infiniment diamagnétiques dans le champ électromagnétique. — Ainsi les 
corps infiniment lourds dans le systéme hydrodynamique agissent les uns 
sur les autres à l'inverse des corps infiniment diamagnétiques qui sont le 
siège d'un système quelconque de courants électriques. 

Dans des corps infiniment diamagnétiques qui sont percés d'un nombre 
suffisant de canaux d'une forme convenable, on peut distribuer des courants 
électriques de manière à obtenir dans l'espace extérieur un champ magné- 
tostatique quelconque. En ce qui concerne ses actions extérieures ce corps 
peut donc représenter un aimant permanent quelconque, mais avec cette 
particularité que cet aimant serait construit en une matière infiniment dia- 
magnétique. L'effet visible extérieur du diamagnétisme diminuera indéfini- 
ment si l'espace occupé par les pores devient infiniment grand comparé à 
lespace occupé par la matiére du corps. Dans ce sens nos corps poreux 
infiniment lourds donnent l'image hydrodynamique des aimants permanents. 

Ajoutons enfin qu'aux corps fluides infiniments lourds et immobiles 
nous pouvons, sans changer en rien l'effet extérieur, substituer des corps 
rigides immobiles. Nous retombons done sur le résultat suivant: 

Si dans un fluide homogéne et incompressible il se trouve des corps 
poreux, immobiles dans l'espace, et si à travers les pores de ces corps le 


fluide exécute le mouvement de circulation irrotationnelle, ces corps poreux 
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agiront les uns sur les autres comme des aimants permanents dont l'action 
apparente à distance serait changée de signe. 

La première idée d'une analogie de ce genre est due à EULER, qui 
n'a pas soupconné pourtant la nature inverse de la force à distance. ? 
L'énoncé précis et la démonstration rigoureuse sont dus a Lorp KELVIN.’ 


38. Les développements de Lorp Ketvin s'appuyaient sur l'analogie 
géométrique qu'avait énoncée v. HrLMHoLTZ dans son mémoire célèbre sur 
les mouvements tourbillonnaires. Montrons la connection de l'analogie que 
nous avons développée ici avec celle de v. HELMHOLTZ. 

Pour y arriver remarquons qu'au lieu de considérer des corps infini- 
ment lourds, nous pouvons considérer des corps d'ume densité queleonque. 
Mais pour assurer leur immobilité dans l'éspace il faut ou bien ajouter la vi- 
tesse d'énergie nécessaire, au bien se donner une distribution de tourbillons 
tout à fait particuliére. Dans le cas de l'électromagnétisme cela veut dire 
que si l'on donne aux corps des perméabilités magnétiques quelconques, il 
faut par des polarisations magnétiques intrinseques particuliéres, ou par des 
distributions particulières de courants électriques, s'arranger pour que le 
champ extérieur reste le méme que dans le cas de corps infiniment diamagné- 
tiques. Ces magnétisations ou ces courants ont done pour but de donner 
aux corps l'aspect extérieur de corps infiniment diamagnétiques. 

Cela ótant, supposons que le fluide qui constitue les corps ait la 
méme densité que le fluide extérieur. Supposons la vitesse d'énergie nulle 
et supposons donnée une distribution de tourbillons dynamiques, assujettie 
a la condition de laisser les corps stationnaires dans l'espace. Nous re- 
tombons done au cas des équations (12, c), et l'analogie se transfère immé- 
diatement de l'intensité de champ et du tourbillon dynamique à la vitesse 
actuelle et au tourbillon einématique. On peut done, dans ce cas, comparer 
aussi la vitesse aetuelle à l'intensité de champ magnétique, et le tourbillon 
cinématique au courant électrique: c'est la comparaison de v. Hrwuorrz. 

Mais v. HRLMHOLTZ énonce son résultat sous une forme moins spécialisée. 
Car pour lui la distribution de tourbillons est quoe et il n'est ns 


: agen Lettres à une princesse d'Allemagne, T. UT, lettres CLXXVI—CLXX VIII. 
* Sir Tuowsow, Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Feb. 
1870: ak on Electrostatics and Magnetism, London wi p. 567—571. 


Philosophieal Magazine, 4:th. Series, T. 45, p. 337—38. 1873 
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nécessaire que les masses fluides, possédant le mouvement tourbillonnaire, 
forment des corps stationaires dans l'éspace. Ces corps peuvent avoir des 
mouvements quelconques. Mais on ne gagne cette généralisation de l'ana- 
logie géométrique qu'aux dépens de l'analogie dynamique qui disparait to- 
talement. Ce fait est mis en pleine évidence par les exemples qu'on 
caleule ordinairement dans les cours d'hydrodynamique. On trouve par 
exemple que deux filets de tourbillons de méme intensité exécutent un 
mouvement de rotation l'un autour de l'autre, s'ils sont de méme signe, 
et un mouvement de translation l'un auprés de l'autre s'ils sont de signes 
contraires. Mais on ne trouve pas la moindre trace d'une attraction ou 
une répulsion entre les filets comme entre des courants électriques paral- 
léles. Du moment, au contraire, qu'on introduit la condition que les filets 
de tourbillons garderont leur situation dans l'espace, on trouvera une répul- 
sion en cas de rotations de méme sens, et une attraction en cas de rotations 
de sens contraire. Ce résultat peut étre vérifié expérimentellement à l'aide 
de corps solides eylindriques auxquels on donne un mouvement de rota- 
tion dans l'eau. 

Comme le prouve ce cas particulier, et comme le montrent les dé- 
veloppements de Lorp KELvIN, ainsi que les développements tout différents 
que nous venons de donner ici, c’est seulement dans le cas des tourbillons 
stationnaire dans l'espace que s'approfondit l’analogie de v. Her Mnorrz, en 
s'étendant aux forees apparentes à distance entre les tourbillons. 


XI. Etat de mouvements vibratoires. Analogie de C. A. Bjerknes. 


39. Considérons maintenant l'état de mouvement vibratoire. Dans 
un tel mouvement, le tourbillon dynamique, s'il existe, doit étre aussi né- 
cessairement vibratoire, et par conséquent fonction du temps. Mais nous 
avons démontré que la valeur de ce tourbillon est indépendante du temps 
(12). Pour éviter cette contradiction il faut done nécessairement supposer 
que ce tourbillon est partout identiquement nul 


|—m-—mc-o. 


C'est par cette condition que se restreint le domaine de l'analogie physique 


dans le eas des mouvements vibratoires. 
18 
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Dans ce cas les équations (20, A—D), qui démontrent l'analogi géomé- 
trique, se réduisent à 
uw — ku + u,, 


(A) v— kv +»,, 
w— kw + w,, 


91 ot dad 
Dy. -02, COE 
ou Ow ee 
(B) CONNU NE 
ot Mo 
$E rg ts 
ou 9v Ow 
* 
3 — — << e 
(0) Ow 2 OY à 92 


jointes aux conditions que dans le fluide fondamental on a 


u=0, e=0, 
(D) Vv, = O0, E liis 
Ww, =O, 


De méme les équations (25, A), qui démontrent l’analogie dynamique in- 
verse, se réduisent à 











z OUR ROUE — Qu, 5 5 $ Ok 

— —p A , ] Di 

A ut (re + = + x = +++ asi 

= = _du _dv _dw I = er Ole 

(E) = — ev (uo D — — - (wu? + v? 2) — 
(Be Ey: Fia do uu ee 
zs -9u, 9v, — dw, Dye geo MIS OÙ 

7, = — ew (x = U— w (at v qe 

a; \ O02 XE 92 =P ez ) "s 2! i x lcs 


Ces équations sont satisfaites à chaque instant pendant le mouvement. 
Il faut en déduire ce que constatera un observateur, ayant des sens trop 
grossiers pour voir les petites oscillations, mais observant seulement ce qui 
en résulte en moyenne. 
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40. Soit f(t) une fonction périodique du temps de période 7, 


(a) ft4- »)-—f(t). 


La fonction doit avoir des valeurs toujours finies, mais la période + doit 
étre une petite quantité du premier ordre. Je suppose de plus que cette 
fonetion périodique ait pour une période une valeur moyenne linéaire nulle, 
et une valeur moyenne quadratique égale à r, 


t+7 
(b) u AA C) c en 


t 


tc 


(c) zu Ka 1e 


Evidemment ces conditions ne restreignent pas essentiellement la forme de 
la fonction f(f) Citons comme un exemple d'une fonction qui jouit de 
ces propriétés 

\ 


; mec t 
(d) f(t) = yz sin on (= +a) 
Des hypothéses faites il résulte que nous pouvons toujours écrire 
= 
(e) | f(t)dt=e 
( étant un temps quelconque et ¢ une petite quantité du premier ordre. 


41. Remarquons maintenant que la vitesse d'expansion jointe à la 
vitesse d'énergie suffisent pour déterminer uniformément le champ de 
mouvement (18). Supposons done ces quantités données comme des fonc- 


tions périodiques du temps par les équations 
Gam n) 
4, = Ue ml (C), 
D DESI M 


i — We mi t ). 


(a) 


Tei e,,u Dem Wem sont des quantités indépendantes du temps qui don- 


* 
em 
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nent des mesures convenables de l'intensité moyenne des mouvements vibra- 
toires considérés. Car en vertu de (40,c) nous avons par exemple 

t+T 


if e’dr. 


t 


c 
| 
vid m 


Remarquons en outre que les quantités 6,, 2,5, Vems Wem Ont les unes 
par rapport aux autres les mémes signes qu'ont à une époque quelconque 
les quantités dépendantes du temps e,w,,v,,w,. D'autre part, en vertu 
de la propriété (40, e), les déplacements qui résultent des vitesses «, , v, , w,, 
ou les changements de volume qui résultent de la vitesse d'expansion e, 
seront toujours des petites quantités du premier ordre. Il en résulte comme 
un corollaire, qu'à une petite quantité du premier ordre prés on peut con- 
sidérer le volume spécifique k d'une particule quelconque du fluide comme 
constante. 

Cela étant on voit de suite qu'à des petites quantités du premier ordre 
prés on peut satisfaire aux équations (39, A—D) en écrivant 


u=u,,f (t), uU), 
(b) U= v,f(t), v = daft), 
w= w,f(t), 0 = Ww, ft). 
Car la substitution de (a) et (b) en (39, A—C) donne 
Un = Kus + Um 
(A) Um = Ko, + Vom 


Wn = KW, =F Wem) 


Um Um au 
oy Da ura 
Um Mm 

( B) ——— ———— = © 

N / oz 9 r ) 
Mn ru Um € Oo, 
dx 2) 

\ OU» Mn QU 
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relations auxquelles il faut joindre les conditions qui proviennent de la sub- 
stitution en (39, D), savoir 


oO} eee, 
(D) Ge 10: Bel: 
mal 10; 
Si les quantités indépendantes du temps w,, v, , Wms Um y Um > Um y Ue,m » Ve,m 


u e 


solution cherchee, qui est déterminée uniformément par les quantites 


k, satisfont aux équations (A—D), les formules (b) donnent la 


; 
em) Ym} 


données (a). 

Dans ce champ de mouvement vibratoire s’exercent des forces X, Y , Z, 
dont les valeurs momentanées sont données par les formules (39, E). Cal- 
ulons les valeurs moyennes. Pour la composante X cette valeur sera 


1 t+7 
rel Xdr. 
t 


En utilisant la propriété (40, c) de la fonction f(t), nous trouvons donc 
sans difficulté 














Xe EE Cn Se (s. = zi: Um ST Un ue) == 2 (Un == On == u Es) 9x ) 
— a = Waa = Oth oem Te = = ok 
(E) Ym == ae Cm Um s ( m y =F Um 57 "E Wm = zi: 2 (Win =F Um AE u =) dy ) 
= 22 — QU — ss Wen 1 = =n lh 
Zn = — Ent + (s. = "+0, = Lu, = ") + + On + Win) = - 


Comparons maintenant ces équations (A— E) aux équations primaires 
(39, A—E). On voit qu'elles ont exactement la méme forme. Dans le 
cas des vibrations synchrones il n'est done pas nécessaire d'écrire des 
formules différentes pour l'état de mouvement vrai, et pour l'état de 
mouvement moyen. On arrive aux équations qui décrivent l'état moyen 
simplement en changeant l'interprétation des symboles qui figurent dans les 
équations du mouvement vrai: on interprète les quantités w, v, w, u, 0, t0, 
W,,v,.W,, € non plus comme les valeurs actuelles, mais comme les moyen- 
nes quadratiques des quantités en question, et on considére en méme temps 
k comme indépendant du temps. 
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42. Quand on a ainsi changé l'interprétation des symboles qui figurent 
dans les équations (39, A—E), il n'y figure plus que des parametres indé- 
pendants du temps. Pour l'état de mouvement moyen l'analogie aux phé- 
nomènes électriques ou magnétiques subsiste donc indépendamment du 
temps. Dans cette interprétation des symboles, les équations (39, A—E) 
se distinguent des équations des champs électrostatiques ou magnétiques 
uniquement par le signe inverse des forces pondéromotrices (39, E). Pour 
un expérimentateur qui n'observe pas les petits mouvements, mais seule- 
ment les forces moyennes que subissent les corps, le systéme hydrodyna- 
mique semblerait done étre un systeme ¢lectrostatique ou magnétique, mais 
avec cette particularité singuliere, que les masses de méme nom s’attirent 
et les masses de nom contraire se repoussent. 

Le courant électroïdique étant nul, | =m — n — o, on voit que les 


Formules (28, b) de la force résultante vers un corps se réduisent à 
x= — k, f'eudz, 

(a) Y — — h, | evdz, 
Z — — h, | ewdz, 


formules dans lesquelles on interprète maintenant € comme étant la moyenne 
quadratique de la quantité e primitive. Les formules 


JEN Eo Ear 
AM s [] ee, er drdz,, 


" Sto der 
(b) pe {| e, 3. | dzdz,, 
os oy 4zr 
x LI 2 
Ls {| ee, — — dedi, 
SA 92 4rr 


donnent aux forces l'apparence extérieure de forces à distance entre les 
masses électroidiques ou magnétoidiques libres edz et e&,dz,. Ce sont, avec 
le signe changé, les formules qui permettent de caleuler toutes les actions 
à distance de l'électrostatique ou du magnétisme, soit que les masses libres 
dépendent d’électrisations vraies, de polarisations électriques ou magnétiques 


intrinsèques, ou enfin du phénomène de l'influence. 
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Les formules (a) et (b) sont indépendantes de la forme des corps. 
Elles renferment done comme des cas particuliers tous les résultats de 
C. A. BarnkNES relatifs aux actions apparentes à distance entre des corps 
sphériques qui effectuent des mouvements de vibrations dans un liquide par- 
fait. Remarquons enfin que les expériences, à l'aide desquelles C. A. BJERK- 
NES a vérifié dans une étendue si vaste ses résultats analytiques, réussissent 
aussi bien avec des corps d'autres formes que la forme sphérique. Les 
résultats généraux analytiques, que nous venons de développer, sont done 
déjà vérifiés dans une étendue considérable par des expériences concrétes. 
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UNE MÉTHODE GEOMETRIQUE ELEMENTAIRE POUR L'ÉTUDE 
DE CERTAINES QUESTIONS DE LA THEORIE 
DES*COURBES; PLANES? 


PAR 


HELGE von KOCH 


à STOCKHOLM. 


Jusqu'à l'époque où WEIERSTRASS inventa une fonction continue ne 
possédant, pour aucune valeur de la variable, une dérivée déterminée,” 
c'était une opinion bien répandue dans le monde scientifique que toute 
courbe continue possède une tangente déterminée (du moins en exceptant 
certains points singuliers); et l'on sait que, de temps en temps, plusieurs 
géométres éminents ont essayé de consolider cette opinion, fondée sans 
doute sur la représentation graphique des courbes, par des raisonnements 
logiques. * 

Bien que l'exemple dà à WEIERSTRASS ait pour toujours corrigé cette 
erreur, cet exemple ne satisfait pas l'esprit au point de vue géométrique; 


' Une partie du présent travail est la reproduction d'un article paru dans Arkiv 
för mathematik, astronomi och fysik (utg. af K. Sv. Vet.-Akademien, Stockholm), 
Bd Mr ps OST. 

* Voir Journ. f. Math., t. 79 (1875). 

* Parmi ces tentatives nous citerons celles d’AMPERE (J. ec. pol. cah. 13) de 
BERTRAND (Traite de C. diff. et intégr.; t. 1) et de GrrBERT (Brux. mem. 8°, t. 23 
(1872). — On trouve des notices historiques et bibliographiques dans l'ouvrage de 
M. E. Pascar: Esercisi e note crit. di calcole infinitesimale p. 85—128. Milano 1895. 
— Voir aussi Encyklopädie der Math. Wiss. II. A. 2, p. 63 et l'ouvrage de M. Dint 
(traduction LÜROTH-SCHEPP): Grundlagen für eine Theorie der Functionen einer ver- 
ünderlichen reellen Grósse, p. 988 sulv., p. 205—229. 
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ear la fonction dont il s’agit est définie par une expression analytique qui 
cache la nature géométrique de la courbe correspondante de sorte qu'on 
ne voit pas, en se placant à ce point de vue, pourquoi la courbe n'a pas 
de tangente; on dirait plutôt que l'apparence est ici en contradiction avec 
la réalité du fait, établi par Wertersrrass d'une manière purement ana- 
lytique. ' 

C'est pourquoi je me suis demandé — et je crois que cette question 
est d'importance surtout au point de vue de l'enseignement des principes 
fondamentaux de l'analyse et de la géométrie — si l'on pouvait trouver 
une courbe sans tangente oü l'apparence géométrique füt e» accord avec le 
fait dont il s'agit. La courbe que j'ai trouvée et qui fait l'objet principal 
de l'étude suivante est définie par une construction géométrique, suffisam- 
ment simple, je crois, pour que tout le monde puisse pressentir, déjà par 

l'intuition naive»,* l'impossibilité d'une tangente déterminée. 

Cette construction n'est d'ailleurs qu'un cas particulier d'une méthode 
qui peut servir dans l'étude de plusieurs questions concernant les courbes 
planes. On en trouvera des indications dans les deux derniers paragraphes. 


Introduction. 


Nous commencons par rappeler quelques notions dont nous aurons 
besoin dans la suite. 

Un ensemble de points C dans un plan s'appelle un are de courbe si 
on peut lui faire correspondre un segment rectiligne AB de telle manière 
qu'à tous les points de AB correspondent des points déterminés constituant 
l'ensemble €. 


Parmi les nombreux exemples analogues qui ont été publiés aprés celui de WEIER- 
SIRASS, il n'y a aucun, à ma connaissance, auquel ne s'applique la même remarque. 
Un essai de C. WIENER (Journ. f. Math, t. 90, p. 221; Cf. WEIERSTRASS, Funclionen- 
lehre, p. 100) d'élucider géométriquement la courbe définie par la fonction de WEIER- 
STRASS ne suffit pas, semble-t-il, pour lever la difficulté dont il s'agit. 
* J'emprunte cette expression à une conférence de M. Klein sur le caractère ma- 
thématique de l'intuition de l'espace (1893). 
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Considérons un tel ensemble et désignons par A(X) le point de C 
qui correspond au point X du:segment AB. Soit X’ un point quelconque 
de AB, K(X’) le point correspondant de €; on dit que la courbe est con- 
tinue au point K(X) si le point A(X’) s'approche indéfiniment du point 
K(X) quand X' tend vers X d'une maniére quelconque; si cette condition 
est vérifiée pour tout point de l'are considéré, on appelle celui-ci un are 
de courbe continue ou un are continu. * 

Soit C un tel are, A(X) un point de € correspondant au point X de 
AB; sil y a sur AB un point X’ distinct de X (et distinct de B si X 
coincide avec A, distinct de A si X coincide avec B) tel que le point 
correspondant A(X’) coincide avec A(X), ce point s'appelle un point mul- 
tiple de la courbe; dans le cas contraire, A(X) s'appelle un point simple. 
Si tous les points de l'arc € sont simples, ‘celui-ci s'appelle un are continu 
simple ou encore, d'après la terminologie de M. HirsERT, une courbe de 
M. Jorpan. Enfin, un tel arc s'appelle fermé ou ouvert selon que les 
points K(A) et K(D) coincident ou non. 


Considérons un tel are ouvert C. Soient X,, X, deux points du seg- 


155 
ment AB et désignons par v, , x, leurs distances respectives du point 4. 
On dit que le point K(X,) de C précède ou succède le point K(X, 

que rz, «cz, ou T, $,. Si lon prend sur AB trois points X,, X,, X, 


) selon 


on dit que le point A(X,) de la courbe est intermediaire aux points AUX), 
K(X,) ou que ce point est situé entre les deux autres, si le point X, est 
situé entre les points X,, X,. Les points A(4), A(B) de la courbe qui 
correspondent aux extrémités du segment AB s'appellent les ertrémités de 
l'are considéré. Si l'on fait parcourir à X le segment AB dans le sens 
convenu comme positif, on dit que le point correspondant A parcourt 
lare de courbe C dans le sens positif. 

Si l'on joint deux points A’, A’ de la courbe par une droite, celle-ci 
s'appelle une sécante de la courbe et la partie de cette sécante comprise 
entre A et A’ s'appelle une corde de la courbe. 

Fixons le point A et faisons tendre A’ d'une manière quelconque vers 


NK; si la sécante KK’ tend alors vers une direction limite T° bien déterminée, 


! Analytiquement, la dernière condition revient à supposer les coordonnées car- 
tésiennes u, v d'un point de la courbe exprimables en fonctions coutinues par rapport 


à un parametre. 
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on dit que la courbe a en X une tangente et la droite T s'appelle la 
tangente de C au point A;' dans le cas contraire on dit que la courbe 
n'a pas au point A une tangente déterminée ou, d'une manière plus brève, 
que la courbe est sans tangente en K. 

Supposons que la courbe considérée ait au point A une tangente dé- 
terminée 7. Soient L et M deux points voisins sur la courbe tels que 
K se trouve entre L et M. Alors la sécante LM tend nécessairement 
vers 7' comme position limite quand Z et M tendent vers K tout en 
restant sur la courbe à des côtés opposés par rapport à K.” 

Rappelons enfin la définition de la longueur d'un are de courbe KK’. 
Intercalons sur cet arc, entre A et A’, un certain nombre de points Kj, 


K,,..., K, et considérons la ligne polygonale formée par les cordes KK‘, 
K\K,,..., K,K’. Faisons augmenter indéfiniment le nombre de ces points 


intermédiaires de telle manière que la longueur de chacune de ces cordes 
tende vers zéro. Si la longueur de la ligne polygonale ainsi définie tend 
vers une valeur finie et déterminée £L, on dit que l'are de courbe AK’ 
est rectifiable et a pour longueur L. 

Dans le cas contraire on dit que l'are n'est pas rectifiable. On prouve 
dans ce cas que la longueur de la ligne polygonale tend vers l'infini, et 
l'on convient de dire que la longueur de l'are est infinie. 


il: 


Definition de la courbe P et de la fonction f(x). — Continuité. — 
Non-existence de la tangente. 


1. Joignons par une droite deux points A et B d'un plan (fig. 1). 
Partageons le segment AB en trois parties égales AO, CE, EB, et con- 


Nous considérons la direction de K vers K’ comme la direction positive de la 


secante KK’ si K’ succède K sur la courbe, ce qui détermine la direction positive de 
la tangente T'. 

Ce théoréme simple, que nous n'avons pas rencontré ailleurs, est d'une grande 
utilité dans la suite. La démonstration est immédiate. En effet, si A est précédé par 
l, et succédé par M, LK et KM coincident, à la limite, avec la direction positive de 
l',, done l'angle formé par ces directions tend vers zéro: or, cet angle étant supérieur 
à l'angle KZM, ce dernier teud aussi vers zéro, ce qui prouve que ZM coincide, à la 
limite, avec la direction positive de 1’. 
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struisons sur CE comme base un triangle équilatéral ODE. Nous aurons 
une ligne brisée ACDEB formée par 4 segments égaux. Pour fixer le 
côté vers lequel doit être tourné le triangle, nous conviendrons de regarder 
une direction (par exemple celle de A vers 5) comme positive et de con- 
sidérer comme positif le cóté laissé à gauche quand on parcourt le segment 
dans le sens positif. Pour abréger, nous désignons par © cette opération 
au moyen de laquelle on passe d'un segment rectiligne Ab à la ligne po- 


lygonale ACDEB déviant de AB vers le côté positif. 


c 
A C E B 
Fig. I 
D 





= 
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> 
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A 
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Fig. 2. 


2. Partons maintenant d'une ligne droite déterminée AL, le sens de 
A vers B étant considéré comme positif (fig. 2). Par l'opération 2, AB 
est remplacée par la ligne brisée ACDEB, les segments AC, CD, DE, EB 
étant égaux entre eux et leur sens positif étant respectivement celui de 4 
vers C, de C vers D, de D vers E, de E vers D. 

Effectuons l'opération 2 sur chacun de ces segments; la ligne ACDED 
sera remplacée par la ligne brisée AFGHCIKLDMNOEPQRB composée 


de 16 segments égaux Al’, F6 ete. 
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Sur chacun de ces derniers segments nous effectuons encore l'opération 
9: nous aurons une ligne brisée ASTUF... composée par 4° = 64 seg- 
ments égaux entre eux AS, ST ete. 

Effectuant l'opération 2 sur chacun de ces nouveaux segments et 
continuant ainsi indéfiniment, nous obtenons une suite indéfinie de lignes 


polygonales que nous désignerons par 
(1) Jee elif 


et qui se composent respectivement de 


1 


2 n 
1,4,4 ,...,4 FON 


eötes. P, désigne la droite primitive Ab, P, la ligne AUDEB et ainsi 
de suite. 

Nous allons voir que, quand » croit indéfiniment, P, tend vers une 
courbe continue P qui ne possède, en aucun point, de tangente déterminée. 


3. Nous nommerons sommets de P, les deux points À et B, sommets 
de P, les 4+ 1 points A, C, D, E, D, sommets de P, les 4* + 1 points 
A, F,G,..., D et ainsi de suite. On voit que P, aura 4""'"+ 1 sommets, 
que tous les 4" *-4- 1 sommets de P, , sont aussi des sommets de P, et 
que, par suite, le nombre de sommets nouveaux introduits par le passage 
de P,-, à P, est égal à 3.47%. 

Désignons par S l'ensemble des sommets de toutes les lignes (1). 
De la construction résulte que si l'on considère un côté quelconque KL 
d'une ligne queleonque P, il y aura, dans chaque voisinage de A, une 
infinité de points S situés sur AL; desienant par IK le côté de P, qui 
précède AL il y a par la méme raison, dans chaque voisinage de A’, une 
infinité de points S situés sur IK. Les côtés IK et KL formant entre eux 
un angle IXZ égal, selon les cas, à 60° ou à 120°, on peut done affirmer 
que la droite joignant deux sommets queleonque A et A’ ne peut pas 
tendre vers une position limite déterminée quand le point A" (tout en 
restant sommet) tend vers A d'une manière quelconque. (Si K — A ou 


K — D il faut modifier légèrement le raisonnement qui precede). 
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Designons par S’ l'ensemble des points limites! des points S. 

Chaque point de la courbe que nous allons définir sera ou un sommet 
ou un point limite des sommets; autrement dit, notre courbe sera composée 
par un ensemble de points P compris tout entier dans l'ensemble S'." 


4. Pour définir P, nous allons faire correspondre à chaque point X 
du segment AB un point déterminé A(X) de P et nous introduirons en 
méme temps une fonction continue f(x) qui joue un rôle fondamental 
pour l'étude de la courbe. 

Désignons par x la distance de A au point X. Si ce point appartient 
à S’ nous prendrons 


K(X)-—X 


et 
(lo) (9 


Dans le cas contraire nous menons de X une perpendiculaire XX, a 
AX (dirigée vers le cóté positif de AB) 

En prolongeant suffisamment cette perpendiculaire, on rencontre né- 
Soit P, la 


ve 


cessairement le contour d'une ou de plusieurs des lignes P 
premiére ligne rencontrée et X, le point de rencontre. 
Si X, est un point de 5’ nous prenons 


AIX) SO, 


-et nous désignons par f(x) la longueur XX,. 

Dans le cas contraire, X, appartient à un des segments rectilignes 
qui composent P,, terminé par deux sommets consécutifs — soit 5, et 5, 
— de P,. Menons alors de X, une perpendiculaire X, X, à 5,5, (dirigée 
vers le côté positif de 8,8,). Soit P, la premiere des lignes (1) qu'on 
rencontre — soit en X, — en prolongeant suffisamment la perpendieulaire 
dont il s'agit. 


' D'après la terminologie de M. G. Cantor, S’ est la première dérivée de S. 
D'aprés ce qui a été dit plus haut il résulte que tout point de S appartient à S'. Dire 
qu'un point K appartient à S’ revient donc à dire que c'est ou un sommet ou un point 
limite des sommets. > 

* Réciproquement tout point de S’ appartient à P, c'est-à-dire on a P = S', ce 
qui résulte facilement des résultats que nous allons établir. 
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Si X, est un point de S’ nous ferons 


et nous désignerons par /(x) là somme des longueurs XX, et X,X,. 

Si X, n'est pas un point de S’ nous désignons par 7i, T, les ex- 
trémités du segment de P; sur lequel se trouve X,; ces extrémités seront 
certains sommets consécutifs de P;. Nous élevons de X, une perpendi- 
eulaire X, X, sur T, T, vers le côté positif et désignons par X, le premier 
point de rencontre avec une des lignes ER 

Continuant ainsi de proche en proche deux cas pourront se présenter. 
Ou bien on rencontrera, aprés avoir élevé un certain nombre de perpen- 


diculaires: 


XX,, XX... MAX 


=} 


dont on désignera respectivement par f(x), f(x), ..., f(x) les longueurs, 
un point X, appartenant a S’, et alors on prendra A(X) — X, et désignera 
par f(x) la somme de ces perpendiculaires; ou bien on ne rencontrera 


Yr 


jamais un point de S Dans le dernier eas, on aura une suite indéfinie 


J 


de perpendiculaires 


/ TY 7 NZ. 7 
(2) XX, UNION er NN IN 
dont on désignera les longueurs respectives par f(x), f(x), f(x), ... et 


dont la somme sera, ainsi que nous démontrerons, égale à un nombre fini, 
En effet, prenant la distance Ab comme unité de longueur, le segment 


è 


CE est égal à — et la perpendiculaire abaissée du point D (fig. 2) sur CE 
I 


, xu ; : 
est égal à 6 V3: CDE étant le plus grand triangle de la figure, on a 


évidemment 


pour toute valeur de x de l'intervalle considéré 
(3) OS a 


Les triangles FGH,IKL ete. construits sur les côtés de P, = ACDEB 


Une méthode géométrique élémentaire. 155 


P ii à , 
ayant leurs cótés égaux à = ceux construits sur les côtés de P. ayant 


A ^ ^ > I . * . . A 
leurs côtés égaux a 25 et ainsi de suite on obtient de méme 
XEM SE Us 
BT Vs 
Bun 


pour tout l'intervalle (3). 
La somme des longueurs (2) ne peut done pas étre supérieure au 
to} 
nombre 


SG utue)oié 


et est, par suite, convergente. La somme de cette série dont l'existence 
est ainsi démontrée sera désignée par f(x); en suivant indéfiniment la ligne 
brisée XX,X,X,... on approchera done indéfiniment d'un point déterminé 
qui, nous le convenons, sera le point A(X) correspondant à X et dont la 
distance de X, mesurée le long de la ligne brisée XX, X, X, ..., sera égale 
à f(x). On voit immédiatement que K(X) fait partie de l'ensemble S’ 

Si nous convenons, dans le cas ot la suite des perpendiculaires (2) ne 
contient que k termes, de mettre 


fex) = o, fix2(T) = , 


nous avons done une fonction f(x) définie, pour toute valeur de x de l'in- 
tervalle O— 1, par la formule 


f(x) = f(x) + f(x) + 


Tous les points K(X) ainsi obtenus constituent, par définition, notre 
ensemble P. A chaque point X sur AB correspond un point bien: dé- 
terminé K(X) de P dont la position est définie moyennant la fonction f(x). 

Tl nous faut commencer par prouver que cet ensemble constitue une 
courbe continue, dans le sens ordinaire de ce mot. 
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5. De deux points A, et A, de P correspondant à des valeurs x, et 


x, de æ, nous voyons que A, précède K, si x, < x, que K, succède K, dans 


le cas contraire.’ De trois points K,, X,, K, correspondants aux valeurs 


GJ er GaN 


K, est intermédiaire aux points K,, K,. 

Ainsi, par exemple, entre les deux points A et B de notre P nous 
avons trois points intermédiaires C, D, E appartenant à la ligne P,, 15 
points intermédiaires Ff’, G, H ete. appartenant à P, et ainsi de Suite. 

De méme entre deux sommets consécutifs S, et S, de la ligne P,, 
qui sont, par définition, des points de P, il y a trois points intermédiaires 
(appartenant à P,,,), 15 points intermédiaires (appartenant à P,,,) et ainsi 
de suite. 

Nous avons défini un point queleonque A de P en menant successive- 


ment certaines perpendiculaires 
TW ana 
(2) AN GD, Fe 


rencontrant respectivement P, en X,, P, en X,, et ainsi de suite, X, 
étant situé entre deux sommets $,, S, de P, et de méme X, entre deux 
sommets 7), T, de P, etc. Le point A est donc, d’après notre définition, 
un point intermédiaire à 5, et S,, intermédiaire à T, et T, et ainsi de suite. 
Dans le cas ott la suite (2) se prolonge indéfiniment nous aurons done une 


suite infinie de segments 


Enos En p ME 


décroissant indéfiniment et embrassant tous le point A qui se trouve ainsi 
intercalé entre des points dont la distance diminue indéfiniment. 


6. Il nous faut prouver que la fonction f(x) qui est une fonction 


bien déterminée de & dans l'intervalle 
(3) o<ısı 
est aussi continue dans cet intervalle. Pour cela nous montrerons d’abord 
que chacune des fonctions 
f(x) ) f), n" Be 


Of. les définitions adoptées au début. 
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est continue dans l'intervalle dont il sagit et ensuite que la somme de ces 
fonetions y converge uniformément. 

Par définition, f(x) est la distance d'un point d'une certaine ligne 
continue C, (composée par une infinité de segments rectilignes) à la droite 
AB et cette fonction est done nécessairement continue. Aux points ex- 
trémes 4, B cette fonction s'annule. 

f(x) est la distance d'un point d'une certaine ligne continue C, 
(semblable à C,) à un certain côté SS, de la ligne polygonale P,; en 
considérant f,(æ) comme fonction de lare mesuré le long de 5,5, on voit 
que c’est une fonction continue de cet arc et, par conséquent, de la va- 
riable æ dans l'intervalle correspondant. Or, f(x) étant égal à zéro pour 


les valeurs de æ correspondant aux extrémités S 


,, S, et la méme circon- 


stance se présentant pour les côtés voisins de P,, on voit que f(x) est 
continue dans tout l'intervalle (3). 
La, méme démonstration s'applique aux autres fonctions f(x), f,(2), .... 


Toutes les fonctions f(x), f, (2), ... sont done continues dans l'intervalle (3). 


Maintenant, comme ces fonctions satisfont aux inégalités (4) dans cet 
intervalle, on voit que leur somme Xf,(r) y converge uniformément, Done, 


d'aprés un théoréme classique, la fonction f(x) représentée par cette série 
est une fonction continue dans cet intervalle. 


7. Désignons maintenant par A(x) le point de P correspondant à 
la valeur x de l'intervalle o...1. Pour voir que P est un are de courbe 
continue au point A, il nous faut montrer que 


lim K(z') = K(x) 


pour 
lima’ = x 


c'est-à-dire que la distance entre les points A(x’) et A(x) diminue indéfini- 
ment avec |z' — c |. 

Prenons d'abord le cas où A(x) est un point appartenant à une des 
lignes P, ou, ce qui revient au méme, que ce point soit défini par un 


nombre fini de perpendiculaires 


Wikis DER ol als, X 
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rencontrant respectivement les lignes polygonales 


> 

dg PR! N ey 
aux points X,, X,,..., X, des côtés respectifs 
/ CY, QJ Y Cr Y , 2 
(5) 8,81, 5,85, ..., 5,5,, 


Soient 


0 
4 


le point X, étant sur P,, entre les sommets $; et S:. 
, , , , 
AUN Pe eee 


la suite (finie ou infinie) de perpendiculaires définissant le point K(a’), a’ 
étant une valeur voisine de z. Il résulte de la construction adoptée que 
si l'on choisit [& — «| suffisamment petit on peut faire en sorte que les 
points 


4, 1 , 
Ws) Aes ee. 


appartiennent respectivement aux côtés (5) et que la distance entre X; et 
X, soit inférieure à une quantité 9 donnée d'avance. 
Or, on passe du point X; au point A(x’) par une suite de perpen- 
diculaires 
X, "T ) ANS USE 


de longueurs respectives 


Fie S fco (52) See 


Comme 


fii) E fit) =O , 


on a, à cause de la continuité de la somme Zf(x), 


lim (faa(2’') + fuso) .. .) EI 


r-z 


La distance absolue entre les points X; et K(z') ne pouvant étre su- 
périeure à la longueur de la ligne brisée 


T1 , , 
Xi Xi ko. 


c'est-à-dire à 


f (8) ac fisd(m) +... 
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on voit done que cette distance tend vers zéro avec |r'— x]. Comme il 
en est de méme de la distance entre X; et X, = K(x), il est done prouvé 
que la distance entre A(x) et A(z') diminue indéfiniment avec |«’ — x]. 

Considérons en second lieu le cas où le point donné A(x) est défini 
par un nombre illimité de perpendiculaires 


NONU) QUARE 
rencontrant respectivement les lignes 
P. erede 


aux points 


des cótés 
Y 0 [2 
SYS. 


et conservons d'ailleurs les notations du cas précédent. 
Soit s une quantité donnée; choisissons À suffisamment grand pour 
que la somme 


far (2) + fega(@) + --- 
soit moindre que = pour tout l'intervalle (3). On voit alors que la 
distance des points X, et A(x) et de méme que la distance entre X; et 


K(a') est moindre que -.  Choisissons enfin |z' — | suffisamment petit 
3 


pour que la distance entre X, et X; soit inférieure à - , ce qui est toujours 


wim 


possible d'aprés ce qui précéde. Il est alors évident que la distance entre 
K(x) et K(x’) est moindre que & ou, en d'autres termes, que cette distance 
peut être rendue aussi petite qu'on le veut en faisant [z'—x| suffisam- 
ment petit. 


Donc l'ensemble P constitue un arc de courbe continue en chaque point. 
Dans ce qui va suivre, nous conservons la lettre P pour désigner la 


courbe ainsi définie. 


8. En joignant les points 4, D et D, B (fig. 2) par des droites, 
on obtient un triangle ADB circonscrit à la courbe P, en entendant par 
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la que tout point de P se trouve à l'intérieur ou sur le contour de ce 
triangle. En effet la construction adoptée montre d'abord que chaque 
sommet se trouve à l'intérieur ou sur le contour de ce triangle (ainsi, par 
exemple T, W,@,K se trouvent sur la droite AD) et il en est done de 
méme de l'ensemble S’ des points limites des sommets. 

Par la méme raison, le triangle AGC est circonscrit à la partie de la 
courbe P comprise entre A et C (fig. 2), le triangle CAD est circonscrit 
à la partie comprise entre C et D et ainsi de suite. 

Par conséquent la partie de P comprise entre C et E se trouve à 
l'intérieur ou sur la limite du pentagone CKDNE (où l'on remarque que 
les cótés CK et EN sont perpendiculaires à AB). 





De la méme maniére on voit que, si LM (fig. 3) est un cóté quel- 
tout point de P intermédiaire a L et M 
se trouve à l'intérieur ou sur le contour d'un triangle LRM où chacun 
des angles L et M est égal à 30°; et les points N et T divisant LM en 
trois segments égaux, la partie de P compris entre N et T se trouve né- 


conque d'une ligne brisée P 


ay 


cessairement compris dans un pentagone construit sur [NT comme base et 
semblable à celui dont il était question tout à l'heure. 

Pour abréger nous appellerons CE segment lacunaire de AB (fig. 2), 
FH segment lacunaire de AC etc.; d'une manière générale, LM (fig. 3) 
étant un côté de P,, le segment NT sera désigné comme segment lacunaire 
de ce cóté. Adoptant cette terminologie, on voit que sur AB (fig. 2) il 
I 
3 


: Dis s 
segments FH et PR de longueur (5) , 4 segments lacunaires de longueur 
3 


y a 1 segment lacunaire CE de longueur - (AB étant supposé = 1), 2 


3 


I oD. : R N 
(;) et ainsi de suite. La somme de tous ces segments est done égale a 
3 g 


Une méthode géométrique élémentaire. 159 


I 2 Susi 
Zar Ar ete at 
3 3 S. 


c'est-à-dire égale à la longueur de AP. 
Par la méthode adoptée pour définir la courbe P, on a été amené à 
construire sur chaque segment lacunaire comme base un triangle équilatéral ; 


et l'opération € définie au n° 


1 consiste préeisément à remplacer un 
seement lacunaire (par exemple FH) par une ligne brisée (FGH) com- 
posée par les deux autres cótés du triangle en question. 

Convenant de désigner par A l'opération qui consiste à effectuer l'opéra- 
tion 2 sur tous les segments lacunaires de 4 5 simultanément, on voit que, 
par cette opération, la droite AB se trouve remplacée par une certaine courbe 
continue C, composée par des segments rectilignes formant entre eux des 
angles égaux à 60°. C'est la courbe dont il a été question au n? 6; son 
équation en coordonnées rectangulaires (4 étant l'origine et AD l'axe des 
x) peut s' écrire 


y — f(x), 


f(x) étant la fonction définie au n? 4. 

Au lieu de définir la courbe P a l’aide d'une suite d'opérations 2, nous 
pouvons maintenant l'obtenir par une succession d'opérations A. Apres 
avoir remplacé, à l'aide de l'opération A, la droite primitive AB par la ligne 
C,, on peut effectuer sur chacun des segments rectilignes qui composent 
C, la même opération et ainsi indéfiniment. On obtient ainsi une succes- 


sion illimitée de courbes 
ABS, 


et des considérations bien simples montrent qu’on arrive ainsi a une courbe 
limite identique a P. 

En adoptant cette méthode de définir P, on peut démontrer simple- 
ment que tout point de P est un point simple de la courbe ou, en d'autres 
termes, qu'à des points distincts X, X’ de AB correspondent des points 


distincts A(X), K(X') de la courbe. Soient en effet 
(K) 5 ND. (n 441. 

et 

(K^) DG) AUR. À. 
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les suites de perpendiculaires définissant respectivement A(X) et A(X’) et 
admettons que les points limites A(X) et A(X’) coincident; nous en con- 
clurons que X et X' doivent coincider aussi. 

Considérons d'abord le cas où les deux suites (A) et (A') sont illi- 
mitées. 

Le point X de AB doit se trouver sur un des segments lacunaires 
de AB (les extrémités du segment étant exclues); car dans le cas contraire 
X serait un sommet ou un point limite des sommets et l'on aurait, par 
suite, A(X) — X contrairement à l'hypothése. Par la méme raison X' doit 
se trouver sur un segment lacunaire. Il est clair dés lors que X et X’ 
doivent se trouver sur le méme segment lacunaire; car dans le cas con- 
traire on pourrait affirmer, d'après ce qui précède, que A(X) et A(X’) se 
trouveraient respectivement compris dans deux pentagones n'ayant aucun 
point en commun, ce qui serait contraire à l'hypothèse A(X) = A(X’). 

Par définition, X, désigne le point ot la perpendiculaire XX, ren- 
contre la ligne ©; X, est donc un point d'un certain segment rectiligne 
de C, et le méme raisonnement que plus haut montre que X, doit ap- 
partenir à un segment lacunaire; de méme Xj doit appartenir à un segment 
lacunaire et on conclut comme plus haut que X, et Xj appartiennent né- 
cessairement au méme segment lacunaire. Continuant ainsi de proche en 
proche on démontre que quelque grand que soit k, les points X, et X; se 
trouvent sur le méme segment lacunaire. Or le segment qui comprend X, 
et X{ fait, d'après la construction adoptée, un angle égal à 60° ou 120° 
avec le segment comprenant X et X’. Designant par XX’ la distance entre 
les points X et X’ on a done la relation 

ET: 
le méme raisonnement s'appliquant aux points X,, Xj on a la relation 
générale 

Xa, ek, OX IE (k=2, 3, ...) 

d'oü 

RO — 2 NN 
ce qui, X, et X; tendant par hypothèse vers un méme point A(X) = A(X’), 
exige nécessairement 

XX’ 9 


c'est-à-dire que les points X, X’ coincident. 
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Tl nous reste à considérer le cas où l'une au moins des deux suites 
(K), (K") consiste d'un nombre fini de termes. Supposons par exemple que 
la suite (A) consiste de k termes 


YONG XG X MER X. Y. 


et que la suite (A") contienne un nombre de termes (fini ou infini) >k. 

Par les mémes raisons que dans le cas précédent on voit alors que 
X et X' se trouvent sur un méme segment lacunaire, que X, et Xj se 
trouvent sur un méme segment lacunaire, ..., que X, , et X; , se trou- 
vent sur un méme segment lacunaire. Supposons que X et X' soient des 
points distincts; il en est alors de méme de X, , et X; , (car on a 
Per NOX’) et 
étant par hypothèse un point de l'ensemble S" (c'est-à-dire un sommet ou 


, par conséquent, de X, et X; or X, — K(X) 
un point limite des sommets), X; ne peut pas étre un point de S’ (car 
alors on aurait X; — K(X’) contrairement à l'hypothése A(X’) = K(X)). 
Par eonséquent X; doit appartenir à un segment laeunaire. Soit NT (fig. 
3) le segment lacunaire comprenant X, , et X; ,; alors X, est un point 
de S’ se trouvant sur l'un ou sur l'autre des deux côtés NR et TR et X; 
appartient à un segment lacunaire — disons N, T, — appartenant à l'un de 
ces côtés. Les points de la courbe P intermédiaires à N, et 7, se trouvent, 
d'aprés ce qui précéde, compris dans un certain pentagone dont le contour 
n'a d'autres points en commun avec les côtés NR et TR que les points 
du segment N,7,; X, est donc séparé de ce contour et ne peut pas coin- 
cider avec le point A(X’) (défini par la suite (A’)) qui est un point de la 
courbe P intermédiaire à N, et 7,. Le théorème est done démontré. 


Donc P est un are continu simple. 
9. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme qui fait l'objet 
prineipal de notre étude. 


Théorème. La courbe P n'admet en aucun point une tangente dé- 
terminée. 


Considérons d'abord un point A de la courbe qui est en même temps 
un sommet d'une ligne polygonale P,. 
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Dans chaque voisinage de A il y a une infinité de sommets A’ et, 
d'aprés ce qui a été dit plus haut (pag. 150), nous savons que la droite 
joignant A à un point A’ ne peut tendre vers une limite déterminée 
lorsque K’ s'approche de A d'une maniere quelconque. Or, les points Æ 
et K’ étant des points de la courbe, la droite KK’ est une secante de P 
qui tendrait vers une position déterminée si la tangente en Ä existait. 
Done la courbe ne peut pas avoir en K une tangente déterminée. 

Considérons, en second lieu, le cas où le point A est situé sur une 
ligne polygonale P, mais n'est pas un sommet. K est alors nécessairement 


un point limite des sommets et reste, par conséquent, commun à toutes 


les lignes 


Pes CE PES UTILES ON DO 


On peut done supposer l'indice a choisi aussi grand que l'on veut. 
Cela remarqué, soit LM le côté de P, sur lequel se trouve KA (fig. 3) et 
LNRTM la ligne brisée obtenue en effectuant l'opération 9 sur LM. 
Les sommets N, R, T sont done des points de la courbe P et l'on a 


UON UNT Ren 


Mais de là résulte que l'angle RAN est compris entre 30° et 60°. 

Or, K est situé sur la courbe P entre les points L et N (ou entre 
les points T et M); done,’ si la courbe avait en A une tangente dé- 
terminée, laTsécante KR tendrait (pour à — co) vers la méme limite que 
LN (ou TM) ce qui est impossible, l'angle formé par ces droites apparte- 
nant à l'intervalle 30°... 60°. 

Considérons, comme dernier cas, un point K de P qui n'est situé sur 
aucune des lienes P,. Dans ce cas, K est défini par une suite illimitée 
de perpendiculaires - 


Ke Kok, KOK Me 


2» 


rencontrant respectivement les lignes polygonales 


J > 
Pto se De 
aux points X,, X,, X,,... des côtés 
,/ Y C m m 1 oT fie 
(6) SS PI eee 


1 


Voir l'introduction. 
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D'après ce qui précède A est un point de la courbe P situé entre les 


points S, et S,, entre les points T, et T,, entre les points U, et U, et 


ainsi de suite. La suite des points 
S d Ub ic 


s'approchent de A indéfiniment du méme côté, c'est-à-dire ces points pré- 
cédent tous le point K; et c'est du cóté opposé que s'approchent les points 


T. 


273 


Q | 
5e ENDE 


Done, si la courbe avait en K une tangente déterminée, les sécantes 
(6) auraient cette tangente comme limite commune. Or, cela est impos- 
sible, l'angle formé par deux sécantes consécutives étant, selon les cas, égal 
a 60° ou 120°. 

Le théoréme est done démontré pour tout point de la courbe. 


AI. 


Questions de rectification et de quadrature. — Représentation 
paramétrique. 


10. Designons par L, la longueur de la ligne polygonale P;. Le 
segment AB (fig. 2) étant pris pour unité de longueur on a L,= AB — r. 


Par l'opération 2, P, se change en P,, cette derniére ligne ayant visible- 


et P, la longueur se trouve en- 


ment la longueur 5 d'uBn passant de P, 
3 


et ainsi de suite. On a done, d'une ma- 


: 02 4 
core une fois multipliée par ^ 
d 3 


niere générale 


d'oü 
lim L, — co 


yo 
Il en résulte que la longueur de l'are de courbe P compris entre A 
et B est infinie. De la méme maniére on peut démontrer le méme de 


lare compris entre deux sommets quelconques, d'où se déduit sans diffi- 
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culté que la longueur de l'are compris entre deux points quelconques de la 
courbe est infinie. 

Il est aussi facile d'évaluer l'aire comprise entre la courbe et l'une 
de ses cordes. Prenons par exemple la corde Ab.  L'aire comprise entre 


AB —.P, et P, est égale a l'aire d'un triangle équilateral de base zm - 
c'est-à-dire égale à 

us ta 

36 V3 ^"UTÓ6 v3 : 9" 


l'aire comprise entre P, et P, est égal à la somme de 4 triangles (voir 


fig. 2) équilatéraux de base égale à -; cette aire est done égale a 


Ole 


2 


ZI 


Pour avoir l'aire A, comprise entre P, et P,,, rappelons que P, est 


v 


I 
zy pour 


- Donale ide al Ne : 4 3 
une ligne polygonale de 4 cötes dont chacun est égale a 3 
passer de P, à P,,, on construit sur chaque côté un petit triangle équi- 


4 1 
latéral de base D On a done 





en ME Ale #2 [ANS 
L'aire cherchée A étant égale à la somme des aires A, , A,,... on 
trouve donc 
ao I E E 4 y 
-Es-iefQ 
ps 2 16 v3 P 9 
c'est-à-dire 
I = 
A Vs 


11. Indiquons maintenant comment peuvent s'exprimer les coordon- 
nées cartésiennes ©,» d'un point de la courbe P en fonctions uniformes 
par rapport à un paramètre. 

Comme axe des # nous prenons la droite AB (fig. 2), comme axe des 
une droite passant par À et perpendiculaire à AB (comptée positivement 
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du bas en haut). Soient x la distance d'un point quelconque X de AB 
à l'origine A, K(x) le point correspondant de la courbe (défini, comme il 
a été expliqué précédemment, par une certaine suite de perpendiculaires 
XX, , X,X,,..), u— u(r) et v — v(x) les coordonnées rectangulaires de 
ce point K. 

Nous avons posé plus haut 


XX, — f(x), ER 


et 
f(x) = f(x) + f(x) + .... 


La droite XX, étant perpendiculaire à l'axe des w, sa projection sur 
cet axe est nulle. Quant à X, X,, cette droite forme avec laxe des # un 
dra Se 4 : o M S ZH : SEM 
angle qui, selon les cas, est égal à 30° ou 150°. Designons par {f,(x)} 
la projection de X,X, sur l'axe des w.  Désignons, d'une manière ana- 
logue par 


Tabs (m. s. 


les projections de X,X,, X, X 
Enfin, désignons par 


Ss WU ffoe( WU ff Y 
uA (GO) Re WS GO - - - 


2» vom SUT) axe: des rw. 


les projections de XX,, X, X,, X,X,,... sur l'axe des v. (On a évidem- 
ment ((f(x))) = f,(z)). 

Il résulte de ces définitions que {f(x)} et {{f(x)}} sont des fonctions 
continues de x dans l'intervalle ©...ı et que les modules de ces fonctions 
sont au plus égaux à f(x). Comme w(r)— x et v(x) sont respectivement 
les projections sur l'axe des w et l'axe des v de la ligne brisée 


ANN s 
(les extrémités de cette ligne étant les points X et A), nous pouvons done 
écrire 
wu — xx) + (v) + ..., 
(7) v — f(x) + A(x) + VG) + ...- 


Comme la série f(x) converge uniformément dans tout l'intervalle 


O...I, il en est de méme, et a plus forte raison, des séries nouvelles 
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ainsi définies qui représentent les coordonnées u,v d'un point de notre 
courbe. Ces séries représentent done des fonctions continues dans l'inter- 
valle dont il s'agit. 

Par les formules (7) nous avons done les coordonnées w, v exprimées 
en fonctions uniformes et continues d'un paramètre x tout le long de la 
courbe. 

Nous verrons, dans le paragraphe suivant, comment une simple trans- 
formation permet de passer de la courbe P à une courbe P' oü l'on peut 
choisir l'abseisse u elle-même comme paramètre et exprimer l'ordonnée v 
en fonction uniforme et continue par rapport à # tout le long de la courbe. 


HE 


Transformation de P en une courbe P' ou Vordonnée est une 
fonction uniforme de Vabscisse. 


12. Considérons dans le plan des coordonnées (#, y) un segment 
rectiligne AB formant un angle quelconque avec l'axe des x (fig. 5). 
Partageons AP en trois parties égales AC, CE, EB et construisons sur CE 
comme base un triangle CDE dont la médiane MD (M étant le point di- 
visant la base CH en deux parties égales CM et ME) est parallele à l'axe 


des y, dirigée vers les y positifs et égale à 
CE - 
ao 


On sait alors que cette médiane est égale à la médiane d'un triangle équi- 
latéral construit sur la méme base CE. 

Nous appellerons 2’ l'opération par laquelle on passe ainsi d'un seg- 
ment rectiligne AB a la ligne brisée ACDEB. 


I3. Prenons maintenant sur l'axe des r un segment AB, A étant 
l'origine et la distance AB étant choisie pour unité de longueur (fig. 4). 
Effectuons sur le segment notre opération 2’ (ce qui revient à effectuer 
l'opération 9 définie au n? 1). AB se trouve ainsi remplacé par une 
ligne polygonale ACDEB composée par 4 côtés et que nous désignerons 
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par". Effectuant sur chacun de ces côtés la méme opération 2’ on 
passe à une ligne polygonale P; composée par 4° côtés, sur lesquels on 
effectue la même opération et ainsi de suite indéfiniment. Désignant, pour 
plus de symétrie, AB par P\, on a ainsi défini une suite illimitée de lignes 


polygonales 
LA , LA 
m OMM uz 


Je dis que ces lignes tendent indéfiniment vers une courbe continue 
P dont l'équation, en coordonnées rectangulaires, peut s’écrire 


y = e(z) 


g(x) étant une fonction uniforme et continue de x dans l'intervalle 0... 1. 








Fig. 4. 


14. Désignons par S l'ensemble des sommets (c'est-à-dire les points 
où deux côtés d'une ligne P; se rencontrent) et par S’ l'ensemble des points 
limites de S.. (On voit que chaque point de S appartient à S’.) 

Soit x la distance d'un point quelconque X de Ab à l’origme A. 


Si X est un point de S' nous prenons 
y = p(x) — o. 

Dans le cas contraire nous élevons en X une perpendiculaire sur AB 
dirigée vers les y positifs. Cette perpendiculaire rencontre successivement 
certaines des lignes 7, soit 

LA LA 14 
PRE SERRES 


aux points respectifs KE als. 
OE ie: esr rec 
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Posons 
XX, = 9,(2), X X, = p,(x), X,X, = ¢,(£) , 
et convenons de mettre, si X, est un point de S’ 
$i4i(@) = 0, Cr42(%) =O , 


Par un raisonnement tout analogue à celui employé plus haut (n° 6) 
nous voyons alors que les fonctions ¢,{#) sont uniformes et continues dans 
l'intervalle ©...ı et que leur somme c(xz) y converge uniformément. 


Done si nous posons 
(8) y = e (a), (o € x «€ 1) 


y est une fonction uniforme et continue dans cet intervalle. 

Nous voilà done en possession d'une courbe P’ où l'ordonnée s'ex- 
prime en fonction uniforme et continue (S) par rapport à l’abscisse dans 
tout l'intervalle considéré. 


15. Je dis que la fonction ¢(x) nadmet, pour aucune valeur de x, 
une dérivée finie et déterminée.” 

Si A est un point de P’ qui appartient en même temps à l'une des 
lignes P7, la démonstration est tout analogue à celle employée plus haut 
pour la courbe P. 

Considérons done le cas contraire où le point A est la limite d'une 
suite indéfinie de points X, X;, X,,..., sa distance y à l'axe des x étant 
égale à la série infinie 


y = ei(z) + ex) + e, (2) +... 


Supposons que la perpendiculaire XX rencontre successivement les 
lignes polygonales 


» D 0 
PSP 


aux points 





Nous laissons indécidé, dans ce qui suit, s'il peut y avoir des valeurs z où la 


dérivée est déterminée mais infinie. 
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situés respectivement sur les cótés 


Ss, Ss SS 5; Vere qs 


, 


de ces lignes. ‘Tous les triangles construits successivement dans notre figure 
ayant leurs médianes parallèles à l'axe des y nous pouvons (voir fig. 5) 
distinguer le cóté CD d'un tel triangle situó à gauche de la médiane du 
côté DE situé à droite. Pour abréger le raisonnement qui suit, nous 
appellerons les côtés tels que CD côtés à gauche et les côtés tels que DE 
cótés à droite. 





Fig. 5. 


Cela convenu, remarquons tout d'abord que dans un triangle CDE de 
notre figure (fig. 5) construit sur un cóté à gawche AD, CD est un cóté 
à gauche formant avec AB un angle DCB moindre que 60? et que DE 
est un cóté a droite formant avec AB un angle DEC plus grand que 60°. 

Le cas opposé se présenterait si AB était un cóté à droite. Done, 
si dans la figure construite on considère deux côtés successifs (c'est-à-dire 
ayant un point commun) dont l'un est à gauche et l'autre à droite, ces 
deux cótés forment un angle qui reste, de quelque maniére qu'on ce dé- 
place sur la figure, supérieur à 60°. 


16. Distinguons maintenant entre les trois cas suivants. 
1) Si grand que l'on choisisse l'indiee k, il y a dans la suite 
N . CY y Y yr * 

(9) = m , Ser Des Em 
une infinité de côtés à gauche et une infinité de côtés à droite. De ce 
que nous venons de dire de l'angle formé par deux cótés successifs résulte 
alors que les droites (9) ne peuvent pas tendre vers une direction limite 
déterminée; par suite, le point A de la courbe étant situé entre les deux 
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points S, et 5; quelque grand que soit », il ne peut y avoir au point Æ 
une tangente déterminée. 

2) A partir d'un certain indice X tous les côtés (9) sont à gauche. 

Dans ce cas il est facile de voir que la droite S, S; coincide à la limite 
(pour » = co) avec une droite parallèle à l'axe des y. En effet soit AB, CD 
deux côtés à gauche consécutifs (voir fig. 5) et soit DE le côté à droite 
correspondant (d'aprés la construction adoptée on a alors CM — ME et la 
médiane MD est parallèle à l'axe des y). Designons par # l'angle DMB 
formé par le côté AB et la verticale et par # l'angle formé par CD et 
la verticale. DM étant plus grand que CM en vertu de la construction, 
l'angle & ou CDM est plus petit que l'angle DCM d'où l'on obtient 


E «IB 


Considérant un côté à gauche consécutif à CD et désignant par f" 


l'angle qu'il forme avec la verticale on a, par la méme raison 
9 <a E 
/ 2 


et ainsi de suite. Par la on voit done que les angles 


P op eU 


diminuent indéfiniment et tendent vers zéro. 

Or, le point A étant intermédiaire à S, et S; nous savons que, s’il 
y avait une tangente 7’ déterminée au point A, la séeante 5,8, tendrait 
indéfiniment vers 7 comme position limite. Done 7 serait nécessairement 
parallele à l'axe des y, c'est-à-dire la dérivée de @(x) au point considéré 
serait infinie. 

3) A partir d'un certain indice 4 tous les côtés (9) sont à droite. 

Comme dans le cas précédent, on arrive à la conclusion que si e(x) 
avait une dérivée déterminée pour la valeur considérée de x, cette dérivée 
serait infinie. 


Le théorème énoncé est done vrai dans tous les eas. 
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EVE 


Generalisation de la methode. 


17. Prenons sur un segment rectiligne AB deux points C, E entre 
A et B et désignons par a,b,c respectivement les longueurs des segments 
AC,CE,EB. Construisons sur CE comme base un triangle équilateral 
CDE tourné vers le côté positif de AB. 

Nous désignerons par &(a, b,c) l'opération par laquelle on passe ainsi 
du segment AB à la ligne polygonale 4CD EB composée par 4 segments 
ayant pour longueurs respectives a,b,b,c et nous appellerons respective- 
ment a,b,c le premier, le second, le troisième paramètre de 4. 

Désignant par L la longueur de AB et par L’ celle de la transformée 
de AB (c'est-à-dire la ligne ACDEB), on a la relation 


7p ms JE + b. 


La somme a 4-5» -4-c étant égale à la longueur du segment AB, on 
voit que, ce segment étant regardé comme donné, il y a une infinité double 
(dépendant de deux paramétres indépendants, par exemple « et 5) d'opéra- 
tions 2 qu'on peut effectuer sur AB. Nous dirons qu'on effectue »une 
opération 2» sur AB si on effectue l'opération Q(a, b, c) avec des valeurs 
données positives (non nulles) de a, b,c (compatibles, bien entendu, avec 
la relation a + 0 4- c — AB). 

Ces définitions adoptées, partons d'un segment rectiligne AB que nous 
désignons par P, et dont la longueur L, sera choisi pour unité de longueur: 


£15 Los 535 
tels que 
Ilo ier ed. 
et tels, en outre, que la somme 
etre isi CT 


ait une valeur finie =. 


172 Helge von Koch. 


Effectuons sur P, une opération @ ayant pour second paramètre un 
nombre 5, remplissant la condition 


b, <e, 


ce qui nous donne une ligne polygonale P, composée par 4 cótés recti- 
lignes; effectuons sur chacun de ces côtés une opération @ où le second 
paramètre est au plus égal à ¢,; nous obtenons alors une ligne polygonale 
P, composée par 4° côtés; sur chacun de ces derniers nous effectuons une 
opération 2 ott le second paramétre est au plus égal à e, et ainsi de suite 
indéfiniment. 

Soit P,, P,, P,,... la suite des lignes polygonales ainsi définies et 
conservons d'ailleurs les mémes notations que précédemment (n? 3, 4). 
Ainsi nous appelons sommet tout point où deux côtés successifs d'une ligne 
P, se rencontrent (et aussi chacun des points À et B) et nous désignons 
par 5 l'ensemble de tous les sommets, par S’ l'ensemble des points limites 
des sommets. A tout point X de AB nous faisons correspondre un point 
déterminé A(X) défini par une suite de perpendiculaires 


Kl uos Ken 4 


successivement construites comme au n° 4.  Désignant par x la distance 
de X au point A nous posons 


f(a) = XX; f(x) = X, xX, 


, 


Dans le cas oü X, est un sommet ou un point limite des sommets nous 
prenons comme préeédemment 


K(X) F X;, 
esa (S) Tas (2) — —O: 


Dans le cas contraire on démontre facilement que X, tend (pour & = co) 
vers un point limite bien déterminé que nous désignons par K(X); car 
la somme 


f(x) = f(x) + f(x) +... 
est convergente ce qui résulte des inégalités faciles à établir: 
ACS f(x) «& , 


et de l'hypothèse faite sur les e,. 
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De la méme maniére qu'au n° 6 on peut démontrer que chacune 
des fonctions f,(x) est continue dans l'intervalle o...1, que la somme Xf,(x) 
y converge uniformément et que, par conséquent, f(x) est une fonction 
uniforme et continue dans cet intervalle. Et on conclut de là que l'en- 
semble des points A(r) obtenu en faisant varier « de © à 1 constitue un 
are de courbe continue P. 

Cette courbe possède des propriétés trés différentes selon les diffé- 
rentes valeurs attribuées aux parametres des opérations 2 employées et 
lon concoit qu'il y a là une méthode pour construire des courbes possédant 
telle ou telle propriété exigée à l'avance. Dans ce qui suit nous nous 
bornerons à considérer un exemple particulierement simple. 

Choisissons, dans chaque opération (a, b,c) employée pour la con- 
struction de P, le premier parametre a égal au troisieme c et déterminons 
le second paramètre 5 de la manière suivante.  Choisissons une suite de 
nombres décroissants 


et suffisamment petits pour que l'on puisse effectuer sur AB — P, une 
opération 2 ayant b, pour second paramètre, sur chacun des segments de 


la ligne P, ainsi obtenue une opération @ ayant 6, pour second para- 





AUP : » I 
metre et ainsi de suite. (Il suffit par exemple de supposer 6, < ze b,<- 


b a 
DESEE 
E 
Désignant la longueur de la ligne P, par L, on voit alcrs facile- 
ment que 
ei 
I Der, 
L, = L, ls 4b,, 
L, = L,_, + Ave OF "b 
d'où 
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Done la limite de L, (pour » — oo) est finie ou infinie selon que 

la série 

X 4'b, 
converge ou diverge d'où l'on conclut que la courbe P est rectifiable dans 
le premier cas, non rectifiable dans le second cas. 

Considérons maintenant un point A de P. Si K est un sommet on 
démontre, en raisonnant comme plus haut (n^ 9) que la courbe P n'a pas 
une tangente déterminée en ce point; il en est de méme si K est un point 
limite des sommets défini par une suite infinie de perpendiculaires 


XX X 


29 


Dans le cas au contraire où Ä est un point limite des sommets, défini 
par une suite finie de perpendiculaires, le raisonnement employé au n° 9 
tombe en défant si la serie ¥4’b, converge; il est donc douteux si l'on 
peut par la méthode adoptée former une courbe rectifiable et sans tangente, 
et il y a lieu de se poser la question si de telles courbes existent ou non; 
en tout cas, une méthode de trancher cette question nous apporterait sans 
doute des connaissances nouvelles sur la structure infinitésimale des courbes 
planes. 
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SUR LES FONCTIONS CONVEXES ET LES INEGALITES ENTRE 
LES VALEURS MOYENNES' 


PAR 


J. L. W. V. JENSEN 


à COPENHAGUE. 


I. Des fonctions comveres et concaves. Definition. Exemples. 

Dans sa célèbre Analyse algébrique (note II, pp. 457—59) CAUvCHY 
démontre que »la moyenne géométrique entre plusieurs nombres est toujours 
inférieure à leur moyenne algébrique». La méthode employée par Caveuv 
est extrémement élégante, et elle à passé sans changement dans tous les 
traités d'analyse algébrique. Elle consiste, comme on sait, en ceci, que, 
de l'inégalité 

vab < : (a + 5), 


où a et b sont des nombres positifs, on est conduit à l'inégalité analogue 
pour quatre nombres, savoir 


- - I 
Vabed < À (atb+e4d), 


et aux suivantes, pour 8,16,..., 2” nombres, aprés quoi ce nombre, par 
un artifice, est réduit à un nombre arbitraire inférieur, n. Cette méthode 
simple a été mon point de départ dans les recherches suivantes, qui con- 
duisent, par une voie en réalité trés simple et élémentaire, à des résultats 


généraux et non sans importance. 


' Conférence faite à la Société mathématique danoise le 17 janvier 1905. 
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J'introduirai la définition suivante. Lorsqu'une fonction ¢(a), réelle, 
finie et uniforme, de la variable réelle x, satisfait dans un certain inter- 
valle à l'inégalité 


/a + y 
(1) g(a) + e(y) > 2e(^ 5"), 


on dit que ¢(a#) est une fonction convexe dans cet intervalle. 
Si au contraire c(m) satisfait à l'inégalité 


(2) e(x) + e(y) € 2e( À x), 


on dit que g(a) est une fonction concave. 
On suppose en outre que ces inégalités ne se réduisent pas constam- 
ment, dans lintervalle donné, à l'égahté 


(3) g(x) + e(y) = ig( +); 


dans ce cas la fonction g(a) est dite »linéaire» dans l'intervalle donné. 

Cette expression a été adoptée parceque l'égalité (3) est satisfaite par 
e(x) = à + bw. 

Il ressort de ces définitions que les fonctions »linéaires» forment une 
transition de la classe des fonctions convexes à celle des fonctions concaves, 
et qu'elles doivent étre considérées comme des cas limites communs aux 
deux classes. 

Des définitions données il résulte immédiatement que — e(z) est con- 
cave, lorsque g(a) est convexe, et inversement. Il serait par suite suffisant 
dans ce qui suit de considérer seulement les fonctions convexes, puisque 
l'on passe si aisóment d'une classe à l'autre. Comme toutefois il peut y 
avoir avantage à considérer les deux classes de fonctions, les fonctions con- 
caves seront aussi mentionnées de temps en temps; mais on devra se 
souvenir, méme lorsque ce ne sera pas toujours rappelé, qu'à toute pro- 
position relative aux fonctions convexes correspond une proposition analogue 
pour les fonctions concaves. 

Comme l'objet principal de cette recherche est de présenter une série 
d'inégalités d'un caractère général, comprenant comme cas particuliers 
presque toutes les inégalités jusqu'ici connues, nous allons développer 
d'abord les théorèmes nécessaires propres à ce but, avant d'entreprendre 
l'étude plus approfondie des fonctions convexes elles-mêmes. 
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Il sera d'abord nécessaire d'énoncer quelques propositions qui résultent 
immédiatement des définitions, et de donner quelques exemples des classes 
de fonctions définies. 

Une somme de fonctions convexes ou »linéaires» est convexe, lorsque 
lune au moins des fonctions est convexe. Si e(x) est convexe, et c une 
constante positive, cc(z) est convexe. Ces propositions sont également 
vraies pour les fonctions concaves. Exemples: 

1°. x” est une fonction convexe dans tout intervalle. Done a+br-ter? 
est convexe ou concave suivant que ¢ est positif ou négatif. 


o 


29 |x| est »linéaire» dans tout intervalle qui ne comprend pas le 
n 


zéro, mais convexe dans le cas contraire. Done 2 cr — z,|, ou les c 


y=1 


sont des constantes positives, est convexe ou »linéaire» dans tout intervalle, 
convexe si l'intervalle comprend une ou plusieurs des valeurs z,,5,, ..., v,, 
»linéame», si cela n'a pas lieu. 
3°. Lnégahté 
po (a — b) > a? — b? > pb? (a — b), 


qui a lieu pour «2 5 0, et pour toute valeur de p supérieure à 1, est 


bien eonnue.' Si w et y sont positifs, et x > y, on déduit de cette inégalité 


rM (@ x s A Kt i d d > Ep 


= / 








ou 
: ; ‘e+ y\? 

(a) oP ty? (5) : 

Done z^, pour des valeurs de x positives et une valeur de p supérieure à 

1, est une fonction convexe. De la dernière inégalité il résulte, en changeant 


I I 
mactySenc— eb —, 
z y 


Sdn. S(O INE (+3 = ANE 





* On peut facilement la déduire de l'identité 


n 


SNE ean STER TERI 


Tri 


DIL 


par une méthode tout à'fait élémentaire. 
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Done x ^, lorsque p 1, est une fonction convexe pour les valeurs posi- 
1 1 

tives de x. Si au contraire on met dans (a) z^ et y^ à la place de x et 

de y, on obtient 


1 
1 


(B) (Uy > a tar. 





x’ est done une fonction concave, pour x positif, lorsque o <p<1. De 
( B) il résulte 

1 1 

gP rag? I 


qui est encore vraie pour p — I. Ainsi æ ? est aussi convexe lorsque 
OPEN 

En résumé, pour les valeurs positives de x, on voit que z^ est con- 
vexe lorsque p est plus grand que 1, ou négatif, et concave lorsque 
o<p<ı. Si p — 1, la fonction est »linéaire», 

4°. [Va + bx?| est convexe pour a2 0, b>0, concave pour ab «o, 
tant que le binóme sous le signe radical reste positif. 

o 


5°. e* est une fonction convexe dans tout intervalle, tandis que 
log x est concave dans l'intervalle (o, + cx). 


comme on l'a vu plus haut. 


6°. Le calcul différentiel nous fournit un moyen général de décider 
si des fonctions qui peuvent étre différentiées sont convexes ou concaves. 
Si en effet f(x) est réelle et uniforme dans un certain intervalle, et possède 
une deuxième dérivée déterminée, finie et continue, on aura, en vertu du 
théorème de Rorrr 


fe) + ry) arf) = (E29) rra, 





2 


)' étant un nombre intermédiaire entre x et y. Done f(x) sera convexe 
tant que f(x) sera positive, concave tant que f”(x) sera négative. La 
signification géométrique de ce fait est évidente. En effet, si une fonc- 
tion convexe ¢(x) est susceptible d'une représentation géométrique en coor- 
données rectangulaires l'équation y = c(r) définit une courbe, tournant sa 
convexité vers les y négatifs. 
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Remarque. Les trois inégalités suivantes 
( ew n y 
e(2)e0)» [e( = "| , d(x) positif; 


Dix) + d(y) > 29(Jay), x et y positifs; 





d(x) b(y) 2 [d(yey)], æ et y positifs, f(x) positif; 
peuvent étre ramenées à (1) par des substitutions simples, savoir, respective- 
ment: 

log d(x) = e(x), 
d(e*) — 6), 


log De’) = e(x). 


2. Généralisation de l'inégalité (1). 

Supposons que @(x) soit une fonction convexe quelconque dans un 
intervalle donné, et que z,, 7, z,, ... solent tous situés dans cet inter- 
valle ou à ses limites. De (1) il suit que 


v(#,) + g(2,) + (©) + e(2,) > 2€ (+=) a 2e (ne) 





24 


4 


(^ aptas apio. ae ^) 
4 
et généralement, m étant un entier positif 


2 9m 


g(x) => Qn Uo ug. |, 
== : \ 


y 
v v=1 


comme on le voit facilement par l'induction complete. Si alors x est un 
entier positif, et si l'on choisit m tel que 2" >», on peut poser 


de $m ES LS [LR 
Tone aS SS | 





Et on trouve alors 


n N n 


Lola) + G"—2»)l7 Xs) > "el, Ex), 
ou 


(4) el; > z,) <= Z e(x,), 
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z 


laquelle est une généralisation de l'inégalité (1), qui sert a définir les 
fonctions convexes. 

I] est clair qu'une inégalité semblable s'applique aux fonctions con- 
caves: il suffit de renverser le signe d'inégalité. Pour les fonctions »li- 
néaires» l'inégalité devient simplement une égalité. 

Supposons maintenant que e(®) est une fonction continue et convexe 
dans un certain intervalle. Nous savons qu'il existe de telles fonctions 
par les exemples précédents. Soit encore # — n, + n, + ...+n,, où tous 
les », sont des entiers positifs. Il résulte de (4), en choisissant les x d'une 
manière convenable, 


\ 


>; (n, e (a) + onug(z,) +... + nae(z, ). 


I ] 
of (A CENT ee) 


Soit d,, d4,, ..., 4, des nombres positifs quelconques dont la somme 
est a, et faisons croître les x indéfiniment, mais de telle sorte que 


sop a NETS a, : 
lim + = —, lim —-—*.. 45105 Jd m Se 
a 1 


N N a 7b a 


d'où il résultera 


URSS ds past da end NES 


— zd ) 


Ti a 


et par suite, ¢(#) étant continue par hypothèse, 


/ 
m 


n=l 


? N a nm a : 


2 


m 
> Ay, Xp, > Auo(&.) 
LORS 





ce qui démontre le théorème suivant: 


Lorsque g(a) est une fonction continue et convexe dans un intervalle 
donné, on aura l'inégalité 





Dove, ay o (zy) 
5) 2 yame X m = 

2A Pa 

y=1 v= 
ou %,,%,,... représentent des nombres tous situés dans l'intervalle, et où 
4, 0,, ... sont des nombres positifs, mais d'ailleurs quelconques. 
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Pour les fonctions concaves, le signe d’inégalité doit être renversée. 

Cette proposition est d'une telle généralité, que peut-étre toutes les 
inégalités connues entre les valeurs moyennes y sont comprises comme cas 
trés particuliers. 


3. Applications de la formule (5). 

Dans ce qui suit, les nombres représentés par a, 5, c, ..., a, f, p. ... 
seront supposés positifs. Posons dans la formule (5) e(r)— a^, p 1, 
x>0, done e(x) est convexe, comme on l'a vu. On aura 





n p n 
> Ay ey 2 a,æ} 
v= y= 
n ES n I 
>> a, > ay 
y=1 y= 
ou 
/^ n Ne n N Pa n 
(6) (2a, L, | ESI 230] Dax 
all — "el y=1 


où tous les x sont positifs. L’mégalité (6) se réduit à une simple identité 
pour 2, — 72, —...— z,. “Elle reste aussi valable pour p «0, tandis 


quellesdoit étre renversée pour O<p<1. Pour aq,— 4, —...— 1 on 


retrouve un résultat donné auparavant par M. H. Sımonx.' 


on trouve 


) 


C : b, 
En y faisant p — 2, et en remplaçant a, par 4;,x, par — 


ay 
n N 2 n n 
(7) LE ab) =e ewe Bey 
/ \y=1 — v=] yl 


formule due à Caucuy (loc. cit., p. 455), qui en donne d'ailleurs une dé- 


monstration toute différente. 
1 1 
Posons dans (7) a; vj 


1 1 
pour 4,, 4; t, pour 5, , nous avons 


y) 


n n 
> a, 2 dy 25, 
v= a" < y= ^ 
n == n 
(y — 
-O 2238 
i v, v=1 
i= 








! Über einige Ungleichungen, Zeitschrift für Math. u. Physik, t. 33, p. 57, 1888. 
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d'où suit que la moyenne harmonique entre plusieurs nombres positifs est 


plus petite que leur moyenne algébrique. 


^ 


Il est facile de généraliser la formule (7). 
1 


) 


= f by 2 C 
Remplacons dans (6) x, par (7) et extrayons la racine p 
CH : 


iéme 


des deux 


mem bres, nous aurons 
1 1 


n Tem 1 n QE p n p 
2a, * bp <2 a,) Br 
y=1 T \y= / \y=] y 


qui peut étre écrite sous la forme symétrique 


n ND \ #2 


> ag b < ( Z (t, | ( li b, ) ] 


y—1 


x 


(, X, étant des constantes positives avec la somme 1. 


+ ième 


Elevons les deux membres de l'inégalité ci-dessus à la puissance x 


n 1—x 
où x’ est positif et « r, et multiplions par (Zo) , nous trouvons 
um 


X v4 1—z NX x 


(x b, | (X Aa À 
v=1 y=] / 


fn 


(a be) (X 6, « (X a, | 


\v=1 


ce qui démontre Vinegalité suivante 


Y an be c5 < (s 4.) (X 0.) | m «) : 
yc = EST y=1 


Pil 


xi, 


de cette manière on démontre par l'induction complete 


X 


‘,, X, étant des constantes positives avec la somme 1. En continuant 


jn Xk 


n x n Xo n \ 
(8) 2 augu at ec ( > a) (> ais) sus (X M ) : 


vel 


où les x sont des constantes positives avec la somme 1. 
1 r 124 


Dans la formule (7), mettons a,b, à la place de a,, et a; 5; à la 
place de 5,, x et y étant des nombres réels quelconques, et posons, pour 


n 
simplifier l'écriture, S(x) — Z at. On a: 
y—1 


(5 (C "ys S(x)S(y), 
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et log S(r) est par suite une fonction convexe de x dans l'intervalle 
(— oco, -- oco). La relation fondamentale (5) donne alors: 





m à m 
Z Ey Y a, log S (a) 
s» CY L= L= id 
log 51. —, = = 
eu, 7 2d 
= p=1 
ou 
m 
m N N a, 
| PCIE NV n 

CY uq ias Y a, 

(9, S —— < (S(x,)) n 
\ n=1 
Gu 
n- 1 ^ 
Pour m— 2,"on à 
/ Ate, 
oy 381 ar A,X, ae \a a 
A [| = « (S(x. )^(S(x : 
(set < (Sex, (SC) 
E € — 2, % 0% 
En y faisant 7, =, et a, — — ——-, a, = —— — , et supposant  >r>z,, 
. Wd —— æ, 8i = % 
on trouve 
z—r, zr 





SEE 
ou bien 
(S(a ose = ( S( v. igo ( S (x, iss : 


D’ou il suit 








1 1 
S (a )N 2-7 /S(am Zl, 
(10) (s: 3 ST 2) ; 
é S (æ,) = o (2) 
ou encore 
Le rie 
d ei): A / S (v, )\ 2021 
10’) > (a ) : 
( (Se) Y (5 (æ,) 
il 
Aem; : ; DS) N I ; 5 AME 
De (ro) il résulte que la fonction ( = =.) n'est jamais décroissante 
uS (25), : 


lorsque æ croît, x, restant invariable. Si dans (10’) on permute x, et m,, 
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ids 
5 3 . ^S(z) REN , a E 
il faut supposer ©, >x>x,, et l'on en conclut que ras nest jamais 
NEN) : 
croissante lorsque æ décroit. Ce qui démontre la proposition suivante: 
Les nombres 4,,48,,..., 0,, 0,, ... étant positifs, x étant une va- 
riable réelle quelconque, et x, une constante réelle quelconque, la fonction 


1 
n 


A \ ZT 
DIM: 
1 


n 


N Xa, bs" 


P(x) = 


est monotone et ne décroit jamais lorsque l'on fait croître zr, tant dans 
l'intervalle (— co, z,), que dans l'intervalle (x,, + co). On a d'ailleurs 


(x, —¢)< D(x, + e), € étant positif. 
La dernière partie de la proposition résulte de ce que 


Y : [1 qf os 1 = = 
(5(2,)) = IR, i €) 5 (x, Eu €) 
comme on l'a vu plus haut. 
Cette proposition comprend comme cas particuliers quelques proposi- 
tions de SCHLÖöMILCH ! dont voici l'énoncé: 


S, = a" pep =e 


Soit » nombres positifs a, ,7...A, et » 


Si v? : /S. 
a N ee 


on aura 





et 


Du reste BIENAYMÉ? a énoncé sans démonstration une proposition qui 
Plus tard M. H. Sımox * 


est trés voisine de notre proposition ci-dessus. 


a publié une démonstration d'un cas spécial. 





* Über Mittelgrössen verschiedener Ordnungen, Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, t. 5, p. 301, 1858. 

* Société philomatique de Paris, Extraits des procés-verbaux des séances pendant 
l’année 1840, p. 67, Paris 1841, p 

* A l'endroit cité. 
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SCHLÖMILCH détermine aussi les valeurs limites 


Si WU 


lim eut et lim (5) 


ASUNT pu 
On trouve facilement pour notre fonction, que 


1 
1 


5 S(z) T a a REN 
lim (s e) zen GE Forbert ett an 


et 





où 6 est le plus grand des nombres 0, , b b 


SEO Mart 
Pour faire une autre application de la formule fondamentale (5), 
posons ç(x) — log xr, g(x) est concave et on aura parsuite 


h 


X a,b, 
oo 


2 n as 


n 
2. (ly 2 ay 


n 
Y a, log b, 


uy 


ou 


1 
(bo be prjatet-te 
DA ones 


(11) a,b, + a,b, deb anda 
Ge Se Gi Sp spear Gir 


J 


ce qui est une forme généralisée, due à M. L. J. Rogers’, de la proposi- 
tion classique sur la moyenne géométrique. 

On trouve une autre inégalité d'un caractére semblable en remarquant 
que rlogz est convexe pour x positive. La voici 











1 
(12) a, b, a a,b, + NE m An b, < (bm ba oe Hin) arti Hader... anda ; 
"SEL Qe p. = i 
Le cas spécial où a, 4, =...=a,=1 a aussi été donné par M. Rogers. 


Ces exemples doivent suffire pour montrer combien la formule (5) 
est féconde. 


! Messenger of Mathematics, t. 17, 1588. 
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Il est évident que l'on peut, dans les formules précédentes, lorsque 
Za, , Sa,x,, ete., sont des séries convergentes, faire croître x indéfiniment, 
et l'on obtient ainsi une suite d'inéealités entre certaines séries infinies. 

On peut employer autrement la formule (11) dans la théorie des séries. 


Soit Xb,, Xb,. ..., 2b, des séries convergentes à termes positifs, et soit 
(,, 0,, ..., a, des constantes positives dont la somme est 1, la série 


bi GE oe (ORS 
iv 


sera aussi convergente. 

La démonstration de cette proposition peut étre déduite immédiate- 
ment de (11) en v faisant les 0 dépendants d'un indice nouveau », posant 
a da, 4c... «Fa, — 1, et faisant la somme dans les deux membres 


pour DNS 29g 


4. Applications sur le caleul integral. 1l y a encore d'autres cas où 


l'on peut faire croître » indéfiniment. En se rappelant la définition d'une 
intégrale définie comme limite des valeurs d'une somme, ce qui precede 
nous donne toute une suite d'inégalités intéressantes entre des intégrales. 

Supposons que a(x) et f(x) sont des fonctions intégrables dans l'inter- 


valle (o, 1), et que a(x) est constamment positive. L'inégalité (5) donne 





où g(x) est supposée continue et convere dans l'intervalle (g,, 9), % et 4, 
étant les limites inférieure et supérieure de la fonetion f(x) dans l'inter- 


valle (0,1). Or on sait que le produit de deux fonctions intégrables est 


une fonction intégrable, et qu'une fonction intégrable, par substitution dans 


une fonction continue, donne une fonction intégrable. On trouve alors, en 


faisant croître  indéfiniment 


1 \ 1 


y a(x)f(x)de 7 'd (e) e (f(x) dz 


, a n 


(5) ce - < —— — 
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1 
Tl va sans dire qu’on peut remplacer les intégrales | dans cette formule 


0 
b 


par des intégrales correspondantes n : 


a 


Par analogie avec les formules précédentes, je citerai les exemples 
suivants d'application de la formule (5’) 


1 p 1 p—i 1 
(ftn D <(J a(a)de) f are) de, f(x) positif, p> 1; 


0 0 


1 2 
(non æ)b (aide) - < nc )' dic f (b(x))*dx,  b(x) intégrable et positif; 
0 


0 


i (a, Cr) (a, (7)... . (0 (7) dar 


(fou) (fans) (rmn 


les a(x) étant positives et intégrables, et x, + x» +... dE x, — 1; 


1 


1 Jaco) tog (dz 
2 0 
J a(a)b(a)da 1 | 
: : ff a(z)dx 
1 FACES ; 
| a(æ)dx 


E 
0 
1 


[ az) log t(x)dz 
9 
1 
f a(z)b(z)dx 


En aM dob 


De ces formules la deuxième et la quatrième sont des généralisations 
de formules connues. En posant dans la dernière a(z) — 1 on retrouve 
une formule de SCHLÜMILCH qui est particulièrement intéressante parcequ'elle 
conduit à un résultat important dans la recherche des zéros d'une série 
de Taytor, comme je le montrerai ailleurs. 


s. Etude plus approfondie des fonctions convexes. 

Après avoir montré l'utilité de la notion de »fonction convexe», nous 
reviendrons à l'étude de ces fonctions en général. Dans le S 2, nous 
avons montré que la formule (4) a lieu pour toute fonction convexe 


ren 
CO 
Qo 
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T7, n 


e(^ +% +. te) = 99 Tog) +. + een) 


Si l'on y fait, m étant > m, 





ET, = En — £ + no, Cn. = T,— T, 
on trouve 
Til \ N — M 
g(x + md) <— e(r + n8) + Hue) 

ou 

ç(x + nd) — g(a) = g(a + mo) — g(x) 
(a) m à 

T m 

Mettant —9 à la place de 6, et supposant x +n0 et x — nd compris 


dans l'intervalle donné, on trouve 


(B) g(z)— een) „een 


m it 





Comme on a, par suite de la définition, 
g(x + mà) — e (c) > v(x) — e(x — mo), 


les inégalités (a) et (3) peuvent s'écrire 





(7) g(x + n0) — e(x) = g(x + mo)—¢(#) > pa) “eam gin) eae 


Lu zd Mm m N. 


Supposons alors que e(x) a une limite supérieure finie g dans l'inter- 

valle donné, on aura, en prenant m= 1 

g — e() , . : x) — 

EE ole + 0) — ¢(«#) 2 e(x) pr mir 
d'où il résulte, si l'on fait décroître 2 jusqu'à o, en méme temps que # 
croit indéfiniment, mais assez lentement pour que x + »0 ne sorte pas de 
l'intervalle, 

lim (e(r + 9) — ¢(x)) = o. 


peo 


Ainsi est démontrée la proposition suivante: 
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Une fonction convexe, qui a une limite supérieure finie dans un certain 
intervalle, est continue dans cet intervalle.” 


La formule (5) s'applique done à toute fonction semblable. On pourrait 
en déduire ce qui suit, mais il est plus simple de partir de la formule (7). 


^ 


. . . O x 
Si lon met dans celle-ci à la place de 2, on trouve, en supposant 
n 


désormais à positif 


( m \ A: h 
G\æ + =0) —o(®) Q(z) = o|2 — —o à ; E 
) : n sie) emer co 





, 
ü = m = m. D) 


& : nts Mm arora 
ce qui devient, en faisant converger — vers un nombre positif quelconque, 
E Vb 


a, plus petit que 1 


N 


g(z + 6) — pe) ¢@ + ad) — pla). ya) — pie — ad) _ Pl) — ge ON 


0 = auo ao > 





OG + One v (2) 


ne croit jamais lorsque 2 décroit, 
0 = 


Cette formule montre que 
ADLER 


et que ce quotient reste constamment plus grand que ° we , où 
0 


ó' est positif mais d'ailleurs quelconque. D'où il suit que 


gle + 2) — g(x) = g(x) — o(x — à^) 
0 = 0° 


lim 
De 


! Cette proposition s'applique également à une fonction concave, en y remplaçant 
limite supérieure» par »limite inférieure». De ce qu'une »fonction linéaire» peut être 
considérée comme un cas particulier des deux classes de fonctions, il résulte: 

Une »fonction linéaire» qui a dans un certain intervalle soit une limite supérieure, 
soit une limite inférieure, est continue. 

De ce résultat on conclue aisément la proposition suivante: une »fonction linéaire» 
ayant ou une limite supérieure ou une limite inférieure dans un intervalle donné a 
toujours la forme a + bz dans cet intervalle, a et b étant des constantes. Par là est 
pleinement justifiée la dénomination que nous avons introduite. 
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existe, et l'on voit de méme que 


eo) — ge — 0 gle 9) — en 


0 — 0 


lim 
d=+0 

est aussi déterminée. 
Ainsi est démontrée ce théorème: 


Une fonction convexe ç(x), qui a dans un certain intervalle une limite 
supérieure finie, a une fonction dérivée tant à droite, c (r), qu'à gauche 
€ (x); la difference e (v) — e' (x) est positive ou nulle. 


Aux fonctions concaves d(x) s'applique une proposition analogue, qui 
résulte de ce qui précède, puisque — d(x) est convexe. 


6. Quelques propositions de fonctions de fonctions. 
Si, dans l'intervalle (4, g^), f(x) est une fonction convexe qui ne déeroit 
) Jey q 
pas lorsque x croît, et si e(x) est convexe dans un intervalle, dans lequel 
trouve lieu l'inégalité 4 <ç(x) <g', f(c(x)) est aussi convexe. 
En effet, de 
‘ety (2) + ) 
el att) = PRE Ie 
4 \ 2 / — 2 


il suit que 


: (CE) < te) <5 (F(e(@)) + (tr), 


ce qui démontre la proposition. 
On démontre de méme le schéma suivant: 


f(«) p(x) (gz) 
convexe, croissante convexe convexe 
concave, décroissante convexe concaye 
convexe, décroissante concave convexe 
concave, croissante concave concave 
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Si @(x) et g(x) sont des fonctions inverses on démontre de même 
le schéma: 


g(æ) Ye) 


convexe, croissante concave, croissante 
convexe, décroissante convexe, décroissante 


concave, décroissante concave, décroissante 


7. Sur une certaine fonction convere. Nous avons vu plus haut que 


n 
3 c |z— z,| est convexe dans tout intervalle qui comprend au moins un 


v=1 

des points z,, z,, .... (Ceci peut servir a former une fonction convexe 
dont les dérivées a droite et à gauche sont différentes en tous les points 
d'un ensemble dénombrable réel, donné à l'avance. 

Soit en effet c,,c,,... une suite infinie de nombres positifs, ©, , x, , ... 
une suite infinie de nombres réels et bornés, et supposons la série Ye, con- 
vergente. Il résulte des recherches sur le principe de CANTOR concernant 
la condensation des singularités qui sont exposées dans Drxr-LOnorn (Theorie 
der Funktionen einer verdnderlichen reellen Grösse, & 108") que la fonction 

= 
AC Lela — x, | 
qui est convexe comme nous avons vu plus haut a partout une dérivée 
unique, sauf aux points ©,,%,,%,,.... En ces points la fonction a une 
fonction dérivée à droite et une autre à gauche, et l'on a f; (z,) —f'(x,)= 26,. 

Si par exemple, pour l'ensemble (x,), on choisit les nombres rationnels 
de l'intervalle (o, 1) dans un ordre déterminé, f(x) sera convexe dans cet 
intervalle, et aura une dérivée finie en tous les points irrationnels, tandis 
qu'aux points rationnels les fonctions dérivées à droite et à gauche différent 


par un nombre positif. 


En terminant je ne puis m'empécher d'ajouter quelques remarques. 

Il me semble que la notion fonction convexe» est à peu prés aussi 
fondamentale que celles-ci: »fonction positive», »fonction croissante». Si 
je ne me trompe pas en ceci la notion devra trouver sa place dans les 
expositions élémentaires de la théorie des fonctions réelles. 
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Quant à la définition d'une fonction convexe de plusieurs variables 
la suivante est la plus naturelle. 

La fonction réelle e(X) du point analytique réelle X = (x,y,z,...) est 
convexe, si dans un domaine simplement connexe et convexe on a toujours 


eC X, na X,)) < ~¢(X,) + = ¢(X), 


ou 





I 2 


X +) (Er hin). 


Il est évident qu'une telle fonction est toujours fonction convexe de 


chacune des variables. — L'inverse n'a pas lieu comme on le voit par un 


exemple : 


e: | ty 


f(x,y) = —|2y| 


Addition. Apres avoir faite la conférence ci-dessus j'ai remarqué que 
la formule fondamentale (5) n'était pas entiérement nouvelle comme je le 
croyais. Je viens de trouver, dans une mémoire de M. A. PrinGsHEim,' 
une citation d'une note de M. O. Hórprn? dans laquelle se trouve dé- 
montrée la formule en question. A la vérité les hypothèses de M. HöLDER 
sont bien différentes des miennes en ce qu'il suppose que c"(r) existe. 
La formule trés importante (5^ n'est pas mentionnée davantage que la 
plupart des applieations que j'ai données plus haut. 

En même temps je veux démontrer une inégalité d'un autre caractère 
que celles données plus haut. Dans une addition’ à sa mémoire précitée 
M. PursGsurr donne une démonstration élégante, qu'il attribue à M. Lo- 


roriu, de Vinégalité 
n n x 
a) 25 bise A) 
v=1 y=1 


ou les 6 sont positives et x> 1. 


Zur Theorie der ganzen transcendenten Funktionen, Sitzungsber. d. math. 
phys. Classe d. k. bayer. Akad: d. W., t. 32, p. 163—192.  Nachtrag..., ibid. 
p. 295—303. 

Über einen Mittelwertsatz, Nachr. v. d. k. Gesellsch. d. W. zu Göttingen, 
1589, p. 38—47. 
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Il est facile de généraliser cette démonstration. Soit, en effet, x une 
variable positive et f(x) une fonction positive et croissante avec x, et soit 
(,0,, ..., 6,,6,,... des constantes également positives, nous avons 
f(b)«f(b) pour » 2 1,2,...,n, b étant la somme 5, + b, +...+ 5,. 
En multipliant par «, les deux membres de l'inégalité ci-dessus, et en 
sommant pour v=1,2,...,n, on trouve 


2 a, f (b) « f(b) Z a, 


ou 


C'est l'inégalité que j'avais en vue. Pour a, — à, et f(x) — x" !, x 1, 
nous retrouvons l'inégalité (a). A l'aide de celle-ci il est aisé de généraliser 
les conditions sous lesquelles la formule (8) est valable. Posons en effet 
dans celle-ci af 


vu 


pour 4,,, nous avons 


n Xk 


n x n Xo (Qn 
X Ted ane (= a) (> as) x. (= ax) 


v=1 
n XX, n Xho n XXI: 
ssp o sol aa 
v=1 y=1 / 1 / 


v= 


ce qui fait voir que la formule (8) reste encore valable pour 


LE pr an CS ae ea 


seulement le signe d'égalité est à écarter. 
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UBER EINEN SATZ VON HERRN PHRAGMEN 
VON 


EDMUND LANDAU 


in BERLIN. 


Herr PHRAGMEN hat in seiner Arbeit! Sur un théorème de Dirichlet 
einen Satz bewiesen, welchem folgende Voraussetzungen zu Grunde liegen: 


Es sei 


BOE ale 


CO 


eine Folge verschiedener positiver, der Grösse nach geordneter Constanten, 
welche mit n über alle Grenzen wachsen: ferner sei 


eine Folge beliebiger reeller Grössen, und es werde eine Function f(t) durch 
die Gleichung 


definiert, wo die Summation sich auf alle Werte von n bezieht, für welche 
1„<t ist. Von dieser Function wird angenommen, dass sie sich auf die Form 


ft)=e+tdlt) (o<r<ı) 


bringen lässt, wo c und y Constanten sind und dt) eine für alle t inner- 
halb endlicher Schranken gelegene Function von t bezeichnet.” 


! Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Förhandlingar, Stock- 
holm, Bd. 49, 1892, S. 199—206. 
? Mit einer häufig angewendeten Abkürzung lässt sich die obige Annahme schreiben 


f(t) = ct + O(t). 
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Dricuzer ! hatte unter diesen Voraussetzungen, zu denen er die 
weitere hinzunahm, dass alle c, positive ganze Zahlen sind, bewiesen: 


Die unendliche Reihe 


convergiert für o > O0, und, wenn p zu © abnimmt, so existiert der Grenzwert 
lim og (p) 
p=0 

und ist =C. 


Herr PHRAGMEN hat in der erwähnten Arbeit aus den obigen Vor- 
aussetzungen (wobei die c, beliebig sind) mehr erschlossen. Er hat be- 
wiesen: 


Die Differenz 





c = Cn c 
(7) —- = — — 
£v) p > IND 
lässt sich in eine mindestens für o < p< = (1 — y) convergente Potenzreihe 
(1) a cb pica OREL 
entwickeln. 


Er hat dadurch gezeigt, dass die in der Halbebene A(p)» © durch 
die Dirichlet'sche Reihe 
ya 
ze 


definierte analytische Function c(o) über ein Stück der Geraden R(p)=o 
fortsetzbar ist. Sein Satz besagt nümlich, dass die Function sich im Kreise 





mit dem Mittelpunkt o und dem Radius SI — jy) regulär verhält, abgesehen 


vom Punkte o — o, welcher für cSo ein Pol erster Ordnung mit dem 
Residuum c ist. 


Recherches sur diverses applications de l'analyse infinitésimale à la théorie des 
nombres, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 19, 1839, 
S. 326--328; Werke, Bd. 1, 1889, S. 415—417. 
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Ich behaupte nun, dass der Convergenzradius der Potenzreihe (1) nicht 
1 : ; 26 : 
nur ze — y) ist, wie der Phragmén’sche Satz aussagt, sonders stets 


mindestens doppelt so gross, also >1—j;.' Dies ist in dem allgemeineren 
Satze * enthalten: 


Die Function ¢(p) ist über die Gerade R(o)=0 fortsetzbar und verhält sich 
in der Halbebene R(p)> y — 1 regular, abgesehen für c Zo vom Punkte p =o. 


Dieser Satz wird im Folgenden bewiesen werden. 


SUP 


Nach Voraussetzung giebt es eine Constante C, so dass in 


(2) f)= 3 c -—cd-rrUg(t) 
nt 

für alle ¢ 

(3) I9 (0| «€ 

ist. 


! Dieser Werth 1 — 7 lässt sich nicht mehr vergrössern, wie das einfache Bei- 





spiel, — 1, ex — 1 + — (0 < ry < 1) zeigt. Hier ist 
! I m. 
f(t) = > (: + ux) =t + O(t?; 
andererseits ist der Convergenzradius der Potenzreihe (I) genau I — 7, da o =; — 1 


eine singuläre Stelle der für R(o) > O durch die Dirichlet'sche Reihe 


— Ic 
> ni 
mte 
n=1 
3 : nl. 2 wes A 
definierten Function w(p) = €(1 + o) + ¢(2 — y + p) ist, also auch von (pP) — -. 
¢ x 3 


U 


* In dem Spezialfalle J, — » habe ich diesen Satz schon auf S. 77—79 der 
Arbeit bewiesen: Uber die zu einem algebraischen Zahlkörper gehörige Zetafunction und die 
Ausdehnung der Tschebyschefschen Primzahlentheorie auf das Problem der Verteilung der Prim- 


ideale, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 125, 1903. 
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Daraus lässt sich im Falle eZ o folgern: für jedes positive ¢ ist von 
einer gewissen Stelle v—=v(e) an (also für alle » >») die Ungleichheits- 


bedingung 
(4) I, ES La sis D 


erfüllt. 
In der That ist 


f (t 4- t**) — f(t) = e(t ++) + (t+ Oty QE +) — ct — et) 
= cr 4+ (t+ TV gt + 1/35) e— t’ b(t), 


iso 
(5) FE + Dr) f(t) et Career 
(6) f(t + 6*7) — f(t) < ET + Cit + ty + CP. 


Die rechte Seite von (5) bezw. (6) ist im Falle c o bezw. e<o für 

alle hinreichend grossen / positiv bezw. negativ, also nicht Null; daher 

muss zwischen / (excl) und ¢  £** (inel. mindestens ein / liegen. Wird 

!— l, , genommen, so zeigt dies, dass wirklich von einer gewissen Stelle 

an das auf /, , folgende nächste /, d. h. /,, höchstens gleich 7, , + 1it3 ist. 
Diese Thatsache wird in § 4 angewendet werden. 


& 2. 
Es ergiebt sich aus (2), wenn unter /, und ¢(/,) Null verstanden wird, 


Ca = f(t.) FE N) = 6l + Kol, d el. == Dus (là), 





) = Cn E cl, — cl n—1 dl) — lU 12 (ln ) 
ANNE yite Y | ques PS [ite 


BEER n=1 


= (In — ln ) = I 
(7) €tpo) = SE [ite L + Da e(L)( )( m = et 


n=1 n=] n+l 
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SK 
o 


Es soll zunüchst gezeigt werden, dass die zweite unendliche Reihe in 
(7) für eine gewisse Umgebung jeder Stelle der Halbebene R(p)>y— 1 
gleichmässig convergiert. Da (bei geradlinigem Integrationsweg) 


Ina 


I I du 
pre eae a uo) 2 
n nl vU j 
In 


ist, genügt es für diesen Zweck, die gleichmässige Convergenz der un- 
endlichen Reihe 

Inti 

eo 
/ = du 
/ — 

(8) Yuga) f A 

t 


n=1 
In 


in der Halbebene R(o)>y7—1-+e zu beweisen, wo e eine beliebige 
positive Grösse bezeichnet. 
Der absolute Betrag des allgemeinen Gliedes von (8) ist nach (3) 


für jene p 





lai In+ı Inga Inga 
^ n L L] 
du du a du du 
Y LÉ pris Sos Wr Eis ee Y Lu. —— C A! 
EC | "m «C | witits «c | mitre | ult 
t t * t 
n 7 In T. 
Da die Reihe 
cá Inf oo 
f "a 
1] du | du I 
> We oe PENA er 
M 3A S eli 
ENT iF 


convergiert, ist die Reihe (8), wie behauptet, für R(o) 2 y — 1 ++ gleich- 
mässig convergent. Ihr Produkt mit 1+ , d. h. das zweite Glied der 
rechten Seite von (7) stellt also eine für R(0)>y— 1 reguläre analytische 
Function dar. 


8 4. 
Für ¢ — o ist hiermit der auf S. 197 ausgesprochene Satz schon be- 


wiesen. 
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Für c2o reduziert sich die Aufgabe darauf, nachzuweisen, dass die 


für H(p)2 0 durch den Ausdruck 


wo 


y € (Ll Er EN) 0 
= 1+ 
n=] In i Pp 


definierte Function in der Halbebene R(p)>7—1 regulär ist. Dies 
braucht natürlich nur für ¢ — ı bewiesen zu werden. 
Es ist bei Integration auf geradlinigem Wege für R(p)>o 


oo 


oo In 
? J 
I I I du I I du 
lie Ps) up 
0 0 12 ate 0 ng ute 
4 i 1 " 1 1 t 


h n—2 NTEN 
folglich 
= In 
y la ree j) dicc sens | duc 
— ae p p^ li peus itn 
n—2 In / 


3 . A C MT 
Die beiden ersten Glieder der rechten Seite p (5 — 1) und e stellen 
v1 1 


ganze transcendente Functionen von p dar; es braucht also nur bewiesen 
zu werden, dass die unendliche Reihe auf der rechten Seite eine für 
R(p)>7—1 reguläre analytische Function definiert. Da sich durch par- 
tielle Integration 


1 In 
a 1 . 
« u Ac u ly ]^ du 
— 7 )) hu = — — 
ta | inde [ ute In-i ult? 
ly -1 In-1 
In 
?* 
ln — la du 
3 "um oF ato 
n La 
li 


ergiebt, ist für jenen Nachweis hinreichend, die gleichmiissige Convergenz 
der Reihe 


i à U In 
9) EL 
(9 > | Ar du 


für L(o)>7—1 4 28 festzustellen, wo € eine beliebige positive Grösse ist. 


also 


Uber einen Satz von Herrn Phragmén. 
Nach (4) ist von einer gewissen Stelle an 
Pee 
l, ES Ls < p 1» 
ls Im In 
ei u In—ı : n5 Duke 
ar se | Ser eS | METER du < | ER du 
* t * 
Ina tna la-A 
In 
du . 
= wire? 
t 
In-1 


hieraus folet die 


eleichmissige 


R(p)> y—1-23e6 


und damit der auf S. 197 ausgesprochene Satz. 


Berlin, den 19'" October 1904. 
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ESSAIS SUR LE CALCUL DU NOMBRE DES CLASSES DE FORMES 
QUADRATIQUES BINAIRES AUX COEFFICIENTS ENTIERS 


PAR 


M. LERCH 


P 


à FRIBOURG. 


CU AGE aR Ene 


Nous allons exposer les résultats de nature algébrique qui lient la 
théorie de l'équation. binôme à la question qui nous occupe. Gauss, dans 
la septième section des Disquisitiones, a montré l'existence de la décompo- 
sition suivante 

qP — I 79 BD 

d arc ae actin 
p étant premier, et Y et Z des polynómes aux coefficients entiers. — Lr- 
JEUNE-DIRICHLET ! et Jaconr? ont généralisé les résultats de Gauss au cas 
d'un discriminant fondamental positif, et ont découvert le róle que jouent 
les polynómes Y et Z dans la determination du nombre des classes d'un 
discriminant positif. CAUCHY* parait le premier avoir reconnu nettement 
comment la décomposition de Gauss généralisée dépende du discriminant 
(qui remplace alors le nombre p) supposé fondamental, positif ou negatif, 


* Sur la manière de résoudre l'équation € — pu? = 1 au moyen des fonctions circu- 
laires, (Journal de Crelle, t. 17). 

* Über die Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie (Monatsberichte 
der kón. preussischen Akademie der Wiss. zu Berlin, 1337). 

* Oeuvres de Cauchy, I® série, vol. 5, p. 84. 
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pair ou impair. Parmi les continuateurs de ces grands inventeurs nous 
sont connus les travaux de J. LiovviLLE,' O. ScuEMMEL, de MM. Avex- 
ANDER BERGER? et H. Weser.‘ Si l'on compare les résultats obtenus par 
ces éminents géométres avec ce qu'on lira dans ce chapitre, on remarquera 
qu'il n'y a pas grande chose qui nous soit personnelle; cette partie présente 
en effet un caractère de compilation. Cependant certains détails que nous 
croyons neufs et notre manière d'exposition me paraissent mériter l'at- 
tention. D'ailleurs, nous aidant par les besoins de la théorie de Kno- 
NECKER, nous avons retrouvé tout ce qui est exposé ici avant de connaitre 
les mémoires originaux qui sont venus aprés le travail de DiricHLer. 


1. Soit D un discriminant fondamental, positif ou négatif, A sa 
valeur absolue et observons que l'expression suivante 


Eo C] 


tco c du wA) à 
a pour valeur l'unité, si (E jp 1, et sannule dans tous les autres cas. 
LA 


L'expression 


(1*) (CT D) II = >= a) 





est done le produit des facteurs 2——e 7 qu'on obtient en prenant pour 
a tous les nombres de la suite 1,2,3,..., A — 1 qui satisfont à la 


condition 
(>) 
= pe 
a 


A(x, D) = II (x E ea : 


donc 


* Journal de LiouviLLE, 2° série, t. 2; 1857. 
De multitudine formarum. secundi. gradus. disquisitiones; Vratislaviae, 1863. 
Sur ime application de la théorie des équations binómes à la sommation de quelques 
séries (Nova Acta reg. Societatis scient. Upsaliensis, t. 13, 1886). 
* Nachrichten der kön. Gesellschaft der Wiss. zu Göttingen, 1893. 


Calcul du nombre des classes de formes quadratiques binaires à coefficients entiers, © 205 


Représentons de l'autre coté par 5 tous les entiers de la dite suite qui 
satisfont à la condition 
AD 
Qe 


alors la fonction 


2a ss (3) 0) 
(15) «Bir Di — II (ge) 


y=1 


n'est autre chose que le produit 





Bir» II fs ef) 
L'identité 
= D D D 
os NN Cur AE) 


prouve que le nombre des éléments a est égal à celui des éléments 5, et 


la valeur commune de ces nombres est, en employant l'écriture de Gauss, 


ze 1 
évidemment ;£ A. 


Les polynómes A(x) et B(x) sont donc du degré ~¢(A). 


Les racines des équations A(x) =o et B(x) =o constituent la to- 
talité des racines primitives d'ordre A de l'unité, et par conséquent, on aura 


(2) A(#) B(x) = (x), 
F(x) désignant le polynóme irréductible aux coefficients rationnels qui 
2zi 


sannule pour «=e*. J'écrirai F(r, A) lorsqu'il faudra indiquer la 


valeur de A. On sait que 


p) 


fA À 
(3) F(x, A) = II a _- 1) ; 


le produit se rapportant à tous les diviseurs d du nombre A et pid) dé- 
signant les nombres de Morsius. Par exemple 


= re" zx --z-zx-4-z-—mx-n1. 
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Des définitions (1*) et (1") on tire l'équation formellement plus simple 


= Qui) (?) 
(4) t TTC oes ) y 


B (x) DST 





d'où en prenant les dérivées logarithmiques, 














4—1 
2 A'(x B'(z) ies I 
\S) Hey Be 2 » punt 
e JL 
Posant, pour abréger, 
A(æ) 
(j E — 
D(x) = log Bia)’ 
l'équation (5) sécrira 
4—i 
, D I 
O(n) - V (7) avi ^ 
ID 4 
ie) 


J'y suppose |a]<1 et j'emploie le développement en série géométrique 


2uvri 





I 2uvri 
=- pal 
e^ —x 
d'où 
o J—ı Quvri 
1 - D e Cede 
D(x) = — Dre (Fe 3 
mE y—1 4 
Or, D étant un discriminant fondamental, on a 
4-1 2uvzi 
'Di — py = 
(- Je 4 = ()vD sen D, 
cem M Le, : > 
de sorte qu’en substituant, il vient 
= /D 
d'(z) = — JD sgn D (— zul, 
( VD sgn 1 x: a J^ 


ou bien 


A! B(x) — 
(6 T a = — VD sgn qn sts (|x| E 1). 
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Quant à la fonction (zr) elle-même, l'intégration donne 


tL 
i 


wx /D\ ah 
(x) = loge — JD sm DY (7), 
TES 


où il faut encore déterminer la constante e. On a évidemment 





um [D 
loge = log Ie 4 C) 


1 


et puisque 


P | o pour D>o, 
— 7 


$0; 
NY A ae pour D<o, 
ZA 


on aura 


zi 
3 


e pour — —235. 


“—=)—1 pour D — — 4, 
I dans d'autres eas. 


Avee cette valeur de c, on a par conséquent la formule 


\ A(x) de M GEN TUNE 
(7) log Bs = log e — /Dsen 22 ( = "3 (|x| <1). 


Quant à la fonction Fr), il suffit de se rappeler la formule 


F(z)— lf i = iva e) 


1 


pour en tirer 


Imyrt 


E ad rud 4—1l LA? 
log F a) = log Cie M Em y F L je 4 


En observant que l'on a ce = 1, puisque 


ioc. 
et que la somme 
j-1 1 ?mv:zi 
NC tab. Een MAL 
J M = Cm 
— y 
ENDEN 
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a pour valeur l'expression 





I p AC) An 


, 
0 


où A, représente le plus grand commun diviseur des nombres m et A, 


m 


puis A' signifie le quotient A et 3 parcourt tous les diviseurs du nombre 


m 


A,, on aura une série 
: ^c 
log F(x) = ) = 9” 
1 


dont les coefficients sont des nombres rationnels, et en particulier les nu- 
mérateurs ¢,, sont des nombres entiers. 

Si A est impair, il n'admet aucun diviseur carré et il s'ensuit que 
nA’) = Bn( A" )pn(8), et la formule 


[ae > s —— €(A,) 


fait voir que l'on a 


€, = — B ( A") e(A,). 


Si, au contraire, A est pair, on aura €, — O pour m impair. 


n 


Des formules 


log A(a) = "fo x) + log F(x)] 


‘ 


ie ER "D am 
mr o se mi p ED 
og vc + D (- („vpsenD) 


m 
m=1 


loe B(x) = = [— P(x) + log F(x)] 


I AN D gi 
—= Om - 3 = ) so ) 
log v: ps ys ( nc (=) v! sen i ) 2m 


ml 
on tire 


æ 
D m 
Y (—(7)vouno)s 
m 2m 


A (x) — ve em 


3 


* 

D - ssl 
B TOR (a) za) m 
(m) V -en : 


e 
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Cela étant, observons qu'une expression exponentielle 


ac+a 2°+a;,2°+... 


e 


se développe en une série 
Z 2 3 
l= a en a. 45: En me OU 


dont les coefficients a, s'expriment en fonction rationnelle des éléments 


m 


m * 


94,,05,..., 94, dont le rang ne dépasse pas celui de a 
Les développements suivant les puissances de x des fonctions (m) 
et B(x) seront alors de la forme 


A(a)=yeli + (a, + 0, J D)z + (a, + b, D) 4 ...], 


I = —E 

Pa) T [1 (dy b D)s (a, — 5. /D)z +. al 
les a, ainsi que les 6, étant des nombres rationnels. Mais ces fonctions-la 
étant des fonctions entiéres, les séries se réduiront à un nombre fini de 


op À : 38 A A(a) a 

termes, et il sensuit que les coefficients dans les polynómes — pret B(x)ye 
ve 

sont des nombres algébriques de la forme a + by D. Cela a lieu pour les 


coefficients de A(x) et B(x) elles-mêmes, si A> 4, car alors on a c — 1. 
Si A=4q, on a D — —4, VD = 2i, c= — 1, Jc = t i, et les coeffi- 


cients cw , (a+ b JD) vc seront alors + (20 — = VD) iE (— 2b + SV) 





) — 


et il est clair que la forme a + b\/D reste conservée. 

La méme chose a lieu dans le cas de A — 3, D — — A, puisque 
Ve est ici aussi de la forme à + Bi JD. 

Done, dans tous les cas, les coefficients des polynömes A(x) et B(x) 
appartiennent au domaine de rationalité (1, /D). Mais ils sont des sommes 


2vzi 


de produits des nombres algébriques entiers tels que e? , et il faut qu'ils 





soient eux-mémes des nombres algébriques entiers. 
Deux nombres algébriques entiers de la forme 


a+tbyD et a—byD 


ont pour somme et pour différences 2a et 2b VD qui doivent aussi être 
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entières. Si D est impair, il faut done que 24 — m et 2h — » soient des 


entiers, et on aura la forme 


Y n VD 
qd hup =e , 





m et » étant deux entiers ordinaires. | 
En cas de D pair, on peut rendre (25 /D)* = 40* D entier en supposant 


165° entier, c'est à dire en prenant 5 = 57% n étant un entier. Si celui-ci 
est impair, on aura en faisant 24 — m 


m+n y D m —n v: D 
4 4 


ND) ee ren: N 


le produit de ces expressions devant étre un entier ordinaire 


2 (m? — i), 
4 4 


on a la congruence (n étant impair) 


Ne -—— 


pad (mod 4) 

4 
chose impossible pour un discriminant fondamental. Done toujours les 
deux nombres 2« et 25 sont entiers. 

Les coefficients des polynómes 24(r) et 2B(x) étant de la forme 
m-nqD où m et n sont des entiers ordinaires, on peut séparer les parties 
contenant le radical YD et il vient 


2A(x) = Y(x) + JD Z(x), 


2B(2)= V(x) += JD A(z), 


V et Z signifiant deux polynómes aux coefficients entiers. Le double signe 
qui figure aux seconds membres devient déterminé, si l'on choisit le signe 
du terme le plus élevé dans le polynôme Z(x). On convient de prendre 
le coefficient de la puissance de x la plus élevée dans le polynôme Z(r) 
positif, 
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Des équations (1°) et (1°) résulte que l'on a 








1 4—1 2yzi 1 
/ g #(4) TRU) /DWN]-— «4 
eed FR 
y=1 — Ne UE 
ON ENT Po TD DIN Een 
[nr 
— 2 y y 
v=] = * 
d'où 
1 (A) 4—1 2 9vzi 71 (3) —1 
A(x) + B(x) = og? — (Se Tye +..., 
— \y 
y 
4—1 oun 1 
P ‘D = —g(d)—1 
A(x)— B(x) = — („)e d pr 
y-1 *‘ 4 
1 
AN A 5 ¢(4)-1 à 
La dernière expression commençant par le terme en x’ dont le coeffi- 
cient est 
4—1 - Qui 
D LS 
no is rose vos 
l'équation 
A(z)— B(x) = + yDZ(x) 
fait voir que le signe + est —. On a done en définitif 
[ 2A4(r,D)-— Y(x,D)— DZ(z, D), 
(8) 1 
| 2B(r, D) = Y(v, D) + yDZ(e, D). 


Les fonctions Y et Z sont de la forme 


remarquons que le coefficient «, est 





2vxi 
, 


4j—1 
D? 
a= — > (e 4 
y=1 4 


c'est à dire quil est identique au coefficient de xl dans la fonction 


F(x, A). 
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L'équation 


s'écrira ' 
(10) Y'(x, D)— DZ'(xz , D) = 4F(x, A). 

4 CA PUS x " . - BO > > 
Cette identité caractérise complètement les fonctions Y et Z, si l'on ajoute 
que leurs coefficients soient rationnels, celui de la plus haute puissance en 
Z étant supposé positif. 

Car si lon avait une autre décomposition analogue 


my DZ 


la fonction Y, —Z,yD s'évanouirait pour certaines racines de l'une des 
deux équations 
Y + Z\D = O;, 


Le plus grand commun diviseur des premiers membres 
= 7 \D, Y+Z VD 
serait un polynôme de la forme Y, — Z,/D, Y, et Z, étant deux poly- 
nómes aux coefficients rationnels des degrés inférieurs à 22 (A). Le po- 
lynóme aux coefficients rationnels 
7 72 SVP er PEN. 70 2 
(Y,—2Z, yD), nr Z,yD) = Y;— DZ; 


et du degré inférieur à e(A) s'annulant pour une racine primitive de 
l'unité, la fonction (rz) devrait être réductible, chose impossible. Done 
les polynómes Y et Z sont complétement définis par l'identité (10). 


2. Les équations (8) donnent tout de suite 


A(x) —B(e) jj 2) Y) — Y(x)Z (a) 
A(z) 1 VI at) Dee) 








V 
Be 
E 
— 


Le procédé le plus rapide pour le calcul des coefficients des polynómes Y et Z 
a été donné par LrarNpRE (Mémoire sur la détermination des fonctions Y et Z etc., Mé- 
moires de l’acad., t. II, 1830); il repose sur ce que les sommes de puissances sem- 
blables des racines de 4(a) = © et B(x) = © sont données immédiatement; les coeffi- 
cients s'obtiennent à l'aide des formules de Newton. 
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ou en faisant usage de (10), 


Az)  B(z)  ,—Z(e)Y'(z) — Y(z)Z(z) 


(11) Mc) 2 Bey 2F(z) 








On parvient à une autre représentation du premier membre, si l'on emploie 
le développement (6). 
La série qui y figure 


oe 


SI »" (er 


n=l 


peut se transformer en faisant a — o + Av (p — 1,2,..., A; » —0, 1,2 
Be CO), OD. a 


et par conséquent 
4—1 


SE iS (Ze Yar- — > ( ja. 
p=1 y=0 p=1 


p 





Nous sommes ainsi amenés a introduire la fonction entiere 


4-1 


(12) QUE as (e — Qr D): 


p=1 


Nous aurons alors 





A(x)' Biz) © VD sgn D ,, . 
(13) A(t) B(x) æ(x4—1) ur). 


En comparant avee (11) nous aurons 


ad 


(14) Q(x) sen D = <0 EE [Z(&) Y'(x) — Y(x)Z'(x)]. 


Représentons maintenant par A, tous les diviseurs du nombre A plus pe- 
tits que A, y compris l'unité, et formons le produit ' 


Il F(r,A) 


! Remarquons qu'il faut prendre, p. ex. 


F@,1)=2—1, F@,2)=2+ 1, H@, 4)= =z? + 1, ete. 
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de tous les polynómes F(x, A,) correspondants. Alors le quotient 


ad — I 


F(x) 





aura pour valeur //F(r, A.) et l'équation (14) sécrira comme il suit 


I 


(14*) Q(x) sen D = - x[Z(x) Y'(x) — Y(x) Z'(a)] H FT IN 


D | 


Étant connues les fonctions F(x) et Q(x), on pourra caractériser les po- 
lynómes Y et Z d'une manière purement algébrique par une congruence 
que nous allons établir. 
Quai 
J'observe d'abord que pour les valeurs x» =e 4 où v est premier 
avec A 





, la quantité Q'(r) se réduit à D, de sorte que le polynôme 
Q'(z)—.D est divisible par F(x). Le quotient ayant de méme les coeffi- 
cients entiers, on aura la congruence 


(15) Q'(x)- D [mod F(z)]. 


Cela étant, j’observe que pour z — e^ on a 


Q(x) = VD: Y(x)— VDZ(x) —0 


) 


de sorte que la fonetion entiére aux coefficients rationnels 


Y(x) — Q(x)Z(x) 
2ri 
sannule pour «=e; elle doit done admettre le diviseur irréductible 
F(x), d'où la congruence 


(16) Y(x) = Q(x)Z(x) [mod F(x)]. 


Pour prouver que cette congruence à deux inconnues algébriques Y et Z 
, . , = 

n'admet qu'une seule solution dont les développements soient de la forme 
(9), élevons au carré les deux membres et faisons usage de (15); on aura 


Y*'zDZ' [mod F(z)]. 


La fonction entiere 
Y!— pz? 
F(x) 
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étant, d'aprés (9), du degré zéro, elle est une constante qui n'est autre 
chose que le nombre 4; on a done 


Y'— DZ’? = 4F, 
identité dont on sait qu'elle est caractéristique pour les fonctions Y et Z. 
3. Revenons sur l'équation (14*). Le produit qui y figure 
HIF(v, A,) 


contient le facteur PF(r,1)— r— I, et le quotient que j'appelle G(x) ne 
s'annule plus pour z — I. On-aura 


: à 7 MUR PEE 
(a) G(xr)— EIER’ 
(b) Q(x) sgn D = Sete — 1)G(x)[Z(x) ¥"(x) — Y(z)Z'(«)]. 


En différentiant et prenant xr — 1, il vient 


N arc Yr = y" 
Q'(1)sgn D = G(1) = : 








en mettant pour un moment Y Ó? et Z(? au lieu de Y ?(i) et Z?(r). 
L'équation (a) donne ensuite 
An == 
\ ) FCO 
et nous savons que F(1)— 1 pour A composé, mais que F(1) = A pour 
A premier ou puissance d'un nombre premier. Observant que A sgn D — D, 
nous aurons donc 


v /D mu wy 
2 pP umo c 


Dans le cas de D 0 le premier membre s'évanouit et nous aurons 
VA E 0! 


Nous verrons plus tard que, pour D positif, les deux quantités F{1) et 
Z(1) sont différentes de zéro, de sorte qu'il vient 
Y(1) Y'(1) 


= (D > o). 
(17) Z(X) Z(t) r 


) 
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Soit en second lieu D = — A un discriminant négatif; on a comme 


on sait 





4—1 

= 2 : ^ 
NS (- 2), Se Arq A), 
=r p T 
ensuite la relation 

Y AZ? = AR, (a o1), 

fait connaître l'une des deux quantités Y et Z. 

Si le nombre A est composé et plus grand que huit on a F= 1, 
et par conséquent Z — O0. On a done 


(c) Z(t, —A)=09, Y(1, —A)=+2 (A composé > 8). 
et il s'ensuit que 
(d) — Y(1, — A)Z'(1, — A) = 2Cl(— A), (A composé > 8). 
Cette équation se simplifiera plus tard, lorsque nous aurons déterminé le 
signe de la quantité V(r). Dans le cas de A — 8 on a 

AE) eed PADO ZA à: = 
d'où il suit 

= 2) 


Cl(— 8) a E 


Pour A — 4 on a de méme 
Fin 27. mais, 7.0) 0 ¥"(¢) =®, 
et il vient 
- - 2 
ZT) 42 Cl). 
Si en second lieu A est premier, on a Æ(1) — A et nous aurons, pour 


T—=I, 


AN we 


cela exige que JY admet le facteur A, de sorte qu'on aura Y = Ay; 
il vient 


Z’+ Ay! = 4, 


de sorte que pour À > 3, on auray — 0,7 — + 2. 
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Par conséquent, ces formules 


(e^) Y(1, —A)=0, Zit, A) = a2, (Ap premiere) 
donnent 
(d^) Z(t ,— A) Y'(r;—/A)-—?ACI(— A). 


Nous parviendrons plus tard a la détermination du signe de Z(1). 


4. Quant aux propriétés des fonctions A(r) et B(x) remarquons 
d'abord que les définitions donnent 


2ari 1 2bri 


1 
= ¢(4) ze) : 
Ao)=(-ı Te‘, Be)=(—-1)" [[«e^ 








d'où l'on tire aisément, pour D>o, les résultats A(o) = P(o)— 1, ou bien 
(18*) MO) Z(o)=0, pour D>o. 
Dans le eas de discriminant négatif on trouve d'abord 


2 


a Za = 5 £(A)—  Cl(— A), 


on aura donc, pour A > 4, D— — A: 


mais si A — 3 ou 4 on aura respectivement 7— 6 et r— 4, de sorte qu'il 


vient comme cela se voit d'ailleurs directement: 


pour DS EMMA) Bo) Se 
pour D — —4: A(o) = —i, B(o) =. 


Tl s'ensuit, en résumé, les formules suivantes: 








Yo) = 2(— rd Z(o) =o pour D=—A, Aus di 
(ion), + Klo) Zio) — 1 pour D = — 3, 
Mo} ©, Z(0) = Apbur D — — 4. 
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En observant que, pour A> 8, le nombre C/(— A) est impair ou pair 
selon que A est premier ou composé, ce dernier résultat peut s'énoncer 


comme il suit: 
[es 2, pour A premier et pour A — 8, 


(189) Y (o) | 
ve; pour A composé > 8; 


Z(o) = o pour A>4; DN 


; I 
Dans la formule (1*) changeons x en -; nous aurons 
| = 


d 


Ka Peri dan 
Ile: a 3), 


a a 


eo 


Dans le cas de D positif, on a comme nous venons de le remarquer 








1404) er 
(— 1)? | | ae, 
puis les quantites 
__ ?azi 2ri(4—2a) 
ea 


2ari 


reconstituent, dans leur ensemble, les quantités e ^ ; le second membre de 


notre formule sera done 


ce qui donne 


Es g(4) Aal — A(z), 


x, 
ce qui donne, pour un aiscriminant fondamental positif D, les relations 
connues : 
1 1 
1 ye) (I = se) [1 
(19) | at  y(t op) D M E D) = Ae D). 
x Apo à 
Dans le eas d'un discriminant négatif D — — A où A > 4, nous savons que 


2ari 


1 yA) 2 7 
(ane Tle? — (— yea) 


a 


b 
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2azi 2:1(4—a) 


puis les quantités e ^ =e reproduisent, dans leur ensemble, les 


2bri 


quantités e ^ , et on aura done 





xv 


1 
7 (4) L 
x AC) = (— 1)" B(z), 
d'oü il suit 


1 
xv? g(4) r( 1) kre (= 2 Je- 4) Y(x), 


1 
5 #1) 1 
r? z(.) = — (— 1) 60 Za); 
zz 
ou bien 
1 
5 (A) ../I - 
z^ Y(.. —A) er LA 
(19°) h 
> (4) I F 
Ge Zi 1, —A)=—<%(@,—A), NEA 
où e—1, si A est un nombre composé supérieur à 8, et € — — 1, si A 


est un nombre premier ou si À — 8. 
Dans les équations (19*) et (19°) je pose x — ?, en excluant les cas 





particuliers D — — 3, —4, — 8. 
Si le discriminant D — — A est négatif et composé, on a alors 


,f (A) =o (mod 4), 


le discriminant étant fondamental, bien entendu. 
Re 
Si, 
en général, 


en second lieu, le discriminant D est positif et composé, on a, 


* ¢(D) =o (mod 4), 
deux exceptions étant a signaler. D'abord pour D = 4P, P étant premier, 
naturellement de la forme 4k + 3, puis si D = p, p,, les deux nombres pre- 
miers p, et p, ayant la forme 44+ 3. Dans ces cas exceptionnels on a 
I 


-¢(D) = 2 (mod 4). 
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On a par conséquent les faits suivants a remarquer: 

Si D est un discriminant fondamental positif qui n'est ni premier ni 
le quadruple d'un nombre premier, ni le produit de deux nombres premiers 
de la forme 4k + 3, on aura 





Y(—i, D) = Y(i, D), Z(—i, D) — Z(i, D). 


Les quantités Y(;) et Z(?) seront done réelles. 
Dans les cas de D— 4p, D=p,p.(p = p, =P. = 3 (mod 4) on a, 
au contraire, 


de rt) A) — Ze); 


d'où il suit que les quantités Y(7) et Z(7) sont ou purement imaginaires 
ou nulles, en partie. 
Pour un diseriminant négatif composé différent de — 4 et — 8, on a, 
d'après (19°) 
Y(— i) = fi), Z(—1) = — Z(t), 
done Fi) est réel et Z(;) purement imaginaire ou nul. 


Passons aux discriminants premiers. 
Si D>o est premier, on aura 





d'où il suit que F(i) et Z(i) seront réelles ou purement imaginaires selon 
que D -— 1 (mod 8) ou D — 5 (mod 8); les cas des valeurs égales à zéro 
étant sous-entendus comme des valeurs réelles ou imaginaires. 

Si le discriminant est négatif et premier — A, le nombre 


SAC) ES een 
2 2 


est impair, et les quantités Y(i) et Z(i) seront essentiellement complexes; 
mais on trouve aisément 


Op ER u), Za) lee 


M et N étant des entiers réels. 
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oa 


5. Passons à la détermination des quantités Y(1) et Z(1) pour un 
discriminant négatif; nous savons que, si A est composé et plus grand que 
8, on a Z(1) —0, Y(r) — +2; il ne reste qu'à déterminer le signe de 
cette dernière quantité qui est égale à 2A(ı). La définition (1°) donne 
immédiatement 


N 


= (= Il " = ga) 


ami ari 
TES rome az 





12 





et si l'on remplace la quantité 1 — e ^ par sa valeur — 25e 4 sin À nous 
aurons 
1 xt, 
; 9 Hd) Tia / AT 
a A(1)--(—i) e (2 sin. : 
(a) Il À 


La quantité réelle et positive 


représente la valeur absolue de A(1) et sera, par conséquent, égale à un, 
si A est composé. Il s'ensuit 


1 rsh Se 
ag Pd) — Eu 


A(1) = (— 1) e? 


Or nous savons que (puisque ici zr — 2) 


I I I 
Ya =O ee 
were 5 CU A), 
done 
1 in zi 1 RA d 
Ay sec Du aet 
ou bien, N etant un entier pour le diseriminant compose, 
u Gi—4 
» E ) 
A(1) =(—1)? 


Supposons en second lieu A premier. Dans ce cas on a 


Ag) —— we Zim): 
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La valeur absolue de la quantité A(1) sera alors YA et la formule (a) 





donne 
1 
A (1) A 7 (4) 7 2a 
le 
| 40) 
1 3 N i 
cette quantité étant égale à — -iZ(1), on conclut 


P uda = Sa 
Z(1) = 2(— i) pim 
ou bien 
sd Fa O4) 
2 2 


, 


Z(1) = 2(— 1) 
ce qui se simplifie comme il suit 
C(—4)—1 


Aa 


On a done les résultats suivants: 


' 1 Fou — 21} 
(20°) Z(t, —A)= 2(— 1)? T Vite) 10} 
(A premier > 3), 
la = 
Go) Fa, A) = a(n hs Z(1, — A) — o, 


(A composé > 8). 


En substituant ces valeurs dans les formules (d) et (d’) du n° 3, nous 
aurons ces formes définitives des résultats y indiqués 


1 
g LC 9-1) 


(218) Y '(1) = (— 1) ACI(— A); (A premier > 3), 


; 0C A 


(21°) Z'(1) = —(—1) Cl(— A); (A composé > 8). 


Kn représentant par H le nombre impair Cl(— A) dans le cas de A 
premier, nous aurons 


A=—1, (— 1}? H=z=ı (mod 4), 


et par conséquent 


(21°) Y'(1) = — 1 (mod 4), (A premier > 3). 
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Si A n'est aucune des valeurs exceptés, 3,4,8, on aura toujours 
F(—1)- 1, ee qui donne des résultats plus simples pour la valeur par- 
ticulière x — — 1.  L'équation 


pan) ne yis d 


donne 
Z(— 1) — o, RK cp 2A 0) 


La formule immédiate 





donne d'abord 


zi 


M 


1 
—¢(4) — La 
A(—1)2(—1)? e^ [I (2 =); 
(— 1 1) e cos 


a 


la valeur absolue de cette quantité devant étre un, on conclut, en sub- 
stituant la valeur eonnue de Xa, 


Lea) = ¢(4)- 2* C= A) 
e = 


A(— 1) = (— 1)* 


En 


A. Evidemment 


t3] = 


N désignant le nombre des éléments a plus grands que 


4—1 


NS Y( n =2)) 


;4| 

12 dE = ESSENT I l ZEN 

N = eA) E » (= jJ =Se(A)— > ( -A) 
[Ee "m 

ou d'aprés une formule connue, 


I nn BUN 
NL —+|2>—(4 Jou— A» 
"ia mE AIX 


On a donc 





ri zi 2 N 
wie "repe lec 
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et la formule obtenue plus haut devient 





ye Els 


(b) 

Si A est premier et plus grand que 3, on a t= 2 et il vient 
I 2 2 

A—)=—(—ı) C) = — (A) 


Si A est composé et supérieur à 8, le nombre des classes est pair 


et nous aurons 


A(—1)=1; 
une exception pourra se présenter pour les discriminants pairs, car alors 
2 u 
bx — o, et la formule (b) donnera 


1 
2 cl(— A) 


A(— 1) =(—1) : (A pair > 8). 
Or de la théorie de la repartition des classes en genres on sait que le 
nombre ; CU A) ne sera impair que si le discriminant a la forme — 4m 


ou — Sm, m étant un nombre premier. Dans le cas de A — 4m, le nombre 
premier impair m est un discriminant positif, et la formule (45) du cha- 
pitre II donne 


m a Tt E x 
le second membre se compose de VIE unités, positives ou negatives, et 


par conséquent 





Nile 


Cl Amy m I (mod 2), 


pourvu que m soit premier. On vérifie aisément que 
m—1 
( 1) * «(5 
— [I zm I 
m : 


et le résultat obtenu plus haut devient 


> 


His) ea )= (2) m premi 
3 4m ma (m premier). 
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Soit maintenant A — 8», les deux cas m=ı et m -— 3 (mod 4) sont 
possibles et il faut les distinguer. 
Pour m — 1 (mod 4) la formule (47) du chap. II donne 


a à 
8 2 
m 3 n| à 
= C(— sm) = ) (=) 53 (=), 


et par conséquent 


(e) 2 Ci Sin) = I à | =| in [ u (mod 2). 


Dans le deuxième cas où m — 3 (mod 4) la formule (42) du méme 


chapitre donne 


d'où il suit 
I mL = lesan "un - 
(d) ZN Sm) = ES — [s] (mod 2). 
Au moyen de ces résultats (c) et (d) on trouve le tableau suivant (m étant 


toujours supposé premier) des congruences au module deux, 


O, pour m= 8k+ 1, 


) 


: Aui 1, pour m= 8k-+ 5, 
= Cl(— 8m) = 
= pour m= 8k + 3, 


pour m — 8k + 7, 


ce qui se résume par l'équation 


1 


> C(—8m) 2 3 
(— 1)? =| ji (m premier). 


Nous avons par conséquent le résultat suivant: 
Pour le diseriminant fondamental négatif — A, différent de — 3, 
— 4, — 8, ont lieu des formules 
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Z( 1, —A)=0O, 
2 à 
—(—), A premier, 
(a) | 
(22) Aen " 
3 JA eese (=), A — 4m ou 8m, m premier, 


1 , A composé, des autres formes. 


6. Une question des plus intéressantes serait d'obtenir des relations 
entre les fonctions Y et Z provenant des diseriminants différents. Nous 
allons montrer comment ces fonctions peuvent sobtenir pour un discri- 
minant produit, si on les connait pour les diseriminants facteurs. 

Soient à cet effet D, et D, deux discriminants fondamentaux premiers 
entre eux, A, et A, leur valeurs absolues; le produit D, D, sera, lui aussi, 


un discriminant fondamental et l'on aura 


Ada Quai = LE uu 
A(z, DD) = ll mum )«( 1 


vl 


Le nombre a — À; + A, est premier avec A,A,, et on pourra done 
remplacer » par ay; il vient de la sorte 


A4, 2avri | Ads aa ] 
A(z, D, D,) = Im (3 im x) 2 [( )+( n 


v=1 


L'un des deux discriminants, p. ex. D,, sera toujours impair; on aura 
alors 





et lexpression 


sera Goale à la suivante 





fe Di E (A: T E di [e Di m (m 2), 


“a 
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ce qu'on peut mettre sous la forme suivante, symétrique en DP tet tpe 


1— sgn Dj 1— sgn Do 


2D NDE | MUS XU 2 
= = (— 1) 2 5 = €. 


A cause de l'identité 


A Ag, 
la dernière expression de A(x, D,D,) devient 


rA. / | wei, EN LY, (222) n ey] 








PY, 
v=1 
Bosonsp 9 I PA aio SES 27-1 A; p=0,1,2,.., A, —1), il vient 
A, 4-1 Qpri ri \ Pit 
+ —— (o4 n) 
A@ YD D) = TITLE" er") 
p=1 4z0 





/D,\ 1D). \ PI) NEEDS \ 
ON) ER ALES leo 





Laissant o constant, effectuons la multiplication relative à y; la quantité 
o+ pA, parcourt le systeme complet de restes pour le module A,, et 
nous aurons 
TE BIN DE Di\ (03) 
PIENO) 
A(x, D,D,) = [I LI G— eg ^ : 


p=1 v=1 


Mettant la différenee qui figure au facteur sous la forme 





pri 3 Quint 2pm / . 9pri 2/7 \ 
qose oU As = MOR (ze ar), 
on obtient 
zu ui / 2pri Que C 
(4 p f * 
\ a EG [III nm T3 
A(x.,-D: D,) =e ve en, 
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J’observe que la somme 


dy 


Y) 
p-i P! 
a pour valeur = À g(A ) puis je change » en A, — p; la quantité o’ 


2 1/) i 


change en e", où 


et nous aurons 





—1 4;—1 2p; i ?vzi 
E 25 - TTG = 


p=1 v=1 


1 


PD 
Dans le deuxième membre, les facteurs où (= =o peuvent étre 
P 


supprimés; les autres peuvent étre rangés en deux groupes, celui des nombres 
p=a et le groupe des nombres o = f; on désigne par a et f les nombres 
de la suite 1,2,..., A,— 1 qui satisfont aux conditions respectives 


D D (8) &S (2 & VAN. 
(23) )- sen D,, (4) = —ssm D, ( ): 


o<ßA<A, 
a ces nombres a et correspondent respectivement les valeurs suivantes 


Wi aaa) 


En posant p =a, le produit partiel correspondant 


d 2pri Uri :d6) + (| 
CEE "IS 2 y y 
| | I dig (7 ) 


[0] 


du symbole a” 


il serait és gal i 
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si lon prenait o =f. Cela permet d'écrire notre résultat sous la forme 


suivante 


2ari 


(23*) A (a A D); D) — II A (ser " D,) I] Blae 4 , mo 
8 


a 
où les indices à et A sont définis par les conditions (23), ¢ désignant l'unité 


1— sgn D, 1— sgn D, 


2 2 





(23°) SS (Sy) 


On trouve de la méme manière 


/ 25xi 


(23°) B(x, D,D,) = Il naeh, p.) IT Aloe is n,). 
i B 


/ 


Ces deux formules (23*) et (237) résolvent le probléme proposé; on peut 
s'en servir pour ramener tous les cas à celui des discriminants impairs. 

Prenons D, — — A, D, — —4, — A étant un discriminant fonda- 
mental négatif impair; ici s = — I, sen D, = — 1, et les conditions (23) 
donnent «= 1, £— 3. On aura 


(A(z, 4A) = Alix, — A) B(— iz, — A), 


(24) 
| B(«, 4A) = A(—ix, — A)B(iv, — A). 





Soit ensuite D un discriminant fondamental positif impair, posons D, — D, 


D, = —4; on a € — 1, et les conditions (26) 


donnent « — 3, p — 1; nous aurons 


| A(z,— 4D) = A(— ix, D) Blix, D), 


(25) 
\ Ba, — 4D) = A(iz ; D)B(— iz, D). 


Soit maintenant, D, — D étant toujours positif impair, D, — 8; on a 
€ — I, puis 
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d'où a=1,7 et B= 3,5; en employant l'écriture 


SE 
Vz 


on a les relations 


| 4 (2:80) = Alga, -D) Ay m DB 22DB U 20) 





(26) u 
| Bw, 8D) = B(x, D) Bz, D)A(ÿx, D) A(z, D), 
et puis, en prenant D, = — 8, on trouve 
(A, — 8D) = A(j "x, D)A(9-x, D)B(jx, D) Bg’ x, D), 

(27) 

" — (B(z, — 8D) = B(j"x, D) B(j-*x , D)A(je, D) A(y®a, D). 

: Ya D, 
Si l'on fait D, — — A, D, — — 8, on a s — — 1, sen D, — — 1, (2) IE 

DA , 
( à) — — 154—153; P= 5,7; les résultats sont 

/ 

(A(x, SA) = Aljx, —A)A(Px, — A)B(j x,— A) Biz, — A), 

(28) 


| B(w, 8A) = D(jv, — A) D(x, — A)A(ljT x, — A)A(9 2, — A), 


enfin on trouve 
(26) A(w, —8A)= A(jx, —A)A(j x, —A)B(j°x, —A)B(j’r, A) 


et une expression analogue pour B(x, — 8A). 

Cette formule (26°) se trouve contenue dans (26) si l'on y écrit 
D — — A^; cette formule-là subsiste done pour tous les diseriminants im- 
pairs D, positifs ou négatifs. 

Nous verrons que la détermination du nombre des classes d'un diseri- 
minant positif exige le caleul du quotient B(1):A(1). La formule (237) 
ramene le caleul de cette quantité a la determination des quantités de 


la forme 
} pri 
Ta 
Ale * , D,), 


sans avoir besoin de l'expression explicite des polynómes Y(r, D D,) et 


Z(r, D,D,); le calcul des dites quantités est relativement facile. Mais on 
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peut mettre le problème qui nous occupe en relation avec la théorie de 
l'élimination. 

Posons, pour abréger 


A, —A(z,D)  A,=A(c, D,), ete, 


1 2 


et représentons par AR(A,, 4,) le résultant des polynómes A, et 4,. Cela 
étant, supposons D, 0, D,>o, de sorte que les conditions (23) de- 


(2) (2) 
= Ic — — — ] 2 
4 Jos J 


9?azi ?8ri 


les quantités e ^ sont racines de l'équation A, (x) = o, les e? celles de 


viennent 


BA2)—0; or on.a 


R(A, , A,)=]] 4 (fen D,), 


R(B,, B) — J] Ble* , D,), 
8 
et l'équation (23*) permet de conclure 


(29°) Zl De T) o ee IP AB ek 


) 2 


On trouverait de méme 


(29") B(1, D,D,) = R(A, , B,) R(A, , B) 


) 


et les mêmes formules s'obtiendraient en supposant D, — — A,, D, — — A,. 
Ces formules, intéressantes en théorie, ne contribuent rien à simplifier 


la pratique. 


7. Reprenons l'équation (7) pour D positif, en supprimant le terme 


nul log c: 
(a) B(x) = 5s i zh 
a OF ——— == |) Ex 
Alia) V ntu 
p=t “ 2 
En passant à la limite pour z — 1, le second membre devient 


op 


Dy (7) - — Cl(D)log E(D); 


— n 
1 i 
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done nous aurons la formule connue 





; c D (1) 
(30) CUD) log E(D) = log c5, 


ou bien 


; Y(t; D) 34« VD Z(r., D 
(30*) Cl(D)log Ei D) - log (UU D) + yeso DE 
; : ? ¥(1, D) — JD Z( , D) 


Ce résultat raméne le caleul du nombre des classes à la détermination de 


l'exposant H dans l'équation 


, 


Yr/Dz (rrwDpy  (Y—YG,D) et 
Y DEC E 


2 CH D E REDI 


c'est done un résultat d'une trés haute importance théorique; car il n'y 
reste aucune trace de l'origine transcendante qui la fait naitre, tous les 
nombres qui y figurent pouvant s'obtenir par des procédés purement algé- 
briques. 

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme connu que le nombre 
des classes, aussi pour les discriminants fondamentaux positifs, est impair, 
si le discriminant est un nombre premier, et qu'il est pair, si le diseri- 
minant est un nombre composé plus grand que 8. 

Si le discriminant est un nombre premier, on a F(r)— D, et puis 
Y' — DZ’ = 4D, en posant pour abréger, Y= Y(r) Z=Z(r). On voit 
que J est nécessairement divisible par D, et en faisant Y — Dz, Z — y, 
il vient l'équation 


y Do AE 


ces nombres y et z ne satisfont pas à l'équation de Ferma, d'où il suit 


que le quotient 
ly] +lelVD P+ UVD 


log 


n'est pas un entier. Or on a 


"+ ZND Y EZ pls 
Cut D log Ei D) LOS 210g + ZyI es ee vL 
V4 FQ) ^o 2¥D 
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d'où il suit que Y et Z sont du méme signe et que 


TH ens tg VD 
DEA mi 


) 


I y + 2 D 
! oj D) = log !®- epos 
2 E 2 
le second membre n'étant pas entier, il faut que C/( D) soit impair. 
Si au contraire D est composé et plus grand que 8, on a (1) — 1 
et par conséquent 


DZ, 
d'où il suit que le quotient 
Y + ZVD 





log :log E(D) = p 








4 


est un entier; par conséquent le nombre des classes 


Cl(D) = 2 log : log E(D) = 24 








sera pair. 
Pour D=8 on trouve aisément que le nombre des classes est égal à un. 


8. Dans l'équation (7) pour D — D, qui s'écrit 





VD, sen D, N 
pal 


D,Y z^ Y,(x) + VD, Z,(x) 
( he = log CE) + v 1 i7 4 loge, 


pg ? Y,(r) — yD, Z (a) 


ou l'on emploie la notation 


posons 
2hri 
we“: au lieu de x, 
A, desienant la valeur absolue d'un discriminant fondamental D,; mul- 
2 D 2 


m d 4 ER D, , 
tiplions les deux membres de l'équation ainsi obtenue par ( — ) et ajoutons 
h : 


les resultats pour h= 1, 2,3, 4% Ag ^m? ili vient 





Lo 2h / 9AziN 

& 5. 4,—1 > 2) 7472 car 

ee a DEDI EE SD D$ be 2} + VD, Z, Ne ^* 
(3 1) VD, VD, sgn D, m (- "n ) ft + 2 (+) log 2hziN 2hzi | 
iz B Y, \we ^* / — X D, 7, a ^ 
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Cette formule donnerait à peine quelque chose d'utile, si le produit D,D, 
était négatif, à cause de l'indétermination du logarithme; mais si ce pro- 
duit-là est positif, le premier membre est réel en méme temps que c et 
on pourra se borner aux valeurs réelles des logarithmes qui figurent au 
second membre. 

Le produit /D,yD,sen D, étant positif toutes les fois que D, D, le 


soit, le premier membre aura, pour «= 1, la valeur 


CI(D, D,)log E(D, D,) 


2hmi\ / 9hzi 
A,—1 2 up = 2; 
a cr : D, Y (, .) D, Z, Ve 3 
(31) CUD, D,) log E(D,D,) = Y (Gj) tes e ee ig 


aM E. 


(D, et D, étant deux discriminants fondamentaux du méme signe, NE — 10m: 
A, —|D,| puis Y,(x) et Z,(x) désignant les quantités Y(r, D) et Z(x, D)). 
On pourra rendre à la moitié le nombre des termes du second membre, 

2zi 2ri 


Rer ^" 2 
2 est l'inverse de e 72 


et il s’ensuit: 

















» , "22 L 4 
si l'on observe que la quantité e de sorte qu'en 


employant les relations (19*) ou (19"), la quantité 


Mons 





AER EMI 
(=) (ee 
7 4 l 2 
VASE VDEZNe 
en y faisant k — A, — h, devient 





ys Ve e m sgn D, VD, Z, ic a.) 
E m DAmiy C 
ro 5) un o (Ez e^) 


9. Considérons l'équation 


4—1 





= I 2iVA 
(a) > p = Simi 9 = C(— A), 
k=1 pay ly lj 
conséquence immédiate de la formule 
4-1 — 
AN kr  4VA, 
x m ) cot = = : -Cl(— A) 
exl 


qui à lieu pour tous les discriminants négatifs. 
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La fonction entière irréductible F(z) pouvant s’écrire 


Il ( N tg e 





on aura 





et aussi, pour un entier / premier avec A, 


= II ME à 











p=1 
On tire ensuite de (a) 
4-1 - 
SE A I 21 VA oe, A , 
( p ) QT T = ) cit A) 
p=1 4 


Il s'ensuit que la fonction entiere 


4—1 AN 4—1 , 2 
il Inge) S (=A) | ee 4a 72/63 ECU Ay 


p-1 p=1 (2 





s'évanouit toutes les fois que x devient racine de l'équation irréductible 
F(x)—0o. On a donc la congruence 


4—1 a? 4—1 , 2 
| 2(— — 
a Tear) (¥(=4) 45) 


=—"; , A)?Cl(— A)’ (mod F(z, A)). 


Ce résultat est susceptible d'une forme plus simple, si le discriminant — A 
est fondamental. Dans ce cas on a en effet, pour le méme module, la 
congruence 

—A=Q(a)’, 


et il vient 


= = I are et. 
Ic v = s zug F(t) CU A)Q(r, — A). 


P 
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?zi 
Pour déterminer le signe, posons z — e? , ce qui change la congruence en 
égalité; le premier membre ayant alors pour valeur l'expression 


2 l / y 
GE) 


T 





qui est égale à la suivante 


AIN 


F(1)Cl(— A) ale), 


il faudra prendre le signe supérieur et par conséquent 


4-1 CAEN Be 
(33) II^ ne) ps eh = 
=? F(t, A)CU—_A)Q@, — A) (mod F(r, A)) 


—A étant un discriminant fondamental. 
Il y a un résultat analogue pour des discriminants fondamentaux 
positifs. Soit en effet, pour abréger l'écriture, 


Cl(D) = K. 


on a la formule 


(Tv /Dy _ Ba) _ Bw 





Ge 0, JOIE 
puis 
2brt 
= Bo, qe 
Ba) = Iro e i (s) I 
Posant done 
o<b<D 
G(x) = IT (1 — x’), & 
I eee 


on aura en vertu de la relation 
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la congruence suivante: 


T+ UQ(ey t _G: A. 
(34) | = xi = Ts (mod F(z)). 


- 





10. L'équation suivante qui résulte de (5) et (11) 








Y (= a) I ESTA Z(z)Y'(z) — Y(z)Z'(«) 
y DE N 2F (x) | 
2n æ—e À 


permet d'établir plusieurs formules dans lesquelles intervient le nombre 
des classes d’un discriminant négatif fondamental; on les obtient en posant 


. I +13 : 
i te y SEEN. pour ces valeurs de x la transformation du 


premier membre n'a aucune difficulté, je me borne donc à signaler le résultat. 


?rzi 





s 


En prenant x — e * , le premier membre devient 


3 2rzi 


VES 
im EN 7 e A 
jo Eu ; ) cot ne 


ce qui donne l'équation 








7 if 7 17! \ 4—1 / 
(35*) LATE (x) — Y(z)2(x) I Y (= A 1 r\ 
SE nn = 77— — ——— | eot -—— —Wwt, 
35 F(z) VA = y (A =)? 
2rzi 
où æ—e* , et — A désignant un discriminant fondamental. Le cas de 
r— 0 ou bien x» — 1 a été établi au n° 3, et je me borne donc aux autres 
foni i. d TINO. 
cas. Pour BUE CUM SE n est conduit à la fonction 
I LT 
cot (— — E tT = — tg — 


pour laquelle on trouve la formule suivante 


(36) (st wa, (ja A 


h=1 / 





qui a lieu pour fous les discriminants impairs et aussi pour des discrimi- 
nants pairs fondamentaux. 
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I] s'ensuit 








2 
I — 2|— 
Z(— 1) Y'(— 1) — Y(— NZ 1) 2 (x 3 J 
Fe A); 


or, comme nous avons vu plus haut, on a à l'exception des cas peu in- 
téressants A = 3, 4, 8, les formules : 


F—-1)=1, Z-1)=0, Vena ts, 
ce qui permet d’écrire 


(37) zc yer a) 


t == Y(—1,— A) est l'unité positive ou négative qui se trouve 
déterminée par les formules (22). 

Il peut présenter quelque intérêt de posséder la valeur de la somme 
qui figure au premier membre de la formule (36) aussi dans le cas où 
— À est un discriminant pair, pas nécessairement fondamental. On y 
répond par les deux formules aisées à obtenir 


4—1 








Go) (Be + WA Qi. A) (A = +4 (mod 16), 
1 
4-1 4 = 
= hz / ge — / - 
(36°) »* ( à) te iam n) | ve Cl(— A), | (A=o (mod 8)). 
1 


4—1 FF 
SC A 1 1 \ EE A 2\ A , 
a) YS) (A—2)e- — (+32) a) 
ol r— 1 ou r— 2, puis, pour les discriminants fondamentaux impairs 
— A h r 2 4 IA 
39 75 cot( A — Tr = 2— (+) EN) 
(39) > | h | A 4 ( A T ( 
Où r-— 1 ou r— 3. Pour les discriminants fondamentaux pairs le premier 


membre est nul. 
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11. En désignant par ¢(7, m) le nombre des solutions de la congruence 


quadratique 
x2” =n (mod m), 


je suppose que le module m soit la valeur absolue d'un discriminant fonda- 
mental, dont les facteurs premiers impairs p sont pris avec un signe dé- 
terminé, tel que l'on ait toujours p — 1 (mod 4), de sorte qu'ils auront la 
forme des discriminants. 

Une discussion bien connue donne les résultats suivants: 

l. m impair, » quelconque; m — + Ip, 


sni - TG 0) 


p 


IL m pair, » impair. 


1. m — +all, d(n, m) = (: + ()) 1 4- au 
msn Hm (i SA) + TIL 8) 


III. m pair 
san, m) = TT (+ (2) 


p parcourant les facteurs premiers impairs de m. 

Ces résultats se résument d'une maniére plus simple comme il suit, 
en introduisant une sommation relative à tous les diviseurs d positifs ou 
négatifs du nombre m qui ont la forme d'un diseriminant fondamental, en 
prenant parmi eux aussi la valeur d r, et les deux diviseurs 84% et — 8%, 
lorsqu'ils sont possibles, devant être considérés comme différents. Sous 


ces conventions, on a: 
(A) d (m, n) = » I 


si un au moins des deux entiers m et n est impair, puis 


(B) dan, m) Y (Z, 


m:d 


si m est pair. 
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Ces préliminaires posés, il sera aisé d'évaluer les sommes telles que 


10) 


où f(x) signifie une fonction admettant la période 1. 


m—1 


k=1 


Supposons d’abord que m soit impair, on ‘aura, grace a la périodicité 


de f(z) 
(=) = (5). si k?=n (mod m), 


IT ET 4 
et la quantité ff) figure exactement au nombre de d(n,m) de fois dans 
m 
: Slee 
la suite ) f m): On a done 


TET : mr | 
x (C) = > din, mf.) : 


en employant la formule (A), cette quantité s'exprime sous la forme 


m—1 m—1 
d n d n 
XE = ave 
Par conséquent, on a le théoréme 
m—1 Ie m-—1 d y 
LN o2. 2 d A 
©) ELI UE 


(m étant un produit de nombres premiers impairs différents, puis 


fle + 1) = fla) 


et d parcourant tous les diviseurs de m pris avec le signe convenable pour 
que d — 1 (mod 4)). 
Si m est pair (divisible par 4 et non plus par r6), on aura de méme 


we QE nei x 
Le) = Eve my) 


où l'on avait admis aussi la valeur k= o, sans quoi on serait obligé de 


. . m . 5 . 
supprimer aussi le terme k = mais la formule qui donne d(», m) varie 


Zu) 


avec la parité de », puis on a d(n, m) — o pour » — 2 (mod 4), et on 
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peut se borner aux valeurs impaires de » et à celles qui sont des multiples 


de 4. Puisque 
d . 5 
d(n, m) = >) (5) pour n impair, 


a 


et 
d(n , m) = 2% & pour # pair, 
\ 


nous aurons 


— a. 
m—1 


D Y-xr0 ez. 


pe I : 
où il faut prendre (5) — I, puis ÀA— 1,3, 5,..., À« m. (m est la valeur 


absolue d'un discriminant fondamental pair, d parcourt les diviseurs de m, 
positifs où négatifs, qui ont la forme de discriminant, et aussi la valeur 
d — 1; f(x 4- 1) — f(a).) 


Comme application, prenons f(x) = 





R(rx), où le symbole R(z) a la 
méme signification que plus haut z — H(z), et r signifie un entier. En 
supposant l'entier positif m premier avec r, puis impair et sans diviseurs 
carrés, la formule (C) sera applicable et donnera 


$2) -XX CRC) 


v=1 


Grâce à l'hypothése que r et m soient premiers entre eux, on peut écrire 


v= 1 y=1 


et la dernière quantité sera identique avec la suivante 


m— 
2 ^d (^ au 
b X CR m) =" = (, m 1 
= a 
Si d est un discriminant positif, la derniere somme est nulle, elle se 
réduit 
m-—1 
" m 1 
Lis pour ; 4 


— ji 2 
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puis a 


est un discriminant négatif. Il vient par conséquent 
m—1 


(40) N x 2^) cp z : x: (= ? 2 Cl(— à) 


y= 





(m étant un produit de nombres premiers impairs différents, et à parcourant 
tous les diviseurs positifs de m qui ont la forme 4k + 3; r signifie un 
entier premier avec m). 

Le symbole z; a naturellement la méme signification pour la diseri- 
minant — 4 que r avait pour le discriminant A. 

Si en particulier le nombre m est le produit de nombres premiers 
(positifs) de la forme 4/ + 1, on aura 


m—1 


ya) 


Cette formule (40) permet d’évaluer les sommes 





d'une manière assez commode; si en particulier m — A est un nombre 
premier de la forme 4£ + 5, on aura 





et on. pourra faire usage d'un raisonnement habituel depuis EISENSTEIN, 
pour transformer le premier membre. Des résultats de cette espéce pour- 
ront cependant à peine avoir quelque importance. 

Passons au cas de m pair qui donne 


= Cn 
m 


af) = XY» t) 
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Les restes des entiers 7A suivant le module m reproduisant l'ensemble des 


À, on a comme plus haut 
9 — ZXOwO-OTG»«5-0r0: 


r devant toujours rester premier avec m. On a aussi 


en LE rm 
'd Ary d d 4v d ^ d \ 4v 
EE 0 en 2). 
e— \ AY m r 7 Av m T - 4v/ m 
Si d est un discriminant positif, les expressions (a) et (b) s'évanouiront, 
et il ne reste que les cas où d — 1 et où d — — 9 est un discriminant 
négatif. 
Posons 
A qm-l ! t 
—— 0). j — à 
= Sy c3 Si! = >= ( ^s 
A<m v=1 Ge 


la somme 5’ ne peut différer de zéro que lorsque 9 est impair, on trouve 
aisément comme plus haut 
— m—1 
— Ô m 2 
s= Y (= 720-0) 
» , Fe 


Ti 
y—1 


et il ne reste que la somme S. Si ö est pair, elle est identique avec la 


suivante 


dont la valeur est - 
— m? Cl(— 6), 


I2 


et il faut étudier le seul cas, ott 9 est impair. Je pose 


E « ] b m 
À = p + 201, (= 1193 j (20 — th op 0,7, .., 25 —1), 
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nous aurons 





D à 1 
FE S /—0O0N AR Es = A (= 
S 2 ( ? ) > (p + 20y) EM " ) + = F 


où lon a désigné par A un entier indépendant de p et dont la valeur 
est inutile à signaler, puisque a 


La somme suivante qui seule reste a obtenir 
AES à 


contient des termes où o-— 1,3,...,0— 2, puis les termes p — 9 + c, 
L2 514305959 — Inde sone que | 


El er (eo 
p<o 
et en observant que la quantité 
ds _ 
Ne ae 


pad p 


se compose des mémes termes que la suivante 


il vient: 





ou bien 


3 A d XT. d. : x 
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BJ 


lorsque 9 est impair; cette formule reproduit celle qu'on a établie pour à 
pair et est done générale. 
Cela étant, les formules qu'on vient de prouver 


O pour d t, 
I 
N (x?) À „m pour qi— m 
RA m 
En, 2\\ 2 S 1 
= T I — (5) EM (— 5) pour d — — 0, 
O pour d>1 ou pour d pair, 


m 
(= — 1) pour, de 
4 


E002 ; " : A 
(—) — Cl(— 6) pour d= —d et impair 
T Ta 


ZS 
Sia 
Se 
= 
EDS 
s|3 
Zul 
me 
I 
Dim 


permettent de conclure 


Y ES "— : M (= "(i (3) — el) 
y (eue 


N 


où 4 parcourt tous les diviseurs de m qui rendent — à un discriminant 








fondamental, tandis que 0° ne parcourt que des diviseurs impairs. On 
peut écrire d'une maniere plus simple 


m— 


a) Xx(2)-—-XEGÓp-0 + Gera 


Ti 
y—1 





(m étant la valeur absolue d'un discriminant fondamental pair, r un entier 
premier avec m, et 9 parcourant tous les diviseurs de m qui rendent — à 
un discriminant fondamental). 

Nous avons établi la formule (40), avee d'autres analogues, d'une 
autre maniére et sous des hypothéses plus générales, dans un mémoire qui 
a paru dans les écrits de l'académie de Prague.' Ainsi, en supposant dans 





1 O souttu celych v lomené arithmetické posloupnosti druhého stupne, etc., (Rozpravy 
ceské Akademie, VII® année, n? 7; 1898) V. aussi Annali di Matematica, 3° 
série, t. II. 
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la formule (40) m impair et d'ailleurs queleonque, il faudra introduire le 
plus grand diviseur carré g^ de m; le premier terme au second membre 


m —4q m — I 


sera alors "o s du lieu de 


Le deuxieme exemple que je veux traiter de la formule (C) consiste 
à prendre f(x) = sgn. Æ*(rx). En me bornant au cas de m impair, j'aurai 


d'abord 
m-—1 m—1 
an m) XXn) 
k=1 d y=1 


Les sommes 


sont nulles pour d>1, puis on a 


I 
| 1 pour y <>, 


sen. R* (2) — 


m I 
— 1, POULZY>> = n, 


done pour d = — 98 


1 
—(m—1) m—1 
m—1 x 5 2 


1 





en prenant, dans la seconde somme, » = m—y, il vient comme valeur du 
deuxième membre 


SE : I 0 — I à — 1 
faisant m — ó'ü, on aura -(m —— 1) — ——— 0 + 





et par conséquent, 


notre quantité sera 





(=2) = (: E Gear à) 


Caleul du nombre des classes de formes quadratiques binaires à coefficients entiers. 247 


et il vient 


(42) >. Re (s ) = (2-0 


v=1 





(m étant le produit de nombres premiers impairs différents, 7 premier avec 
m, à parcourant les diviseurs positifs de m qui ont la forme 4k + 3). 

Les formules qu'on vient d'établir peuvent étre considérées comme 
des analogies arithmétiques des sommes de Gauss. Nous en allons donner 
une analogie algébrique, en prenant, dans la formule (C), pour f(x) la fonc- 
tion cotzz; des termes infinis ne se présenteront pas, puisque la congruence 
y? =o (mod m) exige » — o (mod i»). On aura d'abord 





Sehen Y cot 
k=1 »-1 


d parcourant les diviseurs de m, affectés des signes convenables. 
Pour d positif, la somme partielle 
m—1 
d 
Y Cet 
v m 
v=1 


est identiquement nulle, et il ne reste a considérer que des valeurs né- 


gatives d — — 9. La somme a laquelle nous sommes ainsi amenés 
m—1 
— à vit 
(=) cot"? = s 
m 
y=l 


2 


se transforme en faisant » — p + du, (p = 1,2,3,...,0 — 1; 0 —O, I,..., 


$ ^ m . 
m'— 1), où m——. Il vient 
: 0 


- /(— à OT UT 
Go > (= )X cot (57 E ), 
AC - m ^m 
ou en faisant usage de la relation 
m'—1 


1 , 
> cot (« + f s = m' cot m' xz, 
"m 


u=0 
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d'où en substituant la valeur 





o—1 S 
^ + [> 
— it] OT 0 
al ) eot ^ s ^ OT CS] 
Sie Sale 4 à 
il suit 
: Am 
D; = au = CE 0), 
aye 
et on a la formule cherchée 
Yi cot? any 
(43 cot — = 4m (G10) 
43) ces Lal "Ll To Và = 


(m désignant la valeur absolue d'un discriminant fondamental impair, et 
9 parcourant les diviseurs de m qui ont la forme 4k + 3). 
Dans le cas de m pair (m — o (mod 4)), dans la somme 


m-—1 





EE o qm 
se trouve un terme infini, celui ot k= —. Nou sconvenons done de prendre 


f(x) = coter pour x fractionnaire, mais f(x)- 0 pour x enter. La 
formule (D) nous donnera alors 





1 

REM k*z d ax duis d 4vz 

> cot PX > 2T (5) cot a + 2 m > (4) cot E 
I 





où l'astérisque indique la suppression du terme X 


LL 


m qul est infini; on 
peut écrire d'une manière plus commode 
m-—1 


Su Pr _ NS > (*) cot 4 2 Y^ Y^ e cot 2. 


k=1 d v=| e ad 





Pour d 2 1. les sommes 


1 
v " 1 —m-—1 : 1 
[ va q vir 
> ( ) AND. ) (5) cot + 3 
— Y 7 / 
= y, m = 4v, m 


sont nulles, et il ne reste que des sommes où d = — 9 est négatif. 
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Considérons d'abord la quantité 





m—1 40 
; — 40 vit . E 
S-— > (- ) cot—, (9 impair); 
EX v m 
: 4 3 m 
en faisant » — o + 404, m’ — —., nous aurons 
p H 40” 
40—1 40 m'—1 
—— Ang) 0 HR 
S — N €— eot |! = 
( p ) > m a m' 
p= 1-0 
ou bien 
40—1 4 
—— ya) 7 
S=m » ( ) cot , 
(0 2 
p=1 : s 
et en faisant usage de la valeur 
4071 25 2 
2:0. ) == 
eo en 6 Cl(— 40), 
^ 4 
vu À a? 
; m m 2 2 
S = — Cl(— 40) = ——( 2 — (-) Jet(— 0). 
/9 / ^ Ts Ô 
\ 0 Oo ‘où 
La formule qu'on vient d'obtenir 
m—1 40 j EZ 5 
——Édár c 2 
@ Y (= e De, (5) Cl(— 0) 
= y m yo Ty 0) 


simplifie la première partie de l'expression. qui nous occupe, mais seule 


ment pour des à impairs. Si 9 est pair, on a identiquement 


m—1 40 il, RN m 4 
mal vit D un | 4 / 
Y. — ) cot = > ) cot = = — Cl(— 0), 
L ^ 
= y m = L m vo To 


et ce résultat est d'accord avec le précédent, puisque le symbole de Le- 


2 Das 
GENDRE (4) est nul pour @ pair. 


0 


Il reste encore les sommes 





elles sont nulles pour 2 pair, et il s'agit done du cas de 9 impair. 
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ps m 
En y faisant » — p + Ou, "m m', nous aurons 
" AO 








0—1 a. m'—1 0—1 " 
" =) 407 LT ; L5) pu 
S'— > ) cot | —— 7) — m = (— cot — 
: ( D > m iG m, AN YO [ 
p= u= = 
ou bien 
1 
el 
2. {— 6 um qm 
(B) = ( ) cot = ——CI(— 9). 
I 4v m TaVO 


Ces résultats (a) et (3) permettent d'écrire 


k=l a Vet yo" te 








x 


où 0’ ne parcourt que des diviseurs impairs. En séparant, dans la pre- 
mière partie, les diviseurs pairs 6” des diviseurs impairs 6’, on aura, après 
réduction, la formule suivante 


Baal Lk pr d B 
Y ct = bo ™2(s—(5) Jou—a) + > ue rco 


FA} M Tu 
k=1 o yo co 








ce qu'on peut écrire d'une manière plus simple 


* kx = 5 2 4 2CL— à 
2 Yesxb-Q«0pes 


(m étant la valeur absolue d'un discriminant fondamental pair, et 9 par- 


courant les diviseurs de m tels que — 4 soit un discriminant; dans la 


. . . . m 
somme au premier membre on supprime le terme infini BD 





12. Soient p,,p,, p,.... des nombres premiers impairs, différents 
entre eux, et positifs, puis ¢,, $,, $,, ... des signes donnés par la formule 
générale 

py! 
e, = |- 4) =( Tj 
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et considérons la quantité 
(eps 
(— 1) + [ees 


(— 0^ + (5 Ei F 


(45°) my (22) ; T) (22) ; dm 














dans laquelle 2,, 2,,..., 4, signifie un systeme donné d'entiers qui peuvent 
être remplacés par o ou par 1. Cette quantité &, est égale à un, si l'on 
a en méme temps 


(22) un pu (22) CD. (2) E med). 


tandis qu'elle est nulle dans tout autre cas. 
Cela étant, considérons le produit 


A, 45, ..., 9, s=1 





ou A-—p p,...p, est évidemment la valeur absolue d'un discriminant 
fondamental impair. 
Soit N le nombre effectif des facteurs du produit 6(x), on a évidemment 


4 LIRE 2 E 
N— V 3,— Y (2)(2)...(2) 








ga s=l 
I y Na EMI = Enr Ep D p MPa ce pa, Po, US 
ne (tan pa) 
où p,p,... signifient toutes les combinaisons véritables des entiers 1, 2, 
3,...,», et ao ,0,,... les combinaisons de ces nombres, autres que les 


nombres o. Pour une combinaison fixe 0,P,...0,@,..., posons 
, , , 
EnEpe Po, Dos = D", Po, Pa ++ — 0, |D'| = A’. 


D' étant un discriminant, on vérifie aisément que la somme 


An 


s=1 s=l 
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est nulle; parmi les sommes dont se compose N la premiere seule étant 


différente de zéro, il s'ensuit 





ce qui n'est autre chose que 


en employant l'écriture habituelle de Gauss. 
Prenons maintenant les logarithmes dans (45); il vient, en supposant 
HEP 


2nszi 


o A 
log 6(x|a) = N log x — = — Y Ge Br 
s=1 





nae” 
n=1 


Pour obtenir les coefficients de cette série, c'est a dire les quantités 


nszi 


4 
Y ; = A 
(CF 22% > ö,e ; 
s=1 


sous une forme plus simple, observons que l'on a, en développant le produit 





(45*), laggrégat suivant 
Gr ARE 25 H,(a) + DH. (al; a) Cals 


où l'on a posé, pour abréger 











4 2 ?nszi 
Ne 
H, == = ( = e J À 
s=1 
puis, p. ex. 
4 ep, pipi pi 2nszi 
XE. 
s=1 
H sites NS VE Pie EP) DRE Di a 
ern 
s=1 


etc. Dans les sommes dont se compose @,, il faut remplacer successive- 


ment a par tous les nombres de la suite a,, «,, ..., 4, puis @,, a, par 
toutes les combinaisons du second ordre a,a,, a,@, , ..., 41%, des mêmes 


nombres, et ainsi de suite. 
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Nous allons évaluer la quantité 
(— lei d e ACT , CA -— a,) cs ls 
en posant pour abréger 
E, D, 84,94... 8, p, =-D,, Pipes pi AE 
Par Pate - D, = Q, 


on aura 





e - Y (2) (“eae 


8.4 Nus 


ws 


4 2nsri 
1 


Cette expression s'évalue à l'aide de l'identité (2) 
23 (S rim) — la) 2 f (md), 
m= 


où d parcourt les diviseurs de Q, et il vient 


JI,Qa 2mnri 


où l'on a posé, pour abréger, 
Q,— 2. 
Pour simplifier la somme intérieure, posons m — 8 d- KA,, (s— 1,2,..., A; 


k-—0,1,...,Q, — 1), elle devient 





: 7 4 : : 
elle est done nulle toutes les fois que g, =" ne soit pas un entier, et il 
d 


ne reste qu'à considérer les termes où »' est entier, pour lesquels elle 


est égale à 


2nszi 


ie M (=) e^ 


ou bien 
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Pour obtenir le signe de LEGENDRE qui figure au second membre, ob- 


(92) = (ep 


d'où il suit, D, étant premier avec Qj, 


8-00 


servons que 





Ensuite 





d'oü 





(i) = GO CO) 


en substituant cette valeur, il vient 
D\ - D! (2. D, (2: D.) 
e) 7 EC): 


+= 039 


Les entiers d sont assujettis à la condition que les quotients 





I 


et par conséquent 


nd 
Q 
entiers. En représentant par # le plus grand commun diviseur des deux 
nombres n et Q, on aura 


et - soient 


n — nj, Q — Q9, (n, , Q,)= 1, 


et les quotients en question seront 





nd Qj 
ad 
: : Jd 4 5 
Le premier ne sera entier que si g m est un entier, et le second 
1 
Q,À D 
dO CU 


exige que # soit un multiple de 9. 
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Le nombre # étant fixé, on fera parcourir à à les diviseurs de #, 
et on posera d = (0, c'est à dire d = = . La valeur obtenue de la somme 
ct D, Q D, "AY . 7 D, 7 D, \ "uu 
c— (2) 1 (5) vB, prouve que (7)« = (= VD, 
ou bien 
D, 1 /D = 
C Je EL VD, - 


Il faut encore évaluer le signe w(d). Les équations 


d= Q,0, Q= Q,? 


donnent tout de suite 


d’où 


et substituant, il vient 


= Y ^2 ()aO)a(e vn, 





ou bien 
$.— (To )nQ)a(*)e (9) vn. 
ce qui donne le résultat voulu 
D =. 
H, (a, ) do Je je a,) — (= tert u(8)(—5) e (5) VD, 
On peut remarquer encore que w(Q) = (— 1)", et il vient 
H ( = (a,—1)+(a,—1)+...+(@,—1) +4 (8)( 2) (8) ID. 
las Res...) (il) i L ‘\n Q/? V Hs 


9 désignant le plus grand commun diviseur des nombres x et @. 
Tl s'agit encore d'exprimer la quantité VD, au moyen des racines 


VEIT sep, ee 
On a évidemment 


———— = | PE y oH P b 
Ve, DES Ds d vs, D; VE2 Pa (5) Ge). 
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RE ER REN Eee seges je (BIS (Pas 
VE, Pi - 8» Pa - 5s Us ve SUN, v 51 Ps Pila 


a NE zur ae 1] 2, f JA 
Ve 5, -$, + € po Es Ps == Ve; 2, Ve, Pa V VE: Ps Fi Je Jess 
3 : Pe Ds , 


/ 





ou bien 





et d'une maniére générale 


VETERES px (b Ps: Ps) (B stoke Pe) + (^ De ei) 
EDWesdg epa p, JAN y Du 











X ve li Ves Ps vs, fo VE Dy - 


Grice à la loi de réciprocité, on a 
DNE ( n Q ) M: (5€) (““) 
(0) BEES S DUANE C 
de sorte que le produit 


(= ) (2 Ds-- Be) (2 Ds. Pa) (b D. Pe) 
nQ/\ M VD: su Pu 


(abe E B) (CR E 2e) (b Pose Uni Put ee >) 
Pi Ps / Pe 








(a) 





s’eerira 








et il vient 


(— 1H, as, ss m) = (= el Nee el NT 








Eom e =) e, p, ft(8)e (8) 


en posant 


et 9 désignant le produit des nombres p,,, p,,»,..., p, qui divisent le 


nombre 2. 


Si en particulier » est premier avec A, on aura l'expression plus 


simple 


= mp 2 
(— Da ese a,) Fa II Ls Dr ( Pp az! 
i p=1 





_ 


Los ! 
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Dans ce qui précède on a supposé “> 0; pour obtenir la quantité 
Insmi 


4 a. 
H,— (2 )e * 


le méme procédé donne d’abord 








2nmzi 


Za 
H, = ad) N A, e 
m=1 


et l'on aura 
H, — u( ^) — (—1y, 


si m est premier avec A; le cas plus général s'établit d'une manière ana- 
logue. 


Le 


En posant pour abréger 


l'équation 
G, — H+ X Ha) % Hin m) t 
s'eérira 
muc Mo gu 
ou bien 
(— 1G, = (1 + (a) + (a,))(Y + O(a)... (1 + Da) 


ourvu que, bien entendu, » soit premier avec A. 
, 2] 


En substituant l'expression primitive de @ on aura la relation 


n? 





cherchée 
Jes 
4—1 ?nszi "I — C1) (eva. 
(46) Y aue 4 =e] | at 
s=ı ne E 
pu Av nne yp = et l'expression @, est définie par (45°); le 


nombre n est supposé positif et premier avec A. 
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Le premier membre de cette équation n'est autre chose que la somme 


2nszi 


Wie. 


— 


dans laquelle l'indice sommatoire s satisfait aux conditions o<s< A; 


ao, QR. E CR 


; I : UR ; 
et qui se compose done de z £A termes. Si en particulier on fait 


4,— 4 — ... — a, — O, les s seront les résidus quadratiques de A, pre- 
miers avec A. 

Je vais eonsidérer maintenant la quantité (46) dans le eas oü l'entier 
n a un facteur commun avec A; soit 4 — mA", A — A'A", les deux 


nombres m et A’ étant premiers entre eux. La somme 


4 2nent 
S E > ö,e 4 
s=1 
devient 
A4 2msri 


S 


l 
is 
a 


et on peut la transformer en faisant s=7-+ kA’; il vient 


© A") 2mrri 


4 
58 * ^ 
S= » O,+x4 € 


Cela étant, représentons par p,, p.,,..., p, les facteurs de A’, et posons 
pour abréger 


p=1 
ge II (s) qe 4 (22) | 


On a, par définition, 
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puis comme cela se voit aisément 


1 Be | — 11 — ee P 
O, p 4 = Ws, Dry RD, 
: d’où 
-— = —_! [1 pu = [ml 
Oy 444) — Dr pica Orr — OO, 453°) 
et notre somme prend la forme 
4 2mr à d"—1 
pe 1! A 11 
s- Ye Y an, 
r=1 k=0 


Les deux entiers A’ et A” étant premiers entre eux, les nombres 7 + kA’ 
(k=0,1,..., A" — 1) parcourent un systeme complet de restes du mo- 
dule A", et il vient 








ADT A" A. 
E y a g(A") 
D,rxs — 26 RN I 2 
k=0 s=1 
Done enfin 
er Jd ?mrzi 
MERC UA NS a 
S ule mew s 
ou en faisant usage de (46), 
> , TUN 
AA" ?mszi " : m (= 1) (55: ]VEoP» 
TANT: - P(A°) DE e 
(47) pod cup apu 
s=1 
p=1 
DD PA ADD De NINE A — =; m positif. et 
Pp 


premier avec A’). 
Les formules (46) et (47) prouvent que les sommes 


2nszi 


sont des quantités de la forme 


I+ vep I + Ver IV e pt 


2 2 2 


et il s'ensuit que les coefficients du polynóme 


(^ MP d ) =o" +a2 4 ag +... 9 


| Ohio} exer, 
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sont des nombres algébriques entiers du domaine de rationalité 


(Van; Vespa» «++» Ven). 


En appelant type de la fonction entiere 
Dia 
a(« ne JE 0, (x) 

NEN A 


(= Une = es schen) (== Oe 


il y aura 2” types distinctes. 


le systeme des signes 


Le produit de polynómes 


II 6, (x), 


(a) 
étendu à tous les 2" types différents, donne l'équation irréduetible d'ordre 
27i 


e(A) à laquelle satisfait la quantité e? . En effectuant le produit 


II 6, (x) 


(a) 
étendu aux polynómes dont les types satisfont à la condition 
(Te NN (types pars) 
on reçoit l'expression de Gauss 


Y(z)— VD AGN dii 


5 





ll parait que cette formation des polynömes de Gauss puisse donner 
l'occasion à des conclusions intéressantes. 


13. Nous allons considérer un nombre quelconque (m) des discrimi- 
is, Du, GORE 

m»  Posons 
pour abréger D — D,D,...D,, A —|D]|, puis formons tous les produits 
possibles 


nants fondamentaux premiers entre eux, soient D,, D 


valeurs absolues respectives soient désignées par A, , A,,..., A 


D.D,...D4,— D'.— A= | 
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fis r, désignant une combinaison quelconque des indices 1, 2,...,m. 


En désignant par r,,,...7, la combinaison complémentaire, le produit 


23777) 


QAI 2A 


Tm 


sera tel que DIU A’@ = A; les produits D’ sont évidemment des 
diseriminants fondamentaux; je conviens d'écrire 


F(D') = = Cl(D'), si D' est négatif, et 
F(D')= 0, si D' est positif. 
En introduisant encore le symbole 


o, e - 6-05) 


q 


où le produit se rattache à tous les diviseurs premiers différents q du 
nombre Q', et en convenant d'écrire 





DANSE 
j'aurai la formule suivante qui sera démontrée tout à l'heure 
I 2m x , 

(48) ;24)—4c s= Z(D', Q)F(D); 
dans le premier membre le symbole %*s signifie la somme de ceux des 
nombres $— 1,2, 3,..., A qui satisfont à des conditions simultanées 

Dan: 

s 8 PK dg wes 

dans le second membre, D’ parcourt tous les produits D,...D,, dont il a 


été question plus haut. 
Afin de démontrer la formule (48), j'observe que l'on a 


d'oü 
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Ox 96 9) +) 


est égal à la somme 


Or le produit 





D' parcourt tous les discriminants formés de la maniére indiquée plus haut. 
Il vient done d'abord 

4 ^ A , = 

= / 2 =, D Q” 
SOLIS ve Er IND ))s; 
S8 E Ss s 

s—1 D s—1 
la première somme 
Am), 8 
y (+) : 
— s 
s=1 
est la somme des entiers premiers avec A et plus petits que A, et a pour 

; F I 4 

valeur l'expression , ^€(A). 


Ensuite, si D’ = D, Q' — 1, la somme 


a pour valeur la quantité — AF(D), et il ne s'agit que des expressions 


A E 
s D'*(Q"V. 
s= Xp 
où > 1. On les obtient au moyen de l'identité 
oo (Qi . oo 
YG \r() = ¥ nd) Y (ha), 
hai d h=1 


où d parcourt les diviseurs de Q. Il vient, en posant Q = — 
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Or, on a la formule générale 


nd, Ao 
DEN DW = 
2 (es = 1) (=); = — nA, F(D,), 


qui donne 
ed Y ua )dQ A FU) = ARD) Y. aa). 
ad Y 7 We 


La somme 


= an): 


étendue à tous les diviseurs d du nombre Q', est égale au produit 


(oh 
Met) 
4 g 
q parcourant les différents facteurs premiers de @'; ce produit étant dé- 
signée par (D’, Q'), nous avons 
S — — A(D', Q')F(D’), 


ce qui vérifie l'équation (48) dont nous allons signaler quelques cas par- 


ticuliers 
E TIE 22 D, —-—p, D, = —4, 
p et q étant deux nombres premiers de la forme 4k + 3. Parmi les pro- 


duits D' qu'ont peut former des facteurs D, et D,, l'un est positif; les 


autres sont D, et D, eux-mémes, et il vient 


Ha). 4 Ne. hl. (2 ay 
(49) ZI (B je Cl(— y) 





nous y avons remplacé le symbole (=?) par son équivalent (4). Les 
; \g p 
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. ^N / " " , x 5 Pas. “42 
deux signes la et (4) étant opposés, d'après la loi de réciprocité, l’une 
J P, 


-o 8 


sera nulle et le second membre se réduit toujours à un seul terme 


des deux différences 


11. m 2, D, = —p, D, — 4, 
p et q étant deux nombres premiers, p = 3, q — 1 (mod 4). 
Il y a deux produits négatifs, D' — — p et D'— — pq. La formule 
(48) devient 
(sg). PEN. 4 pr nee (: = ( = Cl(—p) 
: 2 pg 3 D/)D 


les entiers s parcourent, comme dans (49), les résidus quadratiques du 
module pq, premiers avec le module. En observant que l'on a 


il vient, pour p> 3, 

(51) Cl(— pq) = 1 — (2) (mod 4). 

Pour p = 3, multiplions les deux membres par 3, et il vient d’abord 
3Cl(— pq) = 1— (4) (mod 4) 


d'où immédiatement la congruence précédente. La congruence (51) est 
done générale, lorsque p et q sont deux nombres premiers, l'un de la 
forme 4/-+ 1, l'autre de la forme 4k + 3. 


LT. m=3, D,—-——», D,—-—», D, = —»p,, 


les p étant des nombres premiers de la forme 4k+ 3. Dans ce cas on 
€ IE ye » "c III NC e aq Yen Inc a 4 Lo ,. 

a les valeurs suivantes des diseriminants négatifs D':—p,, —p,, — p», 
—P,P,P,; le résultat (48) devient alors 
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I 8 PıPaPs 
(52) Po HOS an) ; “Ss 
= PiP2Ps 1 
Cl pp) (2) ie 2) 2 Cle 
( Pis T ei Pa he Cp, pa) 


où s parcourt les résidus quadratiques du module p,p,p,, et les indices 
a,f,yr signifient les chiffres 1, 2, 3 pris dans un ordre quelconque. 


2 
Si les nombres p,,p,, p, sont différents de 3, le quotient =, Sera 
a 


l'unité, et il vient la congruence suivante 


(@) ann) =(«— (2) (1 —(2)) + (2 (2) (1 -(@)) 
CAE oe 


qui peut encore se simplifier considérablement. Elle a lieu encore si 








p,-— 3, car il suffit, dans ce cas, de multiplier les deux membres par 9 
et on parvient au méme résultat. 
Les trois membres p ayant la forme 44+ 3, on a, d'après la loi de 


(PP) (Peo) (P21) =—1 
Ps Di P, 


et cette égalité n'a lieu que sous lune ou l'autre des deux hypothèses 


, - = , 
réciprocité 


suivantes: 


5 (Em) a. (er) A ( 2 2) os re 
Ps pP, D, ? 
b) (bs) =— I, (Er) Le (B Ps) 2 
d Pa Dij Ps 


où nous avons admis que dans le second cas les nombres p soient pris 
dans un ordre convenable. 
Le cas de a) exige que 


ee inc 
Di P. Ps \ Ps 
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n , sit . . . 2 . Tae) i 
l'ordre des p étant ici arbitraire, je le fixerai par la condition (2) =; 


on aura alors 


Get) ee ete al E 


: Son s 2, = . 
L'une des deux différences 1 —(™) 1-——(") sera done toujours nulle et 
Pa)’ p : 
[74 a 





la congruence (a) devient 
Cl(— p,p,p,) = 4 (mod 8). 


Passons au second cas; les égalités b) donnent 


Ce ee 


et le second membre de la congruence (4) sera alors 
/p 2 / p 2 
= |e = 5) , 
( $)) re | pus 
COCO 
P,/\ps PN Ps 


, . , P ) ' " 
l’une des deux differences 1 — (2) et I — (2) sera nulle, l'autre étant 
h )s 


égale à deux, il vient, dans ce cas, la congruence 


et puisque 


Cl(— p,p,p,) =0 (mod 8). 


Les deux cas se résument par la congruence générale 


: . DD PP p ; 
(53) — Cl— p pp.) = (25) + (PP) + (P295) — 1 (mod 8), 
: «Ps Ps J P, 

ol p,, p,, p, signifient trois nombres premiers différents de la forme 4k+ 3 

DV: m= 35 DIN DATE D, = —7 
p,q,r étant des nombres premiers, les deux premiers de la forme 4k+ 1, 
le dernier de la forme 44+ 3. On a ici les valeurs suivantes des diseri- 
minants D’ néeatifs 


D = — pqr . — pr : —qr, re 
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et la formule (48) devient 


(54) 5(P — 1)g — 1)(r— 1) —— X s 


On en tire une congruence pour le module 8, en faisant usage du résultat 


(51). On aura 


"m (EB) (OX) 
(CYC) man 
Pour simplifier, distinguons deux cas: 
> 0- 0-« 0-0-« 
» 0-0 0-0-« 


Dans le premier cas le second membre prend la forme 


2(1 —e)(1 — see?) 4+ (1 — &)* 


(0) 


a 


et ce nombre est toujours congru a (1 —e)’= 2(1 —e), suivant le module 8. 
Dans le cas b) le second membre de la congruence en question s'écrira 


(1 —e)(t + ee’) + (1 + e)\(1-— es) + (1 — er + s); 


le dernier terme est nul et les deux premiers donnent 


Le résultat est done le suivant: 
»Soient p,q,r trois nombres premiers tels que 


p=q=—r=t! (mod 4), 
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alors on a, pour le module 8, 


postion > 


(55) Cl(— pqr) = | 


V. m=4, D,——5,.D,—-—-», D,——m5m, D,—g. 


Les nombres p sont premiers de la forme 4k + 3, q est également premier 
mais de la forme 44+ 1. Il y a huit diseriminants D’ négatifs, à savoir 
—p,p,P,d, — pi p,D,, puis trois discriminants de la forme —p,q et trois 
diseriminants — p,. La formule (48) devient alors 





I ? I % 
S ze Yn == ON) —— NG je Sos 
2 gem) Ose arg Cael = ot ie apes 





= Cl(— p, P, Ps d) + (: —| 5 = = ))er-», P; D3) 


y pe ( m (25) m (2) Jon. 
+ x 6-0) -@)--@)zece 


On en déduit une congruence pour le module 16; si l’on fait usage des 
formules (51) et (53), elle prend la forme suivante 


WE ob 
* X -e6)-0)(-6)«(0- EXO) 


On en tire plusieurs conséquences: 











o NS P, E ‘Ps a ‘Ps C Y \ — 
Si = ip) ( ) 1, on a Cl(—p, p, p,q) zz o (mod t6). 
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zoo SH E = i) — = — — 1, la parenthèse [ ] dans la seconde 
somme devient 


(o) ees) 


il est clair que 4 — o, si les deux signes (2) , (2) sont opposés; un des 
a, a. 


deux termes dont A se compose, sera different de zéro et aura pour valeur 
4, si les deux signes en question sont égaux. Done on a, en résumé, 


A= (ee) =- |; 


et nous aurons le résultat 


Cr Pr) | 3 ES ax | dns x 2 | 


ou bien 


Cl(—p», p, P; 7) = | » (22) — | (mod 16). 


Pa 


Dans le cas ou 


o Eye Ba, Ese 
2 = >) à 
la deuxième partie du second membre dans la formule (a) se réduit à un 


seul terme, celui où a= 3; la parenthèse [ ] se compose alors de deux 
termes égaux, et le total sera toujours divisible par 16; donc ici il vient 


Cl(— p, p, p, 9 = | S (2221) a I 


£4 Be 


Enfin, l'hypothèse 


ser @s@)-> 
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ramene le second membre de (a) à deux termes, ceux qui résultent de la 


somme en y faisant « — 2 et a — 3; on a alors l'expression 


[6-66 6) 6 -608)] 
ede 8X9) 0- 0X «6l 





L'un: des deux termes dont se compose l'une ou l'autre parenthèse, est. nul, 


+ > , = ) . L > 
puisque y figurent les facteurs tels que 1 + E l'expression se réduit 


done à la quantité 





et il vient zs 
Cl f == P. Ps 1 
Cl — p psp.) ARS tum (mod 16). 


En résumé, on a le théoréme suivant: 


Soient p,, p,, p,, q les nombres premiers différents qui satisfont à la 








congruence 9, — p, =p, — — q — — 1 (mod 4), on a pour le module seize 





la congruence 


(56) Cl(— p, p, p, q) 


af (PP) + (ne) (BB) p s (ee 

2| 5) a (PP) + (Bt | - 

= CS ra rn en ANR eae 
a(: ( P, )) " ER Dale > 





Considérons enfin le cas 


VI. m= 4; vn — D, =», D, =? 


n2 
al 
— 
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les nombres premiers p et q satisfaisant aux conditions 
— {= 1 (mod 4). 





P=) =p), = 


On trouve d'abord la congruence pour le module seize 


! 4 7 —%G AEN Pa ices 
Cl(— p, P,P; 9) = = (: En). l(— psp. 4) 


«xG-G-G9)er- 2» n(- 0) 


ou en faisant usage du résultat (51) et posant, pour abréger, 


Pe _ 
E Tr 


(a, 8, 7=1, 2, 3) 


CU— p, Pa Ps q) = C, 


(b) = > (: E (ya JOU Ds p; q) 


Pour distinguer, considérons le cas 


===: 


q d 





A 


les produits ee étant positifs, on tire de (55) 
Cl(— ps p, q) = (: _ (5) = 2(1 — €) (mod 8), 


et il vient, pour le module seize, 


C 4(1— 6) + 2(1 — 8) Z (1 — egy.) + (1 — s X = exy(1 — N, 


a 


I on a évidemment C’=o (mod 16), et il ne reste que le cas 


— I, ou on aura 
C— 4l + 759) 2 Z (1 + 33(1 + 7,). 


On peut changer le signe de la troisième partie puisqu'elle est divisible 


par 8 et il s'ensuit 
(1 — y) (mod 8), 


028 -- 2X (1— 7) 2) 
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bo 
-1 
bo 


Si maintenant 7, = 7, = 7, — 7, il vient 
C= 8+ 6(1—7) = 8 — 4(1 +9) =4(1 +»). 
Dans le cas où 7, — 7, — X, m =—7, il vient le même résultat 
Cz a; 
done on a d'une maniére générale 
C= 2(1 — e\(1 + 7), 


7 désignant le signe de la somme 7, + 4, + %;- 
Il nous reste encore le second cas, où 


PI, (Bs) omaes 
B Oboe 
on aura, d'aprés (55), 
Cl(—9p,5,0) = 2(1— 5) | Cl(—9, 9,9) — 2(1 —.), 
CI p, p, d) = 21 — 7) (mod 8), 
et la congruence (b) devient 
p 2(1 — ey s 8747);) ar 2(1 — ,)(1 — €4,%3) Up 2(1 euh: — 87,7.) 
+ (1 —e)(1 + e9,)(1 — ey.) + (0 — 9 + ex)(1 — es) 
+ (1 + ¢)(t — ey, )(1 —e%,). 


[0] 


Si l'on a 7, — 7, — 5, =7, cette expression se simplifie comme il suit 
a(t ale) -F (1 Heer ca 
Si l'on a 7, —», — — 7, — 7, il vient 
C= 4(1 — (1 + €) + 2(1 — &)(1 + ex)? + (1 + S)(1 — ey)’ 
= 2(1 + e) (1 — ex) = 2(1 + e)(1 — 7). 
= 1, —7, 9% = — 7, on trouve pour le module 16 


Si enfin 7i 


C= »(1— s)[2 + (1 + y) + (1 — €y)] + 2(1 + e(1 — 7). 
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On n'altére pas la congruence en remplacant la parenthése [ ] par 
2 Si) RES) ox 
ou simplement par le nombre deux. Il vient ainsi 
C —8-E2ie) eio) (mod. 16); 
ce qu'on peut écrire, en vertu de la circonstance 7,9, = — 1, 
C= 2(1 + st — 12,3) + A(t — 79). 


Cette dernière formule reproduit les deux éventualités précédentes et reste 
definitive pour le cas B. On a ainsi le théorème suivant: 


»Les quatre nombres premiers p,, p,, p,, q satisfaisant à la condition 








De 95 pug —'r? (mod 4), posons 
Ps Pa Pi : 
(5) mui S — Mas (2) =, 038m +4 +75); 


on aura alors, pour le module seize 


— 2) 1 P Ps Ps) €; 
2(1—e)1 +y), si (5) iE @) a 


(57) Cm P,P, 9) = 2(1 + e) — 99,92) + 41 — 7,7), 
UU EN aa YS 
ee 


14. La formule de Drricuzer (chap. IL, (45) 











1 
— D 
4 


2 (7) m on 4D) 


- 2 
permet d'étudier les restes, suivant les modules 4,8, 16,..., des nombres 
de classes des discriminants pairs négatifs. Soient d'abord p,q deux 
nombres premiers qui satisfont à la condition pq — 1 (mod 4), et con- 


sidérons la somme 


1 1 
d I + = | I + (©) 
EN 
f=] 
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qui évidemment est un entier. On a 


= 


ME GE QG) EG +E Go) 


et la premiere somme a pour valeur 


s I 
—) = -Cl(—4pq); 
> ( ; Cl — ang 


pour évaluer les autres, on doit distinguer les deux formes des nombres 
p,q, à savoir 4k + 1 et 4k + 3. 
a) Soit d'abord p — q — 1 (mod 4), on trouve aisément 





im p 1 

171 i; :—(t 174 | . 

SEES ans EIS (ee 
1 = a 


p’q’ 4 


et par conséquent 





d 


en prenant les restes suivant le module 4, et faisant usage de la con- 


[cl — 4p) zn eu(— agi - € — JU 1). 


44 = 5 Cl(— 4pq) + - 


eruence connue 
p—1 NS 
(58) Cl(— 4p) =! a Se ex (5) (mod 4), 


on aura le théorème 


(59) Po Apq) = ul we (')) = (C - — (5) (mod 4), 


(p et q deux nombres premiers de la forme 4k + 1). 
b) Soit maintenant p zz q-— 3 (mod 4). On a d'abord 


1 
17 7 P 


DOC CE) 


1 
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et la formule suivante (chap. II, (317)) 


ie io PRE eo) Cl(— A) 
! | 


Ds 


donne, pour A = yp, 





: 1+ (2) 


*6 


formule exacte aussi pour p 


I 
[#2] 
— 
sr 
E 
~ 
io) 


[oot un) 
-[Y A 
à 
ITS 
"| 
d 
EIS 
Pw Er: 
© 
- 
+ 
t3 
mM 
IS | t2 
Ss 
ERES. 
Ps 
See 
es 
M 


Enfin 





et nous aurons 
= ie 
am Pp ope p [y 


+? I + 1 (mod 4) 








(p,q premiers de la forme 4k + 3). 
Passons maintenant aux discriminants divisibles par huit. On a pour 


ce but la formule (42) du chap. II, 


y — > I SA 


72 2 
ae 
8 
lorsque — A est un discriminant fondamental, puis une formule équivalente 


a la formule (47) du méme chapitre 


el [52] 
> G) + 2i ( >) = Cl(— 8D), 


y= r= 
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pourvu que D soit un discriminant fondamental positif. On peut remplacer 


les deux formules par une seule 


z Lp 
(A) > s) ue (=) > (s | =; Cl(— 8P), 


P désignant un produit de nombre premiers impairs différents et positifs. 


Rappelons encore le théorème établi à la fin de § 5 
Cl(— 8p) = SEX (mod 4), 


p étant un nombre premier impair. 
Cela étant, considérons la somme 


HZ, , 8 s\ =a s 8 
SIE 
2 2 P 127) 2 2 PY 


1 








p et q étant deux nombres premiers impairs; cette somme se simplifie 
comme plus haut, et on a en particulier, faisant usage d'une écriture 


symbolique, 


EHEN + (Gis en 


- lb #2) ts £2) } 


le signe + étant celui de ( = Ik Je désigne par B(p,q) le deuxième 





membre, puis j'emploie la formule 











=I 
-1 
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pour obtenir la formule 


4A — 5 Cl(— Spg) + B(p, q) + Bia, p) + C, 


et nous allons déterminer les restes suivant le module quatre, des différents 
termes dont se compose le deuxième membre. 

Soit d'abord q— 1 (mod 8), on aura, en écrivant simplement S(x) 
au lieu de S(r, p), évidemment 


IB pie) — (: — (2) e 8p) - — SIE — (5] (mod 4). 


Dans le cas, où q— 3 (mod 8), il vient 


Beg =— (5) GE CG 


EN 
or, s(s) étant un entier, on n'altére pas la congruence en changeant son 





signe et on a 


nva 14) + CSC) + 990) 
=P EGO (QI ems 


B(p, 9) = : [: — (5r: En =) (mod 4). 


Si l'on a q— 5 (mod 8), il vient d'abord 


B(p,q) = s(?) ap CSS id (FL) a Fl 


et si l'on fait usage de la relation (29) chap. II, à savoir 








ou bien 


S(z)-—- S(r—z)sgn D, 


nous aurons dans notre cas 
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de sorte que 





B(p, 9 = — (: à BED % (7 


d'où 
F I SH 2 Nai q 
B(p,q)-— — |: + DIR: l(— 8p) = AL — PIE + el (mod 4). 
Soit enfin q— 7 (mod 8), nous aurons 


5 


vin. =) Cz) - (150) - C98) 
-- [63 (I9) 6,990)] 





d'où il suit 





B(p, q) =; | — Hl: +e, (2)] (mod 4), 


£,— —1 pour g—=1 (mod 8) et e,=ı dans d'autres cas. 


où 
Quant au nombre C, l'examen des différents cas vérifie les congruences 
suivantes, relatives au module quatre 
— I m 
| = = J si p=q+4 (mod 8) 
Zi WE 3 
I— (5). si ou p—q (mod 8), ou pz: —q-1 (mod 4). 
Si l'on a p=p, q=c (mod 8), soit 


- Cl(-- 8pq) = J, , (mod 4); 


bo 
-1 
e 
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on aura alors le tableau suivant des J: 

P p 

Ji1 = 9, Js = E Jy; = Im (E), Ji; = 0, 
Mo Uo 4a -i—(E 





) 


Inn. 


Notons comme résultats particuliérement simples, relatifs au module huit, 


( (hares e 
(caer 


Ces résultats, ainsi que ceux qu'on tire des formules (51), (59) et (60), 
ont été donnés par M. Hunwrrz.' On pourrait continuer cette voie pour 
parvenir à des restes des nombres Cl(— 4pqr) et Cl(— Spqr) pour le mo- 
dule seize, mais je me réserve d'y revenir à une autre occasion. 


Cl(— 8pq) = 





CCAS PAI RE. TV. 
1. Soient £,7,&,,7, des quantités réelles et fractionnaires, qu'on 
peut supposer entre zéro et l'unité, alors les séries à double entrée qui 
figurent dans l'identité suivante 


8 


e27i[+n)&—(E+ m)ny] 
23 Ll (7 + n)(& + m)v + (9 + n)w) 


m=—ao n 


(1) + »4. > 


n=—o r= oo 


e2ril(r+n)— (+ m)ra] 


(E + m)(E + m)v + (9 + nu] 





xd e—27E+m)no = errüntn): 


D: 
E+m — n+n 
D n= E 
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seront convergentes, si v et w sont des quantités complexes dont le rapport 
ne soit pas réel. 


La formule élémentaire 





(o € e € 1), 


nn 
t2 
— 
® 
r 
to 
3 
M 
SES 


permet de transformer les dites séries à double entrée en séries simples et 
à convergence rapide, en admettant toutefois que l'on peut, dans les séries 
doubles, intervertir l'ordre de sommation. Des considérations élémentaires 
que je me dispense de développer vérifient que cette derniere opération 
est légitime, et en remplacant la formule (2) par la formule équivalente 


oo 


=~ e2art(u+ k) 2zi 


ep mS 
) > uth Te uni 
k—— x 
nous concluons 
21271 À at. 
= 2yri+ — (v—Fv—qyw)(E+m) æ vot 7910) (7 n) 
10 





+ % = 
ANNE 2 2 gt) 26r 








Pour l'exactitude de cette relation les conditions o € £ < r, o €x, <1 
sont encore nécessaires, mais les quantités & et 7 peuvent être quelconques. 

Cette relation. (3) n'est qu'un eas trés partieulier d'une formule de 
transformation de la transcendante qui figure au premier membre et dont 
la théorie a été ébauchée par Kronecker. Avant d'avoir eu l’occasion 
d'étudier le mémoire du grand géométre, nous avons établi la formule (3) 
d'une manière différente ' que je me permets de reproduire ici. 

Solent v,, v, deux quantités complexes dont le rapport ne soit pas 
réel, puis w, et uw, deux quantités réelles contenues entre zéro et l'unité, 
enfin w,,w,, a des quantités complexes quelconques, et considérons l'in- 
tégrale 

6 e2xri(uyt +302) dx 
| 2T— We) — 1) æ+a 











j (gris 10) —1ye 
Y 


' Rozpravy ceské Akademie, II* année, n? 23, p. 22 (1895). 
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prise le long d'une ligne fermée © ne passant par aucun des pôles de la 
fonetion sous le signe somme. Ces póles sont 
\ 5 
"n Fw, n+ w, 


t= a, v, , v, ) Qr O MEINTE) 





et on peut admettre qu'ils sont différents entre eux et simples, par con- 
séquent. Une digression tout-a-fait simple permet de voir que l'on peut 
faire s'éloigner a l'infini la ligne C de la sorte que la fonction sous le 
signe somme devient infiniment petite le long de cette ligne-la, et que 
par conséquent, l'intégrale tend vers zéro. D'après le théorème de Caucuy, 
la somme des résidus de la fonetion intéerée tendra vers zéro et lon a 








aınsı 
257i 2smi, 
LJ = VR (wı+n) © i = (won) 
€ e 2 
tae Wi AF a Ui se n — (10, v,—17571 +N) co ws +a 2 ap eux (t09v,—10,v, + nv) 
e" —— OME — I 


ris A 
PAH eh 


Oo 





i —?zi(w,-av) __ —?z(w,tav) _ | BW 
(e 1\(e ) 


où lon a posé, pour abréger, s = u,v, + u,v,. 

‘Les lettres «, et w, n'entrent pas directement en cette relation, d’où 
il suit que s est une variable indépendante assujettie à la condition que 
le point s soit à l'intérieur du parallélogramme (0, v, , v, -E v, , v,). Faisant 








«4 — ©, changeons w, en — w, et, dans la seconde série, n en — 5»; il vient 
2szi, zi, 1 d t 
oo —— (w4- n) — (v—s) (wo T 1) + 2wzi 
N I en I U2, 
(a) p" w + E? 2vyrÈ IT. SE Ww. TE n mm, N 
n=—o 1 rn I n=—» 1 e % wa d ex 





Or l'équation (3), si l'on y fait £v + xw — s, s'écrira 


2szi 











21i 
oo 2nmi+ — (v— s)(E4- m) oo —— (n+n) 
> I e v i y I pue 

E , vni C Parra IT ARE er 

m (£ x — +n x 96m 
nist Sar av (E+m)+27 ini ; "cmm 7 “Te (yn) + b a i 

2rie?17i 
— (e?Fri EC. rye?nei en) 
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et elle devient identique avec léquation (a) en faisant 
"n. cmd. w=n, U, =, Ve 


J'introduirai maintenant les variables 


S 
DO — — 5 — = U, 
v v 


en supposant que la partie imaginaire de © soit positive; la quantité w est 
supposée telle que le point qui la représente soit à l'intérieur du parallélo- 
gramme aux sommets (O, r, 1 J- e, «). On aura, sous la forme définitive, 
la relation 


& pet NEM) 
w 


c2 D 
=) I e2uri(nt+n) > I 2 
(3 > 7+ e2erig+n)+ eri TJ she ZS 2 


= TEN E 
n» — 6 "cmm Tom Qe Em bom 








mi eU e—fri 


2 sin Nr sin Ex 1 

Nous allons nous en servir dans les cas où & et y sont réelles et contenues 
entre zéro et l'unité; sous cette hypothése on pourra décomposer la seconde 
série qui figure au premier membre de (3*), 


2zi 
9yzi- — (1—u)(E+m) 
e e 


BOUE CHERRY GARDE 
ms Si eli a (E+ m)+2yri 
ew 


) 


en séparant les termes m>o des termes m<o; en écrivant —m au lieu 
de m dans ces derniers, nous aurons les deux séries 


25i |. Dci : 
L2 — — u(£+m) e 29 ri — (1— u)(m—£) 
w w 


Dre — oS 
— E+m ae m—é me i 
Ee & 


— — (m—£)+ 2771 
I-——6 7] m=1 =e w M Don? 





Nous allons les remplacer par des séries a double entrée qui résultent en 
remplacant la quantité 
I 


Ir e i 
i = (m+ &) F2ym 
— À 


par la série géométrique, convergente dans les conditions admises, 


L Iri Er , 
— —— (m £ $)n 3 2nzzi 
N e ® 
— 


n=0 
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Si, dans la seconde série ainsi obtenue, on met n au lieu de x + 1, 


le résultat s'éerira 


C'est sous la forme 


formule (3*): 


(4) 





Xe: 


m=0 n=0 


meer 


J'v pose 


ER 


Im 
—2n2zi— m (m+o)(n+u) 
e 


27i 
257i — (1—u)(£4- m) 
e 





o 
y I € 
L3 27i 
— tm A (E--m) + 297i 
m=—» e w — 


wo 


2x 
> I 2nyri— - 
:e w 
USS 


: (m—a)(n—u) 


ey 














— 
m=1 n=1 
suivante ainsi vérifiée que nous allons employer la 
2 I g2uzi(g +n) 
NE; ” ne N g3ozi( 0) 255i — À 
n=— © 
ng P n + à aes TS > er 
m=1 n=1 ti 2x 
zi Gre . 
= — cot yz + 2). 
2 sin = 7 3r ) 
, en désignant par A la valeur absolue d'un diseri- 


minant fondamental négatif, je multiplie de part et d'autre par le signe 


de LEGENDRE ( 


Le 
h 


et j'ajoute les résultats pour h=1,2,..., A — r. 


Les sommations relatives à h dans les deux séries à double entrées 


s'effectuent directement au moyen des sommes de Gauss 


et pour obtenir sous 


série qui est à simple entrée, 


aura ainsi 





= 


ni 


2nhzi 


je 


forme simple la somme engendrée par la premiere 


jeffectue la substitution A + nA = m; 











Ly (= 5 JivA, 


n 


on 


) sen m dou ( à 
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et le résultat suivant 





4— 
ri e$ zi ( A) „hr 
2 sin ox — h A 
ANNE e 4 I ae En u) 
=A) ae meus (VA > > (= Un 
a DE dU. Aus 
ce A 27 m—2)(n—u) 
LE = I = m—É&(n—u 
aA 28 PE (=) mum. à 
m=1 n=1 
En faisant usage de la formule de LEBESGUE 
4—1 ER 
— A\ hz AV A a 
— eot — = —— Cl(— A 
1 h ) A T ^ 


nous aurons done la relation suivante 














275i C —Eri 
CI — A 
(I) va 3 
2muri + 
"- >: Zr e 4 * ; © © pi A I g = m DIE 
EE RAN Ll Im |, Imam eni 2 > al 
m=— a m=0 n= 





Pb 


m=1x=1 à 


dont nous allons tirer plusieurs conséquences. 

Je remplace A par A,, z par z, en introduisant un nouveau diseri- 
minant fondamental négatif — A, avec l'indice correspondant r,. Mais 
avant de commencer les calculs, nous devons transformer la première série 
qui figure au second membre. En l'éerivant d'abord 








2muzi 2mwuzi HAE tri 
ey I iar LU T 3 3 2 
> (—2 E pL 
how ( m- jm m +2Emi a RE eani 
EG S55 


on la transforme en des séries à double entrée, au moyen de l'identité 


= mn + 2nEri 
1 € : 


n=0 
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On aura ainsi au lieu de (I) 


?muzi 2mnozi 


— —— + 2nEri+ — 
1 le e À Ji 
n m 





ET == Cl(— A, \(cot £z — i) 
A 





2muzi LA um Qmnwrt 
— OER — 


di 4 





I 


— ge 





m 


In 








; N^ = LE AS) 53 cu Eee 
— n n 4-& 





(= 2 I Se 
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À E h x : B. ae 
Je pose maintenant £ — —, et après avoir multiplié les deux membres 
A ) P I 
par le signe de LEGENDRE (=A), jajoute les résultats pour 


hi — 15 25e LA, —— 1. 


En effectuant la sommation dans les deux derniéres séries au moyen 











de la substitution 4+ mA, — k, resp. —h+mA, — k, nous aurons la 
relation 
. ?muri 2muzi 
o5 co ?mnozi Tz5 
TT "e, ZI OT aris 2, 
AT Y] / — NS > = AG A, e 4; e + e 
ze CU Ay) C C— A,) VA, — m u It qp» zu 
eas nl 
2ku Ti 2kumı 
9?nkzi Ao = d.e 





HARERCBSUCB) FU^ 


n=1 k=1 


ou en mettant A,« et A,w au lieu de wet u, 


SE Gis AN) OC AS) 

















TiT 
— VA, > SS — Ai iR: gemnani PPT Re 
Wu pci "ESI m n 2m 
m=1 n= 
9mnri 2nuzi 2nuri 
= = mn - ne 
zr A, ) ys (= IS (85e 3 e e +e i Aw 
n= bs 2 2n 
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Ici on peut passer à la limite pour # — 0, je pose ensuite A, = A,; la 
formule se simplifie comme il suit 
2 = / 2mnwri 2mnri \ 
nr s - —A\ Perle E 7 
- Cl(— A)) z= > ) — SE MI = 
i : vA mn jm ^ " 
m=1 n=1 
N : e : > : 
où nous avons mis À au lieu de w. En grouppant les termes suivant 


8,(k) 
k > 
si l'on convient de représenter par 6,(/) la somme des diviseurs du nombre %. 





R I : I 
les valeurs du produit m.» — b, la somme Ÿ  — devient „on = 
um IL C 


On aura alors, en faisant pour abréger © — iv, la relation 








n=1 


d'où pour «= 1 la formule encore plus simple 


> j— © : Mr 
(117°) Cip oA ne UR (= a) 
L'importance pratique de cette relation n'est point considérable, puisque 
pour de grandes valeurs de A la convergence devient lente; mais cela ne 
veut pas dire qu'elle ne mérite pas d'intérêt. 
Revenons sur la formule (II) en remettant les valeurs primitives c 
et w des variables, à savoir 





aa Cl(— AJ A,) 














Tite 
= 2mnwri 2muzi . ?muzi 
m (AA) 2 edi te d 
VEY (ee 4 ttr 
mai) om e 2m 
© © Dina 9nuzi _ Inuri 
+ VAN > =A, cs ER de pote 
\ E — m " j = i 


m=1 n-1 


on peut effectuer l'une des deux sommations en faisant usage de la formule 


Lo (2x _ (2) 


1 — 24” 
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Q(x) étant le polynôme dont il a été question dans le chapitre III; il 


vient ainsi 


on AP Gi A) 




















Ti To 
| 2muri 2muri 2mwri 
© r er 
| > ee ab Arm. À) 
(IV) cA BI o 2m a mE 
| m-l Ife 2, 
2nuzi 2nuzi 2nzi 
= ea E à = 
CN (EAN +e 2 Ole, — A) 
| ss V A, p : NS ce LE 21 2nrdiri ) 
n=1 ve Zo 


où lon peut prendre # — o.  Posant par exemple A, = A,, © =i, nous 


aurons 








TAN exp NET 
an ape BES (may ole) 
Mais on parvient à des formules plus importantes, si l'on effectue les 


sommations au moyen des relations 


’ 


Y (e) QUE S AES) 


ju I — a42 





“ NN GRO " len 
ya n ); iva, (- CSOs er 


où love est une constante numérique connue. Or 








4 (x Y—iVAZ Z 
ee _ : ee SEE 2 arcte VA 
Ü San) Caliah AC iVAZ Y 
et on aura 
A NN "ad : RT ae UNS) 
VA. n Ir x / o oo e (a — AN 
n=) 1 
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en faisant ilogc — 7. La formule (II) donne alors pour # = 0, © = ir 


en A Gi Ay) 








| 
TT, 
Le __2mrr 
|= = A, I Q ie 4, ,— ANI 
(V) = am ) m at LS 

ie | | 2mr | 
»( A zb mE 

| = 2-4 um —à) y — 2arctg E zc Ael t 
ES | Y\e Aor | Lx A: | 


oü la constante ; doit évidemment avoir la valeur 


VA,Z0,— A.) 


7 = 2arctg — Vi teens 


c'est à dire 
O A pours AC. 45 





27 
; pour A, 


— 


z pour A,=4. 





En spécialisant A, on aura autant de formules pour le calcul de 








Cl(— A,) que l'on voudra. Pour A, — 4 on a 
Q(z) = 2— 2°, = 37; HT, 
de sorte que 
Q(z) Zz a I 
ICA are 7 — 2 arcte Cy RSS arctg - = 2 arctg 2, 


et par conséquent, la formule (V) donne en changeant æ en —, 
: 2 


(NS) ZI A) an (58) arctg e 2 
2T Sr m = 
Tu = = I 
Neues 
= m c 
m cos hyp 


æ désignant une quantité positive arbitraire. 
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Si Von-dait A, = 3, on.aura Q(2)-— 2— 2^, Y —22-L 1, Z—1, de 
sorte que 


























OG) eee 
Is, 4—z'' 
VA.Z 27 V3 mM 2 V 
y — 2 arctg =o DE 2 arctg -— ne 2 arctg > SEE 
et la formule (V) donne 
_2max 4mzr 
DIE f. oS [WN MC NEZ S EZ 
S ARA SE Ser 
ZT I LS > m jm LET 
i I—e 4 
^ (— MENT 
+ 2 Sy ( FR ) arcte E 
: 2+e 9 
ou bien 
Ta 
M E ANT sin hyp A 
E AES Free = ) A 
3c en A) VA >” ( maim we 3mar 
1 sin hyp — 
(Me) | 
Se al - 
| ie ~ ( m ) Re Dies 
| - I + 2e ?* 


Prenons encore A, = 8, ot l'on a 


Q—2z--z2 —2 -—z', Y = 2(z! — 1), Z= 2 
et 


Il s'ensuit 














2mer 6mzzc 
27 - — A I e 4 +e 4 
Sie = 
TG IK A) \ Ja | m jm | Smarr 
I + 2 4 
a leo 4s 
+ 2 >: (=4) arctg = = 
1 p — ue 
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ou bien, en changeant x en -, 
E cos hyp TZ 
DT Is — ; 
= lon A) ES vA x ( nv Mm 2men 
1 cos hyp N 
( V 2) 
OM UN 5 
+2 (—4) ANC ETAT 
1 m A 
2 


Revenons sur l'équation (4). En représentant par D une diseri- 
minant fondamental positif, posons-y 7 = = multiplions de part et d'autre 
par (7) et ajoutons les résultats pour h = 1 


2 











12, «.., D 71: I wien 
2muri F 
= /D\ 1 eno —y NS /D I — m+ O(n-eu) 
DOS uu +yvo> > (=) Ao s 
ma \m) m mon o AN UD SS 
TH — — o0 e D NT n= n= 
L3 c 2zi 
= D I — — (m—E)(n—u) 
— e w — 
tur Y om 
m=1 n=1 


Séparons, dans la premiere somme, les termes à m positif, et faisons usage 
de l'identité 


2muzi 
2mm 


E 2mm 
2muri 
?Tmowzi 


Ip: (w+u)+2Emi 
D e 
e 
+2Eri 
CD ST 











suivante 


cette transformation permettra de mettre la relation obtenue sous la forme 


END 2mumi 
DIE 

^ ws (D I 

(VI) = Le 


2zi 
— — (m-F£)(n-ru) 
w 


— 





= = D I — = (m— E n—u) 
= ze y | | ee = 
i pe E 
m=0 n=1 Na ub zx = m=1 n=1 n ut 3 
2mri 2mri 
© —75— (w+u)+2Fri e —— (w—u)—2fri 
N (a Lee D> D\ 1 e^? 
: |y mur Y m/m mor 
l—e D m=1 


I—e ? i. 
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(D un discriminant positif fondamental, w ayant sa partie imaginaire po- 
sitive, puis O<£<1, et enfin # désignant une quantité de la forme 
o+o'w, où o €&oe«&r, o«c'« I) 

En passant à la limite pour «=o, cette équation devient 


— NS /DY 1 
PD (a) a 
2 = D I — PP am) = e D I Res 
CIS ei le: 








m=0 n=1 m=) a= 
æ 2mwri Om D] 
ONU SET giri e- ri 
VD =o | ?mori Imari 
mim — 4227 =A Se 
REL Te 


La première série à double entrée qui figure au second membre contient 
des termes qui pour £— o deviennent infinis; ce sont les termes où m = o 
et leur somme est 
25ri 
e 2n£rzi 
(a) I 2 DT 1967 PD D) 
EAN € GONEGTINEGIDDERU E 


ñn / é "m 
= Hg € 











On peut passer à la limite pour 5 — o dans les termes qui restent, et il 
ne s'agit que de la limite de la quantité (a). Nous savons que pour les 
discriminants positifs la fonction Q(r) a cette propriété que Q(1) — o, 
Q'(1) = o, et il s'ensuit que l'on aura 


ale) Mid T RS Ju Me) 


A cause de la relation 


cette quantité s'écrira 
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et notre conséquence de l'équation (VI°), relative au cas de € — o, prend 
la forme 





© D\ 1 . D—1 D LI © D I 2mnzi 
I \ TL 2 Lao 
VD JA = BY (T+ 2Y Y (I)e 
m) m Do — \h a— \n/ m 
1 1 A m1 a1 
| 2nori 
<< YD\T els 
2 VD DL @ 7 LC | 
m=1 =, D 


Le premier membre a pour valeur la quantité Cl(D)log E(D), et au 
second membre la série à double entrée devient une série simple, si l'on 
effectue la sommation relative à m, en faisant usage de la série loga- 


rithmique. Posant enfin © = ir, on aura la relation 


D—1 © nz 
1 : x E D D ( ==) 
We alc D) DR EEE 





x designant une quantité positive arbitraire. 


L'équation (VI?) fournit une formule plus commode pour le calcul 
Poe am SE MEL. T 
numérique, si l'on y prend £— 5; écrivant 2m -F 1 — A, resp. 2m — 1 =), 


elle devient d'abord 





© 1 1 E D\ 1 . Anmi 
»YOi-ErQu 
ve Y Cs 4» (ee 
m=1 n=l à 
Imwri 
= ZU 
au NS eM 
+ 2 VD D (5) m Imam ) 
m=1 can D 
Où A=1,3,5,7,-.-. En faisant usage de la formule 
a 
x I+2 
2 > — = log ait % 
— A I—2 


le second membre se simplifie et on aura, en posant comme précédemment 
€ — iv, la formule cherchée 
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Cl(D)log E(D) — 2 >> 


Le z 
— xS /D\1 I 
VONT = 
Él e P? —ı 
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Le mémoire présenté à l'Académie contient encore quelques applieations de 


certains développements demiconvergents. 


Si je les supprime ici, c'est puis- 


que jai en vue d'y revenir bientót en leur ajoutant d'autres détails que 


j'ai dà supprimer dans le mémoire primitif. 


ERR Ag AY T..29. 


Page 344 et 345. Remplacer dans les symboles 


A —AN 
porcum mot © ae 
ac? + bay + cy d aulas t 


le numérateur — A par — A,. 


Page 403, formule (31), mettre le signe »moins» devant (=). 








: á 
À afi rés en b api mig LN forte? : 


As LETTER ELLE 


= E 


mecha rl woo feda monec P A NN epe 

| wr dá tab writen egent ie hover robe ab aiam qol ana 
ities ben re i Tosfodrns ost «Get im NEU x SERN n nis 
traite inne jury "amiet 

| | us. Toe ies MD 


x | er » 
NEMPE ITA 2 


"C" nn m 
A" 


p ar T N eg née Pa 
+ MAN ph dm es ar, TI 
M ré e «hah a Tr aW ei 


(42 )" e 


vie ti A — tete al 


(I. heurte iom neat si p (ip ze Va 
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LETTRE 
A Monsieur le rédacteur de la Revue Générale des Seiences. 


PAR 


I. RICHARD 


a DIJON. 


Dans son numéro du 30 mars 1905, la Revue signale certaines contra- 
dictions qu’on rencontre dans la théorie générale des ensembles. 

ll n'est pas nécessaire d'aller jusqu'à la théorie des nombres ordinaux 
pour trouver de telles contradictions. En voici une qui s'offre dés l'étude 
du continu, et à laquelle plusieurs autres se raméneraient probablement: 

Je vais définir un certain ensemble de nombres, que je nommerai 
l'ensemble E, à l'aide des considérations suivantes: 

Ecrivons tous les arrangements deux à deux des vingt-six lettres de 
l'alphabet francais, en rangeant ces arrangements par ordre alphabétique, 
puis, à la suite tous les arrangements trois à trois, rangés par ordre alpha- 
bétique, puis, à la suite, ceux quatre à quatre, etc. Ces arrangements 
peuvent contenir la méme lettre répétée plusieurs fois, ce sont des arrange- 
ments avec répétition. 

Quel que soit l'entier p, tout arrangement des vingt-six lettres p à p 
se trouvera dans ce tableau, et comme tout ce qui peut s’écrire avec un 
nombre fini de mots est un arrangement de lettres, tout ce qui peut 
s'écrire se trouvera dans le tableau dont nous venons d'indiquer le mode 
de formation. 

La définition d'un nombre se faisant avec des mots, et ceux-ci avec 
des lettres, certains de ces arrangements seront des définitions de nombres. 
Biffons de nos arrangements tous ceux qui ne sont pas des définitions de 
nombres. 
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Soit w, le premier nombre défini par un arrangement, «, le second, 
u, le troisième, ete. 

On a ainsi, rangés dans un ordre déterminé, fous les nombres définis 
à l'aide d'un nombre fini de mots. 

Done: Tous les nombres qu'on peut définir à l'aide d'un nombre fini 
de mots forment un ensemble dénombrable. 

Voici maintenant oü est la contradiction. On peut former un nombre 
n'appartenant pas à cet ensemble. 

«Soit p la n 
un nombre ayant zéro pour partie entière, et pour 7'™° 


“me décimale du »""* nombre de l'ensemble E; formons 
décimale p + 1, 
si p nest égal ni à huit, ni à neuf, et l’unité dans le cas contraire.» 
Ce nombre N n'appartient pas à l'ensemble Æ. S'il était le 7°" nombre 
de l'ensemble E, son m'""* chiffre serait le #*"° chiffre décimal de ce 
nombre, ce qui n'est pas.» 

Je nomme @ le groupe de lettres entre guillemets, 

Le nombre .N est défini par les mots du groupe G, c'est à dire par 
un nombre fini de mots; il devrait donc appartenir à l'ensemble Æ. Or, 
on a vu quil n'y appartient pas. 

Telle est la contradiction. 

Montrons que cette contradiction n'est qu'apparente. Revenons à nos 
arrangements. Le groupe de lettres @ est un de ces arrangements; il 
existera dans mon tableau. Mais, à la place qu'il oceupe, il n'a pas de 
sens. ll y est question de l'ensemble E, et celui-ci n'est pas encore 
défini. Je devrai done le biffer. Le groupe G n'a de sens que si l'en- 
semble E est totalement défini, et celui-ci ne peut l'être que par un 
nombre infini de mots. Jl n'y a donc pas contradiction. 

On peut encore remarquer ceci: L'ensemble de l'ensemble E et du 
nombre N forme un autre ensemble. Ce second ensemble est dénombrable. 
Le nombre N peut être intercalé à un certain rang k dans l’ensemble E, 
en reculant d'un rang tous les autres nombres de rang supérieur à k. 
Continuons à appeler l'ensemble ainsi modifié. Alors le groupe de mots 
6G definira un nombre N’ différent de N, puisque le nombre N occupe 
maintenant le rang k, et que le A""* chiffre de N’ n'est pas égal au 
A"U* chiffre du #*%* nombre de l'ensemble E. 
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ON THE ROOTS OF THE CHARACTERISTIC EQUATION 
OF A LINEAR SUBSTITUTION 
BY 


T. J. TA BROMWICH 


in GALWAY, Ireland. 


1. The equation in À 


I 

Na A. CE , Q4 s , , Qn 

H a, | Mer AM Ay 3 , , Ay,n | 

Den s OF PENES 0 , CETT ee 
A, 1 D no , Q5 3 , ONE Gain E À 


has been diseussed by many writers; the following results are well known. 
The roots are real in case all the numbers a are real and such that 
4,,-— 4,,; that is, if the matrix of a's is symmetric.’ 
The roots have the absolute value unity, if the matrix of «'s belongs 
to a real orthogonal substitution.* 
The roots are pure imaginaries or zero, in case the a’s are real and 
4,, — O, 4,,—=—.a,,; that is, if the matrix of a's is alternate.* 
However, in spite of these results relatimg to special types of the 
matrix a, nothing was known of the nature of the roots for a general 


* CAUCHY, 1829. 
* BRIOSCHI, 1854. 
WEIERSTRASS, 1870. 
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matrix, until the problem was attacked by Benprxson’ in 1900; he ob- 
tained upper and lower limits for the magnitude of the real and imaginary 
parts of the roots, taking all the numbers a to be real. The extension 
to the case of complex numbers a was made by Hirscu? in 1902. 

In what follows, we shall obtain narrower limits for the imaginary 
parts of the roots; incidentally, we also obtain Benpixson’s and Hinscu's 
limits for the real parts of the roots. 


2. Take, in the first instance, all the a's to be real; and then write 


I 
De, = d. ry b, s E Dr. — = (a, + a.) 
ae we meis (r,5—1,2,...,m) 
C, , =O, (er 5 (arr Gr); 


A => Za, s T9, , L = 2b, s TA, ) C = XC, sr} $ 


It is now obvious that À — B + C, and that the bilinear forms BD, C, 
are, respectively, symmetric and alternate. Following Fropentus, let us 
also write E for the unit form ZXz,y, and let |A—AE| denote the de- 
terminant written out at the beginning of § 1, while | B — AE|, |C— AF], 
stand for similar determinants with /s, c's in place of a’s. 

Suppose that A,, A,, ..., 2,, are the (real) roots of | P — AE], it is then 
known from a theorem due to Werersrrass * that a real linear substitution 
can be found which, when applied to the z's and y's, reduces B to the 
form D, = }4,r,y,, while it leaves E unchanged. This substitution will 
change C into ©, another alternate form with real coefficients; but it 
will not alter the roots of the fundamental equation. Thus the equation 
| P, + €, —2E| — o has the same roots as | A— AE | — o. 

Suppose now that 2—a-+ i$ is one of these roots; then the bilinear 
form 5, + C, —(a + if) E has the rank* (n— 1) at most. Consequently 
values of a, , 7,, ..., 2, can be chosen which make the form zero, whatever 





' Öfversigt af K. Vet. Akad. Fórh. Stockholm, 1900, Bd. 57, p. 1999; 
Acta Mathematica, t. 25, 1902, p. 359. 
? Acta Mathematica, |. c, 723076 
Berliner Monatsberichte, 1858; Ges. Werke, Bd. I, p. 243. 
Rang, according to FROBENIUS. 
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values may be taken for y,, y,, ..., y,; naturally, the values for the 2’s 
will usually be complex, and some of them must be complex, unless f is 
zero. Write for these special values 


XL, = p, + 1q,, CEE) 


and let us choose for the y’s the conjugate complex numbers 


y, = DP, —- 4q,., (r=1,2,...,n) 


it being understood that p, and q, are real. With these values for x, , ¥,, 


we find 


B, = 21,(p° + 42), E = Z(p° + qf); (r1, 3,58) 


further 
D, 0, — 9,9, = — 21(p.d; — P:0.), 


so that C, becomes a pure imaginary. But, according to what we have 
already explained, 
ABM + €i — (a + if) X(p; + 4?) = 0; 
thus, since C, is imaginary only, we have 
Z2,(p; + Gr) — « (pr + gr) = o. 
Hence 


LOMA qug: 


pe + gr) 





and consequently a lies between the greatest and least of the numbers À, 
À 


>>: -, À, which is one of Brnpixson’s results (1. c. Theorem II). 

We proceed next to obtain a corresponding theorem for f$. Let us 
suppose that the non-zero roots of the equation | C — 4E | — o are given 
by A= +i, , Ey, ,..., kd, where 2» € m; so that there are (n — 2y) 
zero roots of this equation. By a theorem of WizrERSTRASS,' stated in 
S 1, the numbers p, , 5, ..., 5t are all real; and they may be supposed 
positive without loss of generality. Further the invariant-factors of the 
determinant |C — AE| — o are all linear.‘ It is then possible to find a 


! Weierstrass, Berliner Monatsberichte, 1870; Ges. Werke, Bd. 3, p. 130. 
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real linear substitution, which, when applied to the x's and y's, reduces 
C to the form 

C = p (Ly Yo — 9433/1) + tts (2594 — Ys) 3E Suae TAGS =A op om GR) 
but leaves Æ unchanged.’ Owing to the nature of this substitution, B 
is changed to B, another bilinear form which is symmetric and has real 
coefficients. Then, just as in the last case, values of the x’s can be chosen 
so that B, + C,—(«+i8)E—=o0, for all values of the ys. Let these 


values of the x’s be given by 
5 a 
LT, =P), + iq,, (r=1,2,..,n) 


and take 
y, = p,— 14, (7—1,2,.... n) 
Then 


X,Y, EE: p; == TS T, + T, = 2 (PP: + Or Qs) 
and consequently D, is real; but 


T1, CSS T. P 21( p, qs pu) 
so that 
C = — 2i [pa (919: — $39) aan + th Du ids — Pav Yov-1)]- 
Hence, from the -equation B, + C, — (a + ig) E =o we deduce 


pe + a2) = — 2 [m (pm qs — aq) + . .. + (s 3d» — Pav ovr) }- 


But, in absolute value 2(p,q, — p,q;) is not greater than (pj + qi) + (pi4- 41), 
and consequently 


l| Z(g? + à») [m (9l + d E à PE) PP PSP, EP, PIE 


From which it is clear that the absolute value of 8 cannot exceed the greatest 
of the numbers p, , t, , ..., ft; Which is obviously analogous to BENDIXsON’s 
Theorem Il. We shall now see that this theorem usually gives narrower 
limits for 8 than Bendixsons Theorem I, and cannot give wider limits. 


That such a reduction is possible is contained implicitly in KRONECKER's work 


on the reduction of a single bilinear form. For an explicit treatment, see my papers, 
Proc. Lond. Math. Soc., vol. 32, 1900, p.321) S545 vol# 33,190 27211975785 
American Journal of Mathematics, vol. 23, 1901, p. 235. 
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For, since + ip, , +ip,,..., c ip, are the non-zero roots of [AE -— C| — o, 
it follows that 
pi cb ss + 8 


* in the expanded form of the determinant; 


is equal to the coefficient of 2 
thus 


9 9 9 I 
2 2 à y 
JU ee ase ste — 3 2: (r,5=1,2, 51) 
Hence, if g is the greatest coefficient in C, we have! 
) De o ) 
2 2 E EN | WEE 
ee arb oer er 


Thus it will usually happen that the greatest of 4, p, , ..., p, is less 
1 


I ls z s : 
than 9| n(n — | ; and the greatest y can never exceed this value, which 
9 < = 


is the limit given in Brnpixson’s Theorem I. 


3. Suppose now that the numbers a are complex: and write a’ to 
denote the complex number conjugate to a. Then write 


I a I ; 
b. = 5 (a, SF As») Dr m (a, r Eis Qs) | 
(CREA YY ,n) 
- I ; ’ I ; 
1€, , = = (8, — U,»)s ic, , = - (8, 7 — Gs), 
so that, 
b. — Dias C. $ — €, r (r, s=1, 2, ,") 
Further, put 
cc TU, B Mage C= 26, 0 rue Woes? 1-17) 


Then it is obvious that 4 = B+ iC, and that the bilinear forms Bb, C 
are forms of Hermrre’s type. 

Suppose now that 4,, 4,,..., 4, are the roots of |B—AE|=o0,; it 
is known that these roots are all real and that the invariant-factors of the 
determinant are linear.” It is then possible to find a linear substitution 


' There are only n(n — 1) non-zero coefficients in C', because c,,, = O. 
? CHRISTOFFEL, Crelle's Journal, Bd. 63, 1864, p. 252. 
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5 (usually complex) such that when S is applied to the z's, and the 
conjugate substitution to the y's, the form B is reduced to B, = YA, z,y,. 
while Æ remains unchanged.’ Further C is changed to C,, another bi- 
linear form of Hermire’s type, (in consequence of the relation between 
the substitutions on the a's and on the y's). 

The determinantal equation then becomes | P, + iC, — AE| = o; thus, 
if a root is À = a + if, we can choose the z's so as to make 


D, + iC, — (a + ig) E — o, 


whatever values we give to the y's. Suppose that these values for the 
x's are given by 
CAN 1 + TEA (n=l) 2 


and then take 
Y= Pr iq, = aas (rb a eto. 


Thus 
35 4058 2 2 2). 
D, = XA(p; +9), E = X(p; + q); 
also, if C, — Xr.,z,y,, we have that ;y,,z,y, and 7,,%,y, are conjugate 
complex numbers, because y,.— 75, £$,— J.,, y;— *;,; further T. 5,9718 
real; hence 5, , C,, E are all three real. Consequently the relation 


B, -- iC, — (a 4- if)E — o 
gives B, — «E, so that 
XA (pr + qr) 
"GEM 





Thus, just as in § 2, a lies between the greatest and least of Àj; Asti 
This is Hrinscu's Theorem II. 

But it is now clear that, if A=yp,,,,.--,, are the roots of 
|C— AE =O, we can similarly transform C into the form C, = Xp, r,y,, 
leaving E unchanged, while B becomes B, another HEnMrTEs form. Thus, 
by an exactly similar argument, we find that (9 lies between the greatest 
and least of p, , fy, ..., p; Which is the extension to complex coefficients 
of the theorem proved in § 2 for real coefficients. 

We proceed now to show the connection between these theorems and 


' See for example 8 6 of the first, or 8 5 of the last, of my papers quoted above. 
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Hirscx's Theorem I. Since A,, A,,..., A, are the roots of the equation 
|D — AE| — o, by comparing nette OPA „A, we find 


SA, = Nb $30, = 309. B. oy ph CPE 


T,T) In SIT 


Thus 
IX = = X5. r = Zb, ,b $,r° 
Hence, if g, is the greatest absolute value of any coefficient in B, we have 
ZX ngi + n(n — 1)gi, 
or 
DAP ng. 


2. 


sry Any 


Now we have seen that a^ is not greater than the greatest of 2j, 


and consequently a* 


is usually less than (»g,)', while it can never be 
greater than this limit. That is, à ès not greater, numerically, than ng,. 
Similarly, if g, is the greatest absolute value of any coefficient in ©, it 
can be proved that! is not greater, numerically, than ng,. 


From the inequality proved above 
a < 20}, + 2b b (r,s=1,2,...,n) 


Ts 8,7" 


and the corresponding one 


p De care ass 


we find 
a! + f° «€ X(b.. + c.) + X(b. b, + 6.,o,,.). 
Now 
D Ris eu = Ar I, 
and a 
I , — 
tS CO nr 7 2 d or em 
so that 
a. + B’<2a,,a,,+ Xa, .a,, German) 


Thus, if g, is the greatest absolute value of any coefficient in A, we have 


a* + B* € ng; + n(n — 1)93, 


1 Di: it happens that 7m MUR in C are pure imaginaries, so that c, , = O, 





CL. = — Cyr, it can be proved (as in § 2) that 


121 (|; "n — | 


we 


304 T. J. l'a Bromwich. 


or 
| x ar ip|<7g,. 
That is, the absolute value of (a+ if) is mot greater tham ng,. 
The results 


lez». [A/S — Jai Sng, 


constitute Hinscu's Theorem I, which is therefore included in the general 
theorem obtained previously. 


4. I have also attempted to obtain some relation between the indices 
of the invariant-factors of | 4 — AE|, and those of | AB + 1C |; but hitherto 
I have not succeeded in finding any general] theorem in this connection. 
The two following examples show that the relation (if there is one) is 
not very obvious. 





If 
1—À, Du 
m [One invariant-factor 
|A—AE|= Qu epo. OL à : 
(ài — 1] 
(e OF Eaton RALIS EET 
then 
À , Ate , 2(A+ pz) 


[Three invariant- 


| 

| 
LB } = = 2 (À ] . 
[AB + pC| | Acts À ; 30 tu) factors 102 zul 





| 2(à-—p) , 3(à— p), À 
cn a— À, —1 aA, —H 
Again if |A—AE|= , then [AB + pC] = 
I , —À H , o 


[n this case both determinants have a squared invariant-factor if a? = 4; 
but if a has any other value, the first has two different invariant-factors 
(A — aÀ-F 1), while the second has always a squared invariant-factor (4°). 

Dublin, 11th October, 1904. 


rr — 0000 





because these are always linear; while | 4 — 4E | may have invariant-factors of any 
degree up to m. In this paragraph the a's are supposed real, so that / and C are 
deduced from A according to S 2 (not S 3). 
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SUR LA RESOLUTION QUALITATIVE DU PROBLEME RESTREINT 
DES TROIS CORPS 


PAR 


T. LEVI-CIVITA 


à PADOUE. 


Dans le probléme des trois corps (points matériels, qui s'attirent 
suivant la loi de Newron) les forces et par conséquent les équations diffé- 
rentielles du mouvement se comportent d'une facon analytique réguliére 
tant que les positions des trois points restent distinctes. 

D'après cela il est presque évident qu'il ne peut y avoir autre raison 
de singularité pour le mouvement en dehors de la circonstance que deux 
des trois corps (ou tous les trois) se rapprochent indéfiniment. 

Plus précisément M. PAINLEVÉ a démontré qu'à partir de conditions 
initiales données des singularitós peuvent se présenter alors seulement 
qu'une au moins des distances mutuelles tend vers zéro pour ¢ convergent 
vers une valeur finie ¢,. 

Quoi qu'il en soit, les résultats récents de M. MrrrAc-LrrrFLER sur 
les représentations des branches monogénes des fonctions analytiques per- 
mettent d'affirmer que: 

Dans le probléme des trois corps les coordonnées sont exprimables en 
tout cas et pendant toute la durée du mouvement par des séries jouissant 
des propriétés fondamentales des séries de TAvrom. 

Soit en effet x une quelconque de ces coordonnées. D'après la con- 
clusion de M. PAINLEVÉ, rappelée tout à l'heure, la fonction x(t) reste 





* Voir ses »Lecons etc., professées à Stockholm», chez A. Hermann, Paris 1897, 


p. 583. 
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régulière pour toutes les valeurs de ¢, qu'il y a lieu de considérer: savoir 
de l'instant initial £, jusqu'à l'infini dans le cas général où il n'y a pas 
de choc au bout d'un temps fini; de f, à f, (ce dernier instant exclu) 
lorsque le choc intervient. 

Dans les deux cas les intervalles de laxe réel (f,, ©), (f£, , t,) sont 
intérieurs à l'étoile de M. MırrAG-LEFFLER se rapportant au point ¢,. Les 
équations du mouvement fournissent d'ailleurs, en fonction des données 
initiales, les dérivées successives de la fonction z(f) au centre f, de l'étoile. 
Il suffit done de construire, en se servant de ces valeurs, un des dé- 
veloppements indiqués par M. MırrAG-LEFFLER pour en tirer une ex- 
pression de z(f), embrassant toute la durée du mouvement. 

On peut dire que le probléme est résolu. Mais (tout en restant dans 
le terrain théorique, où l'on fait abstraction de la complexité des moyens 
employés) ce n'est pas une résolution compléte. Elle est, pour ainsi dire, 
aridement quantitative et ne nous laisse pas apercevoir la nature du mouve- 
ment. 

A ce point de vue se pose d'abord la question de la prévision des 
chocs: conditions à être remplies par les circonstances initiales pour que 
deux des trois corps, ou tous les trois, se choquent au bout d'un temps fini. 

La premiére partie de cette question, dont je m'étais occupé pour le 
cas particulier du probléme restreint’, vient d’être brillament discutée par 
M. Brscoxciwi.? 

La seconde attend encore une réponse. Mais, lors méme qu'on en 
possederait une, il ne serait pas encore permis de tirer des conséquences 
astronomiques. En effet les corps célestes ne sont pas des points matériels 
et il est loisible de les traiter ainsi pourvu seulement que leurs dimensions 
soient négligeables par rapport aux distances, c’est-à-dire (dimensions et 
degré d'approximation étant donnés) pourvu que leurs distances ne descen- 
dent pas au dessous d'une certaine limite e. A cette condition seulement 
les résultats mathématiques seront acceptables. 

En l'espèce, pour pouvoir affirmer qu'à partir d'un état initial donné, 
le mouvement se poursuivra régulièrement, il faudra être certain que les 
distances restent supérieures à l'e susdit. 





* Tratettorie singolari ed urti nel problema ristretto dei tre corpi, Annali di Ma- 


tematica, Ser. III, T. 9, 1903. 


* Sur le probléme des trois corps etc., dans ce méme volume des Acta. 
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Reconnaitre d'avance sur les données initiales quand il en est ainsi, 
voilà le but essentiel de l'analyse qualitatif de notre probléme. 

J'ai réussi à faire un petit pas pour le cas particulier du probléme 
restreint. Voici d'une facon précise le contenu de ma recherche. 

Rappelons d'abord qu'il s'agit dans le probléme restreint du mouve- 
ment plan d'un corps P (de masse négligeable) attiré par deux autres S, 
tournant uniformément autour de leur centre de gravité. 


La distance SJ restant constante, on doit se préoccuper seulement 
de PS, PJ, et il suffit d'en envisager une, PS par exemple, puisque les 
mémes considérations s'appliquent évidemment à l'autre. 


Cela étant, je me suis proposé l'étude des trajectoires du systéme 
(courbes décrites par le point P) dans une région suffisamment petite D 
entourant le centre S. 

Les équations différentielles du mouvement présentent, comme il est 
évident d'aprés la nature newtonienne de la force, des singularités au point 
S. Mais on peut les régulariser (le sens de ce mot n'a pas besoin d'ex- 
plications) par une transformation convenable. On peut notamment, en 
ayant recours à l'équation de HawrrTON-JACOBI, caractériser d'une facon 
très nette les trajectoires de la région D. On en tire sans peine une re- 
présentation sous forme holomorphe de tous les ares de trajectoire 4, pos- 
sibles à l'intérieur de D. Aucun de ces arcs ne peut se rapprocher in- 
définiment de S sans le rejoindre jamais, c'est-à-dire tout are A, ne passant 
pas exactement au point S, en reste à une distance finie. La moindre 
distance à du point S à l'arc A peut être exprimée en fonction (uniforme 
à l'intérieur de D) d'un quelconque des états de mouvement de P sur A. 

Ou bien à — o; c'est la condition du choc. Ou bien d>0. On peut 
affirmer que sur l'arc A le mouvement se poursuit régulièrement. Si au 
surplus 9 — e, il'sera permis d'attribuer un sens physique au résultat ma- 
thématique. 

Rien n'autorise toutefois des prévisions à longue échéance (8 — &, ni 
méme d>o quel que soit /). 

C'est là une remarque essentielle, que je dois à l'obligeanee de M. 
PHRAGMEN. 

On concoit en effet qu'on puisse, en suivant une trajectoire déterminée, 


) 


sortir de D le long d'un are A, et y rentrer le long d'un arc different 
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A’, et ainsi de suite, avec des nouveaux 0, ayant méme zéro pour limite 


inférieure. 
Il arrive sans doute — l'exemple étant offert (S 8) déjà par le cas 
élémentaire, où la masse de J serait nulle — qu'une trajectoire pénètre 


dans D une infinité de fois par une série d'ares A, qui, tout en étant 
en continuation analytique, se présentent à l'intérieur de D comme des 
éléments distincts. 

Sur la limite inférieure des d je ne puis rien dire: tous mes efforts 
dans cette direction ont complétement échoué. 

L'analyse de ce qui se passe au voisinage de S ne suffit donc pas à 
épuiser la question tout en fournissant des renseignements dignes d'intérét. 

Pour résumer sous forme expressive on peut énoncer la conclusion 
suivante: 

Si d>e il n'y a rien à craindre pour le moment du voisinage de 
S. Seuls des rapprochements nouveaux (c'est-à-dire précédés par des sorties 
de D) pourraient devenir dangereux. 

Qu'l me soit permis de saisir l'occasion pour adresser tous mes re- 
merciements à MM. MrrrAG-LErFLER et PHRAGMÉN, qui ont honoré ma 
recherche de leur intérét bienveillant. 


8 1. Equations du mouvement. — Forme canonique usuelle. 


Soit P celui des trois corps, dont la masse est négligeable et n'exerce 
par conséquent aucune influence sur le mouvement des deux autres S, J. 
Ce mouvement est alors képlérien. On suppose qu'il soit le plus simple 
possible, c'est-à-dire que les deux corps S et J tournent uniformément 
autour de leur centre de gravité commun O0. On suppose encore que le 
corps P se meut dans le plan, qui contient les deux orbites circulaires de 
S et de J. 

On est ramené de la sorte à un probléme avec deux degrés de liberté: 
Mouvement plan d'un point P, sollicité par l’attraetion newtonienne de 
deux centres variables S et J. 

Convenons de prendre comme unité de masse la somme des masses 
des deux corps S et J; si y désigne la masse de J, v= 1 — u sera alors 
celle de S, 
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Convenons encore de prendre la distance constante SJ pour unité de 
distance et de fixer l'unité de temps de facon que la vitesse angulaire de 
la droite SJ soit égale à l'unité. Dès lors la constante de la gravitation 
universelle résulte, elle aussi, égale à l'unité, et le potentiel des forces 
agissantes sur l'unité de masse de P est 





Rapportons-nous pour un moment 


à deux axes mobiles Ox, , Oy, ayant 
OJ comme direction positive de l'axe z,, et, comme direction positive de 


laxe y,, celle qu'on obtient de OJ en tournant de z dans le sens de la 


rotation de la droite SJ. 
Comme O est le centre de gravité de S et de J et SJ — 1, les coor- 





données de S sont: — 4,0; celles de J: 1 — p, o. 

Ceci posé, d’après le théorème de CorıoLis, les composantes de l’accé- 
lération absolue d'un point mobile quelconque P (ayant z,(f), y,(¢) pour 
coordonnées par rapport à nos axes) seront 


Dy 2 U, 
yi + 2% — Yı, 


les accents indiquant des dérivations par rapport au temps é. 
Les équations du mouvement s'obtiennent en égalant l'accélération à 
la force, qui agit sur l'unité de masse. 
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Elles sont done ici: 


y; ; 9 /v ft 
Ti aim (2+ 4), 
z 


9 [v u 
y; + 20) —1 -x( A). 
Yi + 2% — Yı ay, 2n 
Passons maintenant de 2,, y, à un système d'axes parallèles z, y, ayant 
pour origine le point S. 
Les formules de transformation 


X ZU, i 
donnent 
" 9 , 
ec ee) ie) 
(1) 
" 0 er 9 y Jm o. y 
Y $22 y= sot) = SC tar). 
ayant posé pour abréger 
= Si 
Je pose encore 
eh Zn iE 
a) | 
|y =q—z, 


et je puis alors écrire les équations (1) sous la forme: 


Da a+ s ur), 
(3) 


d-—rt sz va) 


Les deux équations du second ordre (1) se trouvent ainsi remplacées par 
le systeme équivalent d’équations du premier ordre (2), (3) aux quatre 
fonctions inconnues z,9y,p, q. 

C'est un systéme canonique, dont la fonction caractéristique est 


(4) FE + gae inar], 


et les variables conjuguées x, p; y, q- 
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On constate en effet immédiatement que les équations (2) et (3) sont 
bien identiques aux suivantes: 





de dy ar 

Mm dt 9» dt. ‘qi? 
dp. ar dg ^ ar 

di qi 7 dt y 


Il convient de remarquer: 


1° que les auxiliaires p et g, définies par (2), ne sont que les com- 
posantes de la vitesse absolue du mobile (plus précisément de la 
vitesse de P par rapport à un systéme de direction invariable 
ayant l'origine en $5); 

2° que les équations (I) admettent l'intégrale (dite de JAconr) 


= — C 
En désignant par v la grandeur de la vitesse relative (aux com- 


posantes x’, y’), la dite intégrale s'écrit, d’après (4) et (2), 


(5) at 


$2. Autre forme canonique. — Régularisation au point S. 


Une transformation du systeme (I), qui donne lieu a des conséquences 
remarquables, s'obtient en posant 


(6) $ + iy = (E+ i)’, 
(7) | DN d une cdi 


où il est sous-entendu qu'on doit séparément égaler dans les deux membres 
les coefficients de i et les termes qui en sont indépendants. 

Les deux séries conjuguées rz, y; p,q sont de la sorte liées aux deux 
nouvelles séries €, 7; 0, par une transformation de contact. Il suit en 
effet de (6) 

dx + idy = 2(E + indé + d»), 
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d'où, en multipliant membre à membre avec l'équation (7), 
(p — ig)(dx + idy) = (© — iy)(dE + idz), 
ce qui donne en particulier 
pdx + qdy = GdE + ydn. 
En posant 
(8) gg 


et en tenant compte que 7 n'est autre que |yz* + y?|, on obtient aisément 


de (6) et (7) 





r=p, 
2 oe 
p + q 4p* H 
(9) rs 
xp + yq = ;(&o + zy), 


I M £a 
yp — aq = 4656 — &y). 


Appliquons maintenant le changement de variables (6) et (7) au systéme 
différentiel (I). 
D'après l'identité 
pdx + qdy = @dE + ydn, 


le système transformé en €, 7, @, y sera encore canonique avec la méme 
fonction caractéristique 7, qu'on doit seulement exprimer par les nouvelles 
variables. 

Nous aurons donc 


dé LD OF cdg an 
| HD Tape 
(T) 

Hoe OMEN 

üb: uoce? Und 


Quant à PF, les (4) et (9) donnent aprés coup 


I 


S : a x I T 
(4) d AC Ar 2077)” TR bl a Se = + ae + pl L 
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I ^ » ^ X ETS , ^ . 
Wet etant une fonction reguliere tant que PS <1, c’est-a-dire, 


d’après (6), tant que €’+77<1. Pour notre but il suffit d'ailleurs de 
retenir que c'est une fonction holomorphe pour |£|, |7| assez petits. 

Il ne me parait pas sans intérét de faire remarquer (tout en n'ayant 
pas à m'en servir dans ce qui va suivre) que le système (I) peut être ré- 
gularisé au point S. 

Voici de quelle facon. 

Introduisons une variable auxiliaire 7 d'aprés la position 


dt 
P 


Tant que le mouvement se poursuit régulièrement o^ — r n'est pas 
nul (ni infin). Il y a done correspondance biunivoque entre ¢ et r, et 
on peut bien considérer cette derniére, au lieu de £, comme variable in- 
dépendante. Faisons ce changement dans les équations différentielles (I'). 
On n'a qu'à y remplacer dt par o’dr, ce qui donne: 











or Josue impos 
de 30” dz 97 
da ,9P dy ,9P 
ec uam Te TER =e 
- d« 9é dt 7 
Comme p* = &’+ 7", et F a, pour toute solution de (I), une valeur con- 
stante — C, on peut écrire: 
Br nl 9 °F) Id 9 al Y 
Sy ae yg ER Le (E + ©). 
9 ec ec 95 
De méme 
2 oF EN @ 2(F C 


Il suffit done de poser 


1 = PARC I g 7 
H = g*(F + €) = 3{(@+ 20%)? + (y — 208) = IUE Si! te pat | 
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pour pouvoir présenter le systéme précédent sous la forme 





dé eH d» —— oH. 
| dd y 20” dc — 97 : 
(I^) 
| do eH GAR eH 
p Ch E 


qui est encore canonique et parfaitement régulier au point S. 

Toute solution de (I’) [ou de (I) donne lieu à une solution de (I"), 
pour laquelle H — o, et réciproquement (la constante C ayant méme valeur 
dans les deux cas). 


83. Equation de Hamilton-Jacobi. — Déduction d'une intégrale 
complete W. 


L'équation de HAwirTON-JACoBI, relative au système (I’), s'obtient de 
suite en égalant la fonction caractéristique (4'" à une constante et en y 
entendant 


se 49 VA 207 
E ldem 
Je désignerai la constante par — C, et je pourrai écrire, en chassant le 


dénominateur p?. 
7 : WwW A: 1 


L'équation analogue pour le système complètement régularisé (I") serait 
H — const., 


ce qui revient encore à (10) lorsqu'on donne à la constante du second 
membre la valeur zéro. 


Ceci remarqué en passant, faisons subir aux variables indépendantes 
$,» une substitution orthogonale 


E+ in — (8 +in) (a constante réelle). 
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Les binómes 
£' +7’, 
oW? oW? 
(Ee) i" En) | 
oW oW 
VES 7 


sont des invariants et on peut écrire de suite comme transformée de l'équa- 
tion. précédente 


1 (/9W Mo) f9W : m 
(107) hee El 20° | ar == 2p, ) — y — Co? + 20 + pp’ V,, 
où V, est ce que devient V en y remplaçant £,» par &, cosa—y,sina, 
& sina +7, cosa. V, est done une fonction de £, , 7, , 4, périodique par 
rapport à « et reguliére tant que ls PA demeurent assez petits. 


s : ; ; . oW : 
L'équation (10^, quadratique par rapport à E deux racines, se 
1 


réduisant respectivement à -Fy8y pour la valeur zéro des trois autres ar- 
oW 


95, 
Le théoréme général d'existence relatif aux équations aux dérivées 


guments £ , 7,, 


partielles dw premier ordre, nous permet ainsi d'affirmer qu'il existe deux 

intégrales de (10’), holomorphes au voisinage de £, — », — Oo et se ré- 

duisant à zéro pour £ =o. Leurs développements en série de puissances 
P 1 p 

de &,, 7, peuvent être calculés de proche en proche, en partant de l'une 


: ow . s 
ou de l'autre des deux expressions de aE | fournies par (10’). 


EL 
Fixons par exemple celle, pour qui le radical /8 a sa valeur arith- 
métique. : 
L'intégrale correspondante a nécessairement la forme 


Ww = VED) &(1 3 Bi 


où 3» est une série de puissances de &,, y,, qui s'annule pour & — 7, — o. 

Comme les coefficients de l'équation (10') sont des fonctions pério- 
diques du paramétre a, il en sera de méme des coefficients de W et par 
suite de W elle-même. 
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Le champ de convergence de 34, autour du couple €, = y, — o, peut 
dépendre en particulier de la constante C et du paramètre a. Mais a ne 
dérange pas. On est assuré en effet par les remarques, qui précédent, 
que, une fois fixée la valeur de C, on peut lui faire correspondre un do- 
maine de l’espace complexe & , »,, autour du couple €, — 7, — o, où la 
fonction W reste régulière quelle que soit la valeur (réelle) de a. 

Abandonnons désormais les variables auxiliaires & , 7,, en reprenant 
nos variables €, 7. 

La fonction W, qu'on vient de définir, prend l'aspect 


(11) W = V8 (Ecosa + 7 sina)(1 + P(E, 7, 2)), 


où $38 est une fonction périodique de a, qui s'annule pour £ — y — 0 et 
reste régulière dans un certain domaine des 5,7, qu'on peut supposer in- 
dépendant de a (mais non de C). 


84. Sur une équation impticite dépendante de W. 


On tire de (11) 


oW oW ==; 

ge — V8v cosa + ..., pos pd ee: 
Woo 12 
E t 27 = y8v € SEE 


les termes non écrits contenant £ ou n en facteur. 
Introduisons, pour abréger l'éeriture, l'expression (5) de la vitesse re- 
lative v, c'est-à-dire, en y remplaçant r par p’, 








(5) pv = l2» = 2Cp* EE p" Es 2up*V |, 
et posons 
oW OW ES : 
BE +4 Eee 2io’(E + 17) 
S 5 ET 
2pv TUM (1 2x e). 
La fonction Q(€,7,«) jouira — on le constate de suite — des mêmes 


propriétés que $$, sauf bien entendu que ce n'est plus une fonction réelle. 
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Ceci posé, envisageons l'équation 


oW ;2W ain E+ iy) 

5e tion Et 
(12) oy =k 
2pv : 





en y entendant par & un nombre de module égal à l'unité, et en y con- 
sidérant: €, 7% comme des paramètres ayant des valeurs données Salm 
comme inconnue. 

Le premier membre, c'est-à-dire e“(1 +), est une fonction pério- 
dique de a, régulière pour |£ |, |7,| assez petits. 

On peut dire également, en remplacant a par 


Pme 7. 
Wie 
que le premier membre de l'équation (12) est une fonction uniforme de 7, 


o(r, fo; 7h); 


holomorphe pour tous les points du cercle || — 1, tant que [£ |, |», | sont 
assez petits. 
A cause de (10) et de (5^), on a l'identité 
m ow 


ITI ; 
"E T 35 io (Ë ied 





uus | 2pv 
2pv FT GI Ae a 
3E i 27 + 210€ — 1») 








L’équation (12) entraine donc la suivante: 


eu? olin 210 (Ë — in) 
(12' gc pu ern 
) 20v "OE 





ce qu'on peut aussi énoneer en disant que l'équation (12) se transforme 
: : : I 
en elle méme lorsqu'on y change ? en —-2, et k en i (sans toucher aux 
autres quantités). 
Mettons en évidence comme inconnue 7, au lieu de a, et appelons 4 


ce que devient la fonction d lorsqu'on change 7 en —7 en laissant toute 
lettre inaltérée. 
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Les équations 


(12 bis) Dr Em) = e 
I I 
(1 2' bis) oc 6,9) =7 


ne seront pas distinetes, d’aprés ce qu'on vient de dire: toute valeur de 

y satisfaisant à la premiére vérifie par là méme aussi la seconde. 
Attribuons en particulier la valeur zéro aux paramètres €,,7,. Il 

reste, au premier membre de (12), &^. L’&quation (12 bis) se réduit done à 


pk. 

Or en ne s’annule pas pour & = 7, — o (c'est l'unité). 

Il existe partant un domaine autour du point & — 7 — o, dans lequel 
l'équation (r2 bis) définit univoquement une racine 7,. Je dis qu'elle a 
l'unité pour module. 

Je remarque pour cela qu'elle satisfait aussi à l'équation (r2' bis), et 
par suite méme à celle qu'on en déduit en remplacant toute quantité par 
sa conjuguée. 

Comme £ ,», et les autres constantes C, #,v sont essentiellement 


À à RE : E E MET Da 
réelles, la dite opération consiste dans la substitution de f à 9, — et ze 
n J 
I I . 
qun 
I 


m k, et l'on aura en définitive, à 


Le module de & étant l'unité, 


DT» 5, Mo) =F; 


aussi 


o(=, go> 7) =k. 


1 


? I - : A 
Il en résulte que — est racine de (12 bis) en méme temps que 7,. 
1 
Mais dans un certain domaine des €, 7 il n'y a qu'une seule racine: 
I 
y, et sont done identiques, ce qui démontre bien que la racine de l'équa- 
Ti 
tion (12 bis) reste unimodulaire dans ce domaine. 
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Je le désignerai par D, en faisant ici encore remarquer qu’on peut 
le considérer comme fixe dés qu'on ne fait pas varier C. Tant que €, y 
appartiennent à ce domaine on peut satisfaire à l'équation (12) par un 


, I . : - 
angle réel cette et un seulement, puisqu'on ne doit naturellement 


considérer comme distincts ceux qui en différent par des multiples entiers 
de 27. 


85. Solutions particulières. — Choix des paramétres. 


Revenons aux équations du mouvement en coordonnées cartésiennes x, y. 

Une solution particulière quelconque reste déterminée d'une facon 
unique pourvu qu'on se donne l'état de mouvement (position et vitesse) 
correspondant à un instant quelconque f,.' 

Les quatre éléments determinatifs des états de mouvement, apparte- 
nant à une méme solution, sont toutefois liés à tout instant par la relation 
intégrale F= — C, et on pourra, pour fixer une solution particulière, se 
donner la valeur de la constante C, et trois des quatre quantités définissant 
la position P, et la vitesse à l'instant f,. 

En premier lieu, par exemple, les valeurs £, , 7, de €, 7 se rapportant 
à P,. La connaissance de P, et de C définit sans ambiguité la valeur 
absolue v de la vitesse moyennant (5). 

Comme quatrieme élément déterminatif il y a lieu de prendre la di- 
rection de la vitesse. * 

€ désignant langle, que ladite direction fait avec la direction positive 
de l'axe des abscisses, 


7 


(13) p ees (ous ESSE) 


sera notre quatriéme paramétre. 

Pour fixer une trajectoire il suffit naturellement de se donner C, &,, »,, k 
en se passant de l'instant particulier /, 
valeurs. Mais le phénoméne est réversible, ce qui se déduit analytique- 


auquel correspondent ces quatre 





Cela’ suppose naturellement que tout soit régulier et par suite que la position 
du mobile dans l'état envisagé ne soit ni S ni J. 


E 


? Je n'aurai pas à considérer le cas v = O, et je puis partant parler de direction. 
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ment de la circonstance que les équations (1) ne changent pas lorsqu'on 
y change ¢ en — en renversant en méme temps les signes de z', y. 
Renverser le sens de la vitesse équivaut à changer ¢ dans e +7 et 
par conséquent (la position restant la méme) k dans —k. 
Il s'en suit qu'aux deux états de mouvement 


OS ehh a k ; 
CEE NE Sat 


correspondent les deux sens opposés d'une méme trajectoire. 

Il convient encore d'indiquer quelle est l'expression de k en fonction 
des variables conjuguées €,7,@,y (je supprime l'indice o pour abréger 
l'éeriture). 

Partons pour cela de l'identité 

©. + iy’ — vet. 
On en tire 
Er rund 
u p 


Transformons le second membre en profitant des (2), (6), (7), et il viendra 





pa ot iy — 210"E + 3) 


2pv 





(14) 


§ 6. Intégrales canoniques. — Leur validité effective 
au voisinage de S. 


Soit # une constante et envisageons les équations classiques de la 
méthode d'intégration de JAconr 





| aW 
(II) — =P, 
(III) een), sudes, 


W étant l'intégrale complete, définie au § 3. 
Supposons qu'elles soient satisfaites par des valeurs particuliéres &, 


705 So » Xo de 6,7» ©, 7: 
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Il est bien connu que les intégrales &,%,@,y de (I), définies par 
les valeurs initiales £ , 7,, @,, y, continuent à vérifier ces équations tant 
que le mouvement reste régulier. 

Ceci rappelé, désignons par A un are queleonque de trajectoire tout 
intérieur au domaine D. 

On a le théoréme suivant: 


Quel que soit A, on peut toujours fixer les constantes a et 3 de façon 
que les équations (II), (III) soient remplies en tout point de A. 


D'aprés ce qui précéde, il nous suffit de le constater pour un point 
seulement, soit P,(5,, »,), qu'on supposera, bien entendu, distinct de S. 

La vitesse est sans doute >o,' et on peut compléter la définition de 
la trajectoire en associant à C, &,, 7, le quatrième paramètre k du para- 
graphe précédent. 

Les valeurs de &,y, qui correspondent à la quaterne C, £ , 5, , k 


sont les solutions des deux équations F— — C et (14), v étant défini par 
(5) en fonction de C, & , »,. 
La première équation PF = — C peut s'écrire, à cause de (4’) et de (5^), 


2 


I 2 
iG + + — 2076)"} = p'v', 
qui, combinée avec (14), donne lieu au systéme linéaire: 


© + y — 2ip'*(É + in) eer 
(14) 2pv Ec 





& —iy + 2ip(E— 312) 1 
(13) or m 





Considérons d'autre part la fonction W et supposons d'attribuer à a 
la valeur a,, racine de l'équation (12), où l'on suppose bien entendu que 
C, £ , x,, k soient ceux qui appartiennent au point envisagé de notre À. 

ic ki, oW oW zii Je l'é 

Les dérivées me vérifient de la sorte (pour £— &,, 7 — »,) l'équa- 

» 
tion (12) et par là méme (comme on l'a remarqué au § 4) aussi l'équa- 





! En effet, parmi les conditions, qui doivent être satisfaites dans le domaine D, 
il y a la suivante: ov c'est-à-dire | /2 — 2Cp* + p^ + 2up* V | reste uniforme. v ne 
peut done pas s'annuler à l'intérieur de D. 
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tion (12). La comparaison de ces deux équations (12), (12’) avec le systeme 
(14), (15) donne immédiatement (pour l'état de mouvement C, & , x, , k) 
Wie ae 
F3 rM 97 "T 
Les équations (IIT) sont done remplies au point P, de A, dés qu'on 
donne à a la valeur à. Il en est de méme de (II), pourvu qu'on prend 
f égal à la valeur du premier membre. CIE TR 


Remarque. Rien n'empêche de suivre une trajectoire aussi hors de 
D, tant que le mouvement reste régulier. On peut encore affirmer que 
les équations (II), (III) resteront vérifiées, en entendant par W la continua- 
tion analytique, obtenue en suivant la trajectoire, de la détermination va- 
lable dans D (et uniforme dans ce domaine). Mais cela ne nous aide pas 
grande chose, puisqu'il nous est inconnu comment se comporte W hors de D. 

En particulier si une trajectoire rentre dans D aprés en étre sortie, 
la continuation de W, correspondante à la rentrée, soit W,, tout en étant 
toujours une intégrale de (9), peut fort bien différer de la détermination 
V8» (Ecos a + y7sina)-+ ...: celle-ci était en effet caractérisée par une condi- 
tion initiale, qui n'est pas invariante vis-à-vis d'une continuation analytique. 

On peut ajouter que cette circonstance génante de la non-uniformité 
de W west pas seulement à craindre, mais se présente en réalité. Voici 
un exemple bien simple. 

Supposons que la masse y du centre J soit nulle. P n'est alors soumis 
qu'à l'attraction de S, et l'on est reconduit au probléme élémentaire du 
mouvement d'un point P, attiré suivant la loi de NEWTON par un centre 
S, qu'on peut considérer fixe. 

Par rapport à des axes fixes le mouvement de P est képlérien et 
admet les deux intégrales des forces vives et des aires. Celle de JAcoBr 
n'en est qu'une combinaison linéaire, et, A, c, C désignant respectivement 
les constantes des forces vives, des aires et de JACOBI, on trouve 


C=—h+e. 
Si h est négative, la trajectoire (absolue) de P est une ellipse; son axe @ 
et son paramétre p sont exprimés par les formules 


l 2 
GER pc. 
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Par rapport aux axes mobiles x,y, qui tournent uniformément, tout 
se passe comme si (les axes étant fixes) l'ellipse tournait autour du foyer 
S, dans le sens opposé, pendant que P la parcourt d'un mouvement ké- 
plérien. 

Laissons de côté les valeurs particulières de h, pour qui le moyen 
mouvement serait commensurable avec la vitesse de la rotation (fietive) de 
l'ellipse, c'est-à-dire rationnel, puisque cette vitesse a la valeur — r. 

Un petit raisonnement, bien souvent employé dans des cas analogues, 
permet alors de conclure que la trajectoire relative de P remplit entiére- 
ment' la couronne circulaire définie par les distances aphélie et périhélie 
de l'orbite absolue. 

Il suffit done que le domaine D) (correspondant à une valeur donnée 
quelconque de la constante C) renferme a son intérieur quelque point 
d'une de ces trajectoires (provenant des orbites elliptiques) pour qu'il doive 
nécessairement contenir une infinité d'ares 4 appartenant tous à cette méme 
trajectoire. 

Pour constater qu'il en bien ainsi, donnons à C une valeur positive, 
d'ailleurs quelconque, et rappelons l'identité C — — + c. 


On y satisfait en prenant par exemple c trés petit, et par conséquent 
3 


—h très voisin à C, avec la précaution que (— À)* ne soit pas rationnel. 
3 
L'orbite absolue est alors une ellipse de moyen mouvement (— /j* irra- 
tionnel et de paramètre p — c? trés petit. 
Rien n'empéche évidemment de supposer c assez petit pour que la 
région périhélie tombe bien à l'intérieur de D. 


§ Y. Conséquences de la représentation holomorphe des trajectoires 
à l’intérieur de D. — Conditions de choc et de sûreté mécanique. 
— Portée relative de ces conditions. 


Théorème: Si un are À se rapproche indéfiniment de 5, il y passe. 
D'après le paragraphe précédent l'équation (II) sera vérifiée en tout point 


! Plus précisément la courbe est condensée dans la couronne, c’est-à-dire qu'il y a 
des points de la courbe si prés que l'on veut de tout point fixé d'avance à l'intérieur 


(ou sur le contour) de la couronne. 
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de A pour des valeurs convenables des constantes a et 9. Par hypothèse 
l'are possede des points si prés de S que l'on veut. Dans ces points la 
fonction 

oW =; : 

— = V8, (— sma + cosa) +... 


prend des valeurs, qu'on peut rendre plus petites que toute quantité as- 
Nes "m DA 

signée d’avance. Mais aor tout le long de A, la valeur constante f. 
: a 


On doit en conclure f — o, ce qui démontre bien que A passe par S. 
Si, pour un A quelconque, A=o, la courbe ne peut pas se rapprocher 
indéfiniment de S. C’est une conséquence évidente du résultat obtenu 
tout à l'heure. Mais il y a plus. 
Le minimum 4 des distances des points de A à S est une fonction 
de C,a,f, périodique par rapport à a et s'annulant avec #. On en conclu, 


N 


d’après le paragraphe précédent, que ce 8 est une fonction uniforme des 
circonstances initiales. Soient en effet C, £, , 7, , k les quatre paramètres 
définissant l'état initial C, (le point £,, 7, étant toujours supposé à l’in- 
térieur de D). 

Considérons d'autre part la fonction d(C, «, 5). On doit y remplacer 
a par la racine a, de l'équation (12) et par sa valeur 


9 devient ainsi une fonction uniforme de C,£ ,»,, k; mais on peut 
encore substituer à C et à Kk leurs valeurs F et (14), et on aura de la 
AS s D ym In = a USE . E = 
sorte une fonction uniforme des paramètres canoniques £,, 7,, @,, y, de 
l'état E,. 

Occupons-nous maintenant des courbes 

oW 


da > 


qui passent simplement par le point $. 
Aux conditions, imposées à D au S 4, imaginons ajoutée, comme il 
est évidemment permis, encore la suivante: 
D doit étre assez petit pour que la courbe 
oW 
—— © 
9a 
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n'ait à l'intérieur de D que l'unique branche régulière passant par S; et 
cela quelle que soit la valeur (réelle) de a. 

On est alors assuré que la longueur de l'arc de la dite courbe, compris 
entre P, et S, est finie. 

D'ailleurs, dans le domaine D, pv. est toujours >o et diffère autant 
moins de |ÿ2,| qu'il s'agit de points plus prés de S. 

Le mouvement ne peut done pas changer de sens sur l'arc PS: de 
plus la vitesse croit indéfiniment lorsqu'on s'approche de S. Le temps 


— 


nécessaire au mobile pour parcourir cet arc P,S reste partant fini et tend 
méme vers zéro plus rapidement que l'arc lui méme. 
On pourrait préciser cette remarque en ayant recours à la derniere 
intégrale canonique 
oW 
BO T t + const. ; 
mais nous n'avons pas à discuter les lois du mouvement. 
Il nous suffit de rappeler que sur toute trajectoire le mouvement est 
possible dans les deux sens, pour pouvoir conclure de ce qui précéde: 


oW s 3 P RAS de 
Chacun des ares 3, — © est à la fois trajectoire de collision et tra- 


N 


jectoire d'éjection; &— o (ou, si l'on veut, 9 — o) est done la condition 
caractéristique d'un choc P, S. 

Ainsi qu'il a été remarqué plus généralement à propos de la fonction 
O(C, a, f), on peut exprimer 8 en fonction uniforme des circonstances ini- 
tiales, c'est-à-dire de C, 5,, 7,, %, ou bien encore de la quaterne canonique 
Ë,, M Do Lo ll serait aisé de calculer autant de termes que l'on veut 
du développement (convergent à l'intérieur de D) de 8(C,£,,»,, k) en 
série de puissances de &,, »,. 

J'omets le caleul en renvoyant à mon mémoire »Traiettorie singolari 
ete.» cité dans l'introduction, où j'ai explicité la condition du choc sous 
une forme un peu différente. 

Les données étant encore C,5,,»,, k, on peut se proposer de re- 
connaitre si le choc, caractérisé par la condition f— o, est passé ou futur. 

Voyons pour cela ce qui se passe au voisinage immédiat du point S. 
Toute A est une courbe réguliére ayant en S une tangente bien déterminée. 
Si l'on a affare à un choc passé, le rayon vecteur SP a du étre dirigé, 
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à l'instant de l'éjection, précisément comme la tangente à A dans le sens 
du mouvement. On a done alors à la limite e — 4$, en désignant par # 
l'anomalie du rayon vecteur, et, comme au § 5, par e l'inclinaison de la 
vitesse sur la direction positive de l'axe des abscisses. 

Si l'on a affaire a un choc futur, la relation limite sera au contraire 
= D! + A. ‘ 

Ceci posé, comme les états, qu'on considére, correspondent a des po- 
sitions trés voisines de S, il est bien évident que, la relation — o étant 
satisfaite, @ doit différer trés peu: ou bien de #, ou bien de#+z. Dans 
le premier eas il s'agit d'une éjection, dans le second d'une collision. 

Au point de vue physique l'absence de choc ne suffit pas à garantir 
la régularité du mouvement: pour quil soit légitime de le retenir con- 
forme aux prévisions du calcul, il faut que les corps ne se rapprochent pas 
au délà d'un certain e. 

Lorsque le mobile est à l’intérieur de D on peut encore décider, par 
la connaissance de l'état de mouvement à un instant quelconque, s'il en 
sera ainsi (07 «). Toutefois ni cette condition de sûreté, ni l'autre moins 
restrictive, qui exclut simplement le choc, embrassent toute la durée du 
mouvement. 

Elles sont bien valables tant que le mobile reste en D; mais si le 
mobile y rentre aprés en étre sorti, elles ne permettent a priori aucune 
prévision. Cela tient à ce que l'on rentre dans D avec une détermination 


: 7: - à 9W. 
inconnue W, de W, pouvant donner lieu à un nouveau are ^ =. 
a 





Quoi qu'il en soit, il reste toujours un résultat positif se rapportant 
à la région D: Si ö>e, il n'y a rien à craindre pour le moment du 
voisinage de S. Seuls des rapprochements nouveaux (c’est-à-dire précédés 
par des sorties de D) pourraient devenir dangereux. 


88. Remarque. 


Tout are de trajectoire intérieur à D satisfait effectivement aux équa- 
tions 
o 
omn" 
et (III). 
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Comme il a déjà été substantiellement remarqué, en éliminant a et 


an j A - : 1 3 
C de aM obtient une fonction uniforme f de £, MD 


On a done pour tout are A 


f(Eé,7,G,y) =f. 


La fonction f est distincte de 7', puisque, en se rapportant par exemple 
aux variables C, £, 5, k, on a F = — C, tandis que 


f = 48r (— Ésin a + y cos a) +... 


/ 


I 
"m UL 
EN CA \ — 5 : 17 


21 








n'est pas une fonction de la seule C. 

Voilà une intégrale autre que F= const. uniforme pour quelque 
système de valeurs de &,7,©,yx et par suite aussi des variables cartési- 
ennes 7,3, 2',y', qui en sont des fonctions algébriques. 

A premiere vue la conclusion est choquante, puisqu'elle parait en 
contradiction avec le théorème bien connu de M. PoIncARE, qui exclut 
l'existence d'intégrales uniformes en déhors de F' = const. 

Il n'en est rien toutefois, et on peut s'en convaincre aisément en ayant 
égard aux limites de validité des deux résultats. 

Celui de M. Poincaré établit la non-existence d'intégrales uniformes 
par rapport aux variables képlériennes, ce qui implique l'uniformité au 
voisinage de fous les états de mouvements x,y, x’, y’, qui appartiennent à 
une méme orbite osculatrice (elliptique). 

On ne peut pas exclure, d’après cette proposition, l'existence d'inté- 
grales uniformes, pour quelque portion de l'orbite seulement, ni non plus 
au voisinage des états de mouvement, qui ne seraient elliptiques du tout. 

Notre intégrale f=, qui est uniforme dans le domaine D, se trouve 
précisément dans l'une ou dans l'autre de ces conditions. 

Padoue, septembre 1904. 
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SUR LES FONDEMENTS DE LA THEORIE DES ENSEMBLES 
ET LE PROBLEME DU CONTINU 


PAR 


I. KONIG 


a BUDAPEST. 


Aprés de longues hésitations, je me décide à publier cet article. 
Quel que soit l'accueil réservés aux vues que j'y expose, je crois que les 
questions qu'il soulève sont de celles que la théorie des ensembles ne 
saurait éluder dans ses développements ultérieurs. 

Que le mot »ensemble» ait été employé indistinetement pour désigner 
des concepts trés différents et que ce soit là origine des paradoxes apparents 
de la théorie des ensembles; que d'autre part cette théorie, comme toute 
science exacte, ne puisse se passer d'axiomes, et que le choix des axiomes, 
plus profond iei qu'ailleurs, soit dans une certaine mesure arbitraire (comme 
il arrive pour toutes les sciences): tout cela est bien connu. Néanmoins 
je pense présenter sur ces questions quelques points de vue nouveaux. En 
partieulier, je crois que la théorie spéciale des ensembles bien ordonnées 
ne saurait être regardée comme entièrement fondée tant que l'on n'aura 
pas éclairci les questions soulevées au § 4. 


I. Soit %,@%,...,@,..., une série infinie dénombrable (de type 
w) d'entiers positifs, et soit la suite 


(CNT PORN Eee) 


un élément de l'ensemble appelé »continu». Si lon est préalablement 
parti d'une autre définition du continu, alors les (a, , &,,..., v, , ...) sont 
des symboles qui, d'une part, déterminent univoquement chacun des élé- 
ments du continu, et d'autre part distinguent ces éléments les uns des autres. 


Acla mathematica. 30. Imprimé le 23 novembre 1906, 42 
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Nous dirons qu'un élément du continu a une »définition finie» si 
(nous servant pour fixer notre pensée scientifique d'une langue appropriée) 
nous pouvons en un temps fini définir une opération (loi de formation) 
conduisant à distinguer spécifiquement l'élément donné d'un autre élément 
quelconque, c'est à dire démontrant pour un entier quelconque k l'existence 
d'un et d'un seul élément «,. 

Il faut observer que la distinction spécifique dont il est ici question 
n'implique pas que la determination de a, puisse être faite au moyen d'une 
opération bien définie ou méme finie. 

On montre facilement que les éléments du continu dont la définition 
est finie forment un ensemble partiel de puissance w,. Nous désignerons 
cet ensemble par ££. 

Une définition finie doit s'exprimer tout entiére au moyen d'un nombre 
fini de mots et de signes de ponctuation. L'ensemble des définitions finies 
peut étre ordonné de telle sorte qu'à l'une queleonque de ces définitions 
corresponde un et un seul entier positif comme nombre ordinal fini. 

A tout élément du continu ayant une définition finie correspond une 
suite d'entiers positifs (puisqu'un tel élément peut admettre et admet en 
effet une pluralité de définitions finies). Dans cette suite il y a un entier 
qui est plus petit que tous les autres. Cet entier déterminera done d'une 
manière univoque l'élément correspondant (à définition finie) du continu. 

Ainsi lensemble E est équivalent à un ensemble partiel pris dans 
l'ensemble des entiers positifs. D'ailleurs si l'on se donne une suite 


(0/5 0: Bree 


où a prend des valeurs entières positives quelconques, cette suite constitue 
un élément du continu à définition finie. On déduit de ces remarques que 


CN 


en désignant par e la puissance de l’ensemble E. 
Mais comme le continu, par définition, n'est pas dénombrable, il y a 
nécessairement des éléments du continu dont la définition n'est pas finie. 


2. Quoique cette exposition ne puisse encore prétendre à une rigueur 
parfaite, il faut néanmoins préciser les axiomes qui sont intervenus jusqu ici 


dans mon raisonnement. 
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a) En premier lieu nous admettons comme un fait que notre con- 
science est le théatre de processus qui obéissent aux lois formelles de la 
logique et constituent la »pensée scientifique». Nous admettons aussi que 
parmi ces processus il s'en trouve qui correspondent univoquement aux 
processus par lesquels nous formons les suites de symboles définies plus haut. 

»Comment» se produit cette correspondance et »jusqu'oü» elle va, ce 
sont là des questions que nous ne soulevions pas. (Axiome métalogique.) 

b) Le concept de »suite arbitraire (de type ©) de nombres entiers 
positifs», et le concept de »l’ensemble de toutes ces suites», que nous 
appelons »continu», sont des »concepts possibles», c'est-à-dire des concepts 
qui ne renferment aucune contradiction logique. (Axiome dw continu.) 

Une analyse plus approfondie de ces axiomes se trouve, je crois, dans 
le memoire qu'a présenté M. Hicgerr au III" Congrès international des 
Mathématiciens (C. R. du Congrés, p. 174). 

La définition du continu sur laquelle je m'appuie implique, en par- 
ticulier, que la puissance du continu est wb. 

On a en outre ww, Pour le prouver on peut se référer à ma 
note Zum Kontinuum Problem, publiée dans les Math. Annalen, t. 60, 
E177. 

En admettant ces données, je me mets sciemment en opposition avec 
la doctrine d'aprés laquelle il serait interdit aux analystes de s'aventurer 
hors du domaine des »lois finies». Une telle doctrine entraine selon moi 
la négation de l'existence du continu et du probléme du continu. Mon 
point de vue consiste au contraire à admettre qu'il y a des éléments du 
continu que nous ne pouvons pas penser »jusqu'au bout», et qui, malgré 
cela, sont exempts de contradiction. Ce sont, si l'on me passe cette nouvelle 
acception du mot, des éléments »idéaux>. 

c) Les axiomes précédents nous donnant le droit de parler d'un élé- 
ment »queleonque» du continu, nous invoquons en dernier lieu | Antithese 
logique: »Ou un élément quelconque du continu a une définition finie, ou 
ce n'est pas le cas.» Les axiomes a) et b) une fois admis, l'axiome c) ne 
saurait pas ne pas l'étre. On peut d'ailleurs, sans rien changer à nos dé- 
ductions, lui donner une forme subjective: : Pour un élément quelconque 
du continu, on peut sürement trouver une définition finie, ou ce n'est pas 


le cas». 
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3. Les données admises ci-dessus vont me permettre de prouver, d'une 
manière extraordinairement simple, que le continu ne peut pas être bien 
ordonné. 

Supposons que les éléments du continu forment un ensemble bien 
ordonné, et considérons parmi ces éléments ceux qui n'ont pas une dé- 
finition finie. Ces derniers constituent un ensemble partiel de l'ensemble 
bien ordonné, et cet ensemble partiel, étant lui-même bien ordonné, a un 
et un seul premier élément. 

Or, d'après les données admises plus haut, le continu, comme tout 

ensemble bien ordonné, définit une suite bien enchainée (sans lacune, 
liickenlos») de nombres ordinaux déterminés, en sorte qu'à chaque élé- 
ment du continu correspond un et un seul nombre ordinal et inversement. 
Dès lors »le nombre ordinal correspondant à un élément à définition finie 
du continu», de méme que l'élément du continu correspondant à un 
nombre ordinal à définition finie de la suite considérée», a lui-méme une 
définition finie. Notre raisonnement nous forcerait dés lors à conclure que 
dans une suite de nombres ordinaux il y a un nombre qui est le premier 
de la suite et qui n'a pas de définition finie. Cela est manifestement im- 
possible. 

On a en effet un ensemble déterminé, bien ordonné, de nombres or- 
dinaux à définition finie qui forment une suite bien enchainée (lückenlos). 
»Le nombre ordinal qui, d'aprés son ordre de grandeur, se range immé- 
diatement aprés la suite en question» est bien un nombre à définition finie, 
et cependant notre hypothèse initiale conduit à conclure qu'il n'a pas de 
définition. finie. 

Ainsi l'hypothèse d’après laquelle le continu pourrait être bien or- 
donné conduit, comme je l'avais annoncé, à une contradiction. 


4. On suspectera sans doute la valeur du raisonnement précédent en 
faisant observer qu'il s'applique mot pour mot à fout ensemble bien or- 
donné non dénombrable. Il équivaudrait done à prouver qu'il n'existe 
pas de tels ensembles. Or on connait un ensemble bien ordonné non dé- 
nombrable défini sans contradiction: c'est la classe de nombres Z(N,) de 
M. Canror, ou »l'ensemble de tous les types ordinaux des ensembles bien 
ordonnés de puissance N,». On voudra arguer de ce paradoxe qu'une faute 
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a été commise dans le raisonnement que j'ai exposé. Il ne faut pas, 
qu'il en soit ainsi, comme je vais le montrer en entrant dans quelques détails. 


L'acception du mot »ensemble» diffère totalement dans les deux cas. 


Lorsque nous construisons le concept du continu, notre point de dé- 
part, notre base est la suite »arbitraire» (a,,a,,...,a@,...). En tant 
que nous remplacons 4,,4,,... par des entiers positifs déterminés, nous 
faisons de cette suite une suite > déterminée», un élément du continu qui, 
sil est défini, est dans notre entendement distingué de tous les autres 
éléments. En tant que nous nous représentons ensuite l'ensemble de tous 
ces éléments »bien distincts», nous sommes conduits au continu. 

Il en est tout autrement de la classe de nombres Z(N,). Les »élé- 
ments» de cette classe sont définis par la » propriété» qu'ils ont d'être les 
types ordinaux d'ensembles bien ordonnés de puissance N,. Nous connais- 
sons à vrai dire de tels éléments, par exemple: wo, we 4- 1,.... Mais la 
propriété qui les définit n'est qu'une abstraction; à mettre les choses au 
mieux, elle fournit un moyen de distinguer entre les objets qui appartiennent 
à la classe considérée et les autres objets; mais elle ne donne aucune in- 
dication sur la maniére dont on pourra effectivement former chacun des 
éléments de Z(N,). C'est ici un »concept collectif» qui est notre base, 
et c'est en partant de ce concept que nous construisons aprés cowp des 
éléments. (C’est pourquoi je voudrais qu'avec M. Canror on appelàt Z(N,) 
une »classe» en non un »ensemble». 

Mais que la seconde classe de nombres Z(N,) puisse être définie 
comme ensemble explicite formé d'éléments bien distingués (distincts par 
leur nature), cela ne saurait actuellement étre regardé comme vraisemblable. 
Et précisément, si l'on accepte la démonstration que j'ai donnée plus haut, 
on en déduira que la seconde classe de nombres ne saurait être conçue 
comme étant un ensemble donné explicitement, c'est-à-dire comme ensemble 
d'éléments parfaitement distingués et séparés les uns des autres.' 





! Là se trouve, je crois, l'origine des paradoxes de la théorie des nombres or- 
dinaux, que M. BunRarrFomr: a signalés le premier. 

J’ajouterai encore quelques remarques qui facilitent peut-étre la compréhension 
du § 4. 

L'ensemble des nombres entiers positifs n'est lui aussi originairement donné que 
comme »classe». C’est également ainsi que M. Hirserr définit (l. e.) le »plus petit 


w 


I. König. 
En terminant cet exposé fragmentaire, je me plais à reconnaitre que, 
bien qu'opposés à certaines vues de M. Cawron, mes résultats, s'ils sont 
exacts, ne mettent que mieux en lumiere la haute valeur des créations 
geniales de l'illustre analyste. Ce ne sont d'ailleurs que certaines présomp- 
tions de M. Cawron qui seraient infirmées par ce travail: le contenu des 
propositions démontrées par lui subsiste intact. 

Je remarque enfin que la distinetion établie ici entre les »ensembles» 
et les »classes» éclaircit entièrement les paradoxes bien connus de la théorie 
des ensembles (ensemble de tous les ensembles ete.). 

Les principaux résultats exposés ci-dessus ont été présentés a l'Aca- 
démie Hongroise des Sciences le 20 juin 1905. 





infini». Mais il semble qu'iei le postulat qui consiste à assimiler la classe à un en- 
semble explicitement donné soit possible, c'est-à-dire exempt de contradiction. 

Au contraire, d'aprés ce qui précéde, on devrait regarder le continu comme étant 
exclusivement un »ensemble explicitement donné», et la seconde classe de nombres comme 
étant exclusivement une classe ou (si l'on me permet l'expression) un »ensemble en puis- 
sance», (werdende Menge). 

Je veux encore signaler un concept collectif trés élémentaire que sürement on n'a 
pas le droit de considérer comme ensemble explicitement donné. 

Partons de l'ensemble de tous les nombres décimaux finis, mais regardons ces 
nombres comme ayant une infinité de décimales, cela en ajoutant à leur droite une in- 
finité de zéros. 

Imaginons que dans les nombres ainsi écrits nous échangions deux chiffres quel- 
conques. Toutes les places sont disponibles, c’est-à-dire que si nous remplacons un chiffre 
queleonque par un autre chiffre quelconque, nous obtenons un nombre qui appartient 
encore à la classe considérée. 

Et cependant il n’est aucunement permis de parler de l'ensemble de tous les 
places, comme places disposibles; car alors on omettrait manifestement de faire intervenir 
le principe restrictif auquel satisfait la loi de formation de nos nombres. Ce principe 
est le suivant: »La place de rang k est disponible; mais il existe nécessairement un 
entier positif | > k, tel qu'à partir de la place de rang L toutes les places soient oceu- 
pées par le chiffre 0.» 

Pour répondre à la question: »Combien y a-t-il de places disponibles simultané- 
ment?» les nombres cardinaux (au sens de M. Canror) sont inadéquats: il faut créer 


un nouveau concept. 





335 


SERIES TRIGONOMETRIQUES ET SERIES DE TAYLOR 
PAR 


P. FATOU 


à PARIS. 


Introduction. 


Le présent travail a pour objet l'étude de certaines questions d'ordre 
général concernant les séries trigonométriques et les séries de Taytor; il 
a été entrepris, en grande partie, dans le but de montrer le parti que l'on 
peut tirer dans ces questions des notions nouvelles de mesure des en- 
sembles et d'intégrale définie généralisée. 

Le probleme de la mesure des ensembles a été abordé pour la premiere 
fois par M. G. Cawron; ses définitions ont été précisées et complétées par 
M. Jorpan dans son cours d'analyse; mais c'est M. E. Boren! qui a 
donné pour la premiére fois à cette notion de mesure une portée assez 
générale pour la rendre vraiment utile au point de vue des applications. 
M. BonEL a posé le probléme sous une forme qui équivaut à celle-ci: * 

Attacher à tout ensemble borné ponctuel (supposé à une dimension) 
un nombre positif ou nul qu'on appellera sa mesure et qui satisfasse aux 


conditions suivantes: 





' E. Borer. Leçons sur la théorie des fonctions (Paris, Gauthier-Villars, 1898). 
* LEBESGUE.  Lecons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives (Paris, 
Gauthier-Villars, 1904). 
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1°) Deux ensembles égaux ont méme mesure. 

2°) L'ensemble somme d'un nombre fini ou d'une infinité dénombrable 
d'ensembles, sans point commun deux à deux, a pour mesure la somme 
des mesures des ensembles composants. 

3°) La mesure de l'ensemble de tous les points du segment (o, 1) 
est 1. Le probléme ainsi posé est susceptible d'une solution unique, sinon 
pour tous les ensembles que l'on peut concevoir comme existant, du moins 
pour tous ceux que l'on a pu effectivement nommer. La mesure, au sens 
de M. Borst, est d'ailleurs la méme que la mesure au sens de M. CANTOR, 
dans le cas d'un ensemble fermé; mais si lon considére un ensemble dé- 
nombrable et dense, par exemple l'ensemble des points à abscisse ration- 
nelle compris entre zéro et 1, la définition de M. Borer conduira à lui 
attribuer comme mesure, le nombre zéro, tandis que d'après M. Cantor 
sa mesure serait 1. 

Dans sa thése (intégrale, longueur, aire), parue dans les Annali di 
Matematica (1902), M. H. LeBesGuE a repris et complété le probleme 
de la mesure d'après M. Borex et en a fait une application des plus im- 
portantes à la définition de l'intégrale; la notion d'intégrale, d'après M. Le- 
BESGUE, s'applique à toutes les fonctions discontinues que l'on peut nommer 
(par exemple à toutes les fonetions représentables analytiquement), au moins 
quand ces fonctions sont bornées; elle coincide d'ailleurs avec l'intégrale 
au sens de RIEMANN, quand celle-ci est applicable, et jouit de toutes les 
propriétés essentielles de l'intégrale de RIEMANN. 

Il semble que l'introduction de ces notions de mesure et d'intégrale 
généralisée, qui constitue un progrés important dans l'étude des ensembles 
ponctuels et des fonctions de variables réelles, peut également servir à 
rósoudre des problémes qui se posent dans des branehes anciennement cul- 
tivées de l'analyse. 

Déjà M. Lepescup, dans un mémoire paru dans les Annales de l'École 
normale supérieure, avait appliqué sa notion d'intégrale à l'étude des séries 
trigonométriques, et démontré entre autres choses, que si une série trigo- 
nométrique est convergente et représente une fonction bornée les coeffi- 
cients de cette série sont donnés par les formules d'EvrEn-FovnrEn où les 
intégrales sont prises au sens généralisé du mot. Or il existe effective- 
ment des fonctions bornées, non intégrables au sens de RIEMANN, qui sont 


représentables par une série trigonométrique convergente en tout point: 
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ce résultat permet done de mettre plus d’unité et de généralité dans la 
théorie de la série de Fourier. 

Dans ce travail je démontre un résultat analogue relatif à l'intégrale 
de Porssow: si une fonction harmonique régulière à l'intérieur d'un cercle 
y reste bornée, elle peut s'exprimer à l'aide d'une intégrale de Porssow, 
l'intégrale étant prise au sens de M. LznEsGUE. 

J'ai déduit de là une propriété générale concernant la facon dont se 
comporte une branche de fonction analytique uniforme au voisinage d'une 
coupure isolée; si la fonction est bornée aw voisinage de cette coupure (ou 
devient bornée par une transformation homographique), en tous les points de 
la coupure, sauf peut-être aux points d'un ensemble de mesure nulle, la 
Jonction prend une valeur déterminée, quand on s'approche de l'un de ces 
points suivant un chemin non tangent à la coupure. Il y a donc dans tout 
intervalle, des points en infinité non dénombrable, sur la coupure, pour 
lesquels la fonction prend une valeur déterminée, en excluant, au besoin, 
les chemins tangents à celle-ci. Or on sait que, dans d'autres cas, des 
circonstances tout autres peuvent se présenter: la fonction modulaire, par 
exemple, est indéterminée en tous les points d’abscisse irrationnelle de l'axe 
des quantités réelles, méme lorsqu'on s'approche de ces points normalement 
à la coupure; la propriété énoncée n'est done pas une banalité. 

C'est encore l'étude de l'intégrale de Porssow généralisée, qui m'a 
permis de &émontrer l'existence de fonctions analytiques uniformes possédant, 
sur une coupure, une infinité non dénombrable de zéros qui peut être dense 
dans tout intervalle. 

Les mêmes méthodes m'ont permis, dans un cas il est vrai très par- 
tieulier, d'aborder l'étude des séries trigonométriques données par la loi de 
leurs coefficients. On peut chercher, dans ce cas, des critères de conver- 
gence, ou supposant que la convergence ait leu, chercher des propriétés 
des fonctions ainsi définies; ces problèmes qui paraissent difficiles, ont été 
peu étudiés. Le principal résultat que j'aie obtenue dans cet ordre d'idées 


: + À ALT 4 
est le suivant: Si na, et nb, tendent vers zero avec =e l'ensemble des points 


de divergence de la serie X(a,cosnx + b, sin nx) est de mesure nulle. Il 
en résulte que si l'on a plusieurs séries de cette espéce, en nombre fini 
ou en infinité dénombrable, il y a dans tout intervalle, des points oi elles 
convergent toutes simultanément. 
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Si, renoncant à la convergence au sens ordinaire du mot, on cherche 
dans quel cas une série est sommable par les procédés de la moyenne 
arithmétique, comme l'a fait M. FÉjEm,! on peut énoncer des conditions 


de sommabilité plus générales: Si par exemple on a 





on trouve que la série est au plus »doublement indéterminée», sauf aux 
points d'un ensemble de mesure nulle, et représente une fonction absolu- 
ment intégrable dans lensemble des points oü elle est définie. 

J'espère aussi avoir montré que l'intérêt qui s'attache aux travaux 
de RIEMANN sur les conditions de représentation d'une fonction par une 
serie trigonométrique, est loin d'étre épuisé; j'ai pu facilement, déduire 
de lun des théorèmes généraux de Riemann, ce fait qu'une série de 
Taytor dont les coefficients tendent vers zéro et dont le rayon de con- 
vergence est égal à un, est convergente en tout point régulier de son 
cercle de convergence, ce qui n'avait été démontré que dans des eas par- 
ticuliers. 

J'ai divisé ee travail en deux parties, dans la premiére j'étudie l'inté- 
grale de Porssow lorsque la fonction donnée sur le contour est discontinue; 
dans la deuxiéme partie j'applique les résultats de cette étude à quelques 
questions concernant les séries trigonométriques et la facon dont se com- 
portent les séries de TayLor sur leur cercle de convergence et je fais 
connaitre quelques propriétés des séries entieres à coefficients entiers. 

Enfin dans une note additionnelle je donne une démonstration simp- 
lifiée du théorème de Canror sur l'impossibilité de la convergence en tout 
point d'une série trigonométrique dont les coefficients ne tendent pas vers 
zéro et quelques remarques générales sur la convergence de ces séries. 

Qu'il me soit permis de remercier iei les personnes qui ont bien voulu 
m'encourager à entreprendre ce travail: MM. PAINLEvE et Borer et tout 
particulièrement mon ami H. LEBESGUE qui n'a cessé de s'intéresser à mes 
recherches et dont les conseils m'ont été fort utiles. 





L. FEIER (Sur les fonctions bornées et intégrables, Comptes Rendus, 10 dé- 
cembre 1900) et Mathematische Annalen (tome 57, 1904). 


i 
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L'intégrale de Poisson. 


1. On sait que la solution du problème de Drurcurgr dans le cas 
du cercle est donnée par l'intégrale 





I i I— 7? ; 

(1) BO, == | 3 ae nl 

qui définit une fonction harmonique régulière à l'intérieur du cerele de 
rayon I, et prenant sur la circonférence, en un point d'argument #, la 
valeur f(w,).' Ce dernier fait n'est d'ailleurs exact, en général, que moyen- 
nant la continuité de la fonction périodique f(x), mais il importe de re- 
marquer que, sous la seule condition que f(x) soit une fonction sommable 
en valeur absolue, au sens que M. LEBESGUE attribue à ce mot, l'intégrale 
précédente conserve un sens et définit toujours une fonction harmonique; 
mais alors, lorsque le point (r, 60) se rapproche d'un point (t, w,) de la 
circonférence, la fonction F ne tend pas nécessairement vers une valeur 
déterminée. | C'est l'étude des différentes particularités qui peuvent se 
présenter, quand f(w) présente des discontinuités ou devient infini qui fait 
l'objet du présent chapitre. 

Faisons d'abord une remarque générale: la facon dont se comporte 
au voisinage du point (r,«,) de la circonférence la fonction Fr, 4), ne 
dépend que des valeurs de la fonction f(w) dans un intervalle aussi petit 
qu'on le veut, comprenant le point #, à son intérieur. En effet, partagons 
l'intégrale (1) en deux parties, l'une relative à l'intervalle (a, 6) comprenant 
le point «,, l'autre relative à l'arc complémentaire S de la eirconference; 
la deuxième intégrale partielle tend vers zéro quand le point M(r, @) tend 
vers le point (r,«,), car le dénominateur: 1 — 2reos(0 — u) + r*, qui 
représente le carré de la distance d'un point de lare 5 au point JM finit 
par devenir supérieur à un nombre positif fixe et comme par hypothése 


!O V. p. ex. Prcanp, Traité d'analyse, tome I. 
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[ |f (w )| du a une valeur finie, il en résulte que notre intégrale tend vers 
x 


zéro comme 1 — ^, de telle sorte que les valeurs de f(x) à l'extérieur de 
(a,b) n'ont aucune influence sur les valeurs limites de la fonction har- 


monique. 


2. Supposons maintenant qu'au point w= «,, la fonction f(w) de- 
vienne infinie en restant positive, de telle sorte qu'elle soit continue pour 
u=u,, à condition de lui attribuer en ce point la valeur + co. Il est 
facile de montrer dans ce cas que F(r,0) tend vers + co quand le point 
M(r,@) vient à se confondre avec le point M,(r,«,). En effet la fonc- 
tion f(w) sera positive dans un intervalle fini CD entourant le point M. 





Il suffit d'étudier la partie de l'intégrale de Porsson relative à l'are CD. 
Du point M comme centre avec (1—7)y/2 comme rayon décrivons un 
arc de cercle qui coupe CD en deux points P et Q. On voit aisément 
que l’on a: 

arc PQ = 2(1 —r) [à une quantité prés de l'ordre de (1 —r)?] 
et 


2 


I— p! 
I—2r ee 





>= es , pour tous les points de PQ 


de sorte que 


I | I r? 7 M 
uo UGG S9 
27 MAT 2r cos (Ü — 1) + p ) z 27’ 
PQ 
Si la fonction f(w) est constamment plus grande que M dans le champ 
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d'intégration. Choisissons alors un nombre positif 2 tel que dans l'inter- 
valle (x, — 9, «, + 0), on ait: f(u) > M, et prenons: 


D 

Dl e 
Ô 

|9—u| <=. 


Dans ces conditions, tous les points de PQ étant intérieurs à l'intervalle 


xs ^ ^ ^ J . 
(u, — 0, «, + 0), l'intégrale précédente sera plus grande que — et il en 


sera de méme à fortiori si on étend l'intégrale à tous les points de l'are CD. 
2x 
Ie pe 


[m 2r cos (6 — u)+r 





;f(u)du devient plus grande que 


L 

, I 
Il en résulte que / 

27 

0 
toute quantité donnée quand le point M tend par un chemin quelconque 
vers le point M,. 

Examinons ensuite le cas où f(x) devient infinie, en changeant brus- 
quement de signe lorsque w traverse la valeur w 


0" 





Il est bien facile de prévoir que dans ce cas la fonction harmonique 
est indéterminée au voisinage du point M, et peut s'approcher autant 
qu'on le veut de tout nombre réel. Pour nous en assurer menons la 
corde RS perpendiculaire à OM et supposons que le point M, soit extérieur 
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à RS, 
diamétre. Pour tous les points extérieurs a RS, on aura 


ce qui aura lieu si M est extérieur au cercle décrit sur OM, comme 


I.—7? 





= I 
I — 2r cos ( — u) + 7? = 


et la partie correspondante de l'intégrale de Poisson restera moindre que 
eee : : 3 : 

[ |f(w)|dw et sera done bornée. Si les points À, P, Q, S se trouvent 
A 

0 
du côté de M, où la fonction f(x) prend des valeurs infinies positives 


les intégrales: 


prennent d'aprés ce qui précéde des valeurs infiniment grandes positives 
quand A tend vers M,, et il en est de méme de l'intégrale de Poisson 
étendue à toute la circonférence. 

Ainsi quand M tend vers M, en restant compris dans l'angle 7M,a 
des deux circonférences, F(r, 6) tend vers + co; au contraire si M tendant 
vers M, reste dans l'angle OM B, F(r, 0) tend vers — co. D'autre part 
F(r,60) étant continue à l’intérieur du cercle de rayon 1, il est clair 
quelle pourra s'approcher autant qu'on le veut de toute valeur donnée à 
l'avance au voisinage du point M,. 

Nous donnerons une application intéressante de ces considérations en 
construisant une fonction harmonique régulière et constamment positive à 
l'intérieur d’un cercle C, et devenant infinie au voisinage d'une infinité 
non dénombrable de points de la circonférence. 

Considérons, sur une droite, un ensemble parfait, de mesure nulle 
dont tous les points soient à distance finie. Nous savons qu'un tel en- 
semble a la puissance du continu. Nous savons aussi qu'il peut s'obtenir 
en enlevant d'un segment AB une infinité dénombrable d'intervalles, sans 
point commun deux à deux, et dont la somme des longueurs est égale à 
la longueur de AB. On les appelle ordinairement d'après M. Barre les 
intervalles contigus à l'ensemble considéré E. Ceci rappelé, je dis qu'il 
est possible de déterminer une fonction continue, positive, devenant infinie 
en tous les points de l'ensemble E et qui soit intégrable dans l'inter- 
valle AB. 





e INN 
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Soit (v,b,) un intervalle contigu à E. Je définis dans cet intervalle 
une fonetion continue positive, devenant infinie aux deux extrémités (a, , b,) 
et intégrable entre ces limites. Soit ç,(x) cette fonction que nous re- 
présenterons par une courbe. 








Nous poserons: 
g(x) = 9,(x) dans (a, 6,) 
et 
g(æ) — + ce pour tous les points de E. 


Pour que la fonction (x) soit intégrable il faut que la série 


by be 


bn 
ji e, (x)dax + fe,(a)dr +... | e,(2)dc-+ ... 
a da An 
soit convergente. Pour que e(x) soit continue aux points de E, il faut 
que le minimum y, de £,(x) dans (a,b,) devienne infini avec ». Il est 
aisé de voir que ces conditions ne sont pas contradietoires. 


En effet, posons: 
lone nus: 


bn 
l'intégrale 18 pn(t)dæ est égale à s,y, (qui représente l'aire du rectangle 
an 


R,), augmenté de l'aire A, du domaine compris entre la courbe: y = c, (x), 
les deux asymptotes vertieales et la tangente au point le plus bas. 

Or il est possible de choisir les nombres y,, J,, ..., y, , ... aug- 
mentant indéfiniment avec n et tels que la série: 


Ch aee arta rU pan 
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soit eonvergente, car la série s, +s, +...+5s, +... étant convergente 
on peut trouver une série à termes positifs également convergente dont 
les termes deviennent infiniment grands par rapport à ceux de la première.” 
Ayant ainsi déterminé l'ordonnée du point le plus bas de chacune de nos 
courbes: y — ¢,(x), nous devons les construire de telle sorte que la somme 
des aires 


PR bees ene RUN SM 


ait une valeur finie. Or il est clair que nous pouvons tracer nos courbes 
de facon que chaeune de nos aires 4, soit aussi petite que nous voulons.* 
Il est d'aileurs permis de faire telle hypothése que l'on voudra sur la 
nature analytique de la fonction y — g,(r), à l'intérieur de l'intervalle 
(22102) 

La fonction g(a) étant ainsi bien définie dans l'intervalle AB, sera 
intégrable dans AB; en outre elle sera continue: cela est évident pour 
les points qui n'appartiennent pas à EH. Soit « un point de E, 7,,2,, .. 


+] 
%,,-.., des points tendant vers x’. Si x, appartient à E, on a: 
| 
G(x.) = p(x')= + co. 
Si $2,,2,,.... £,,... appartiennent à des intervalles contieus à E, il 
195 25 n) } p ^ ) 


faut, ou bien qu'ils appartiennent à des intervalles de rang de plus en 
plus élevés et alors ç(x,) tend vers l'eo, en vertu de la facon dont nous 
avons choisi les minima des fonctions g,(r). Si au contraire les x, restent 
dans des intervalles de rang fini, il faut qu'ils tendent vers l'extrémité de 
l'un de ces intervalles, et ç(x,) devient encore infini. 

Ainsi la fonction g(a), qui est intégrable ne cesse pas d’être continue 
aux points de E, oü elle prend la valeur 4- co. 


' Voir par exemple: Bore, Leçons sur les séries à termes positifs, (Paris, Gauthier- 
Villars, 1902). 


Si l'on choisit, par exemple, des axes tels que les deux asymptotes soient les 


droites: z — + I, l'origine étant le point le plus bas de la courbe, en posant: 
Gur 
+ Vie 2 


on a une courbe telle que l'aire comprise entre elle, ses deux asymptotes et l'axe des x 


y 


est égale à = © et peut étre rendue aussi petite que l'on veut en choisissant covenable- 


ment €, 
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Soit done E un ensemble parfait de mesure nulle de points de la 
circonférence du cercle C de rayon 1; nous construisons comme il vient 
d'étre expliqué une fonction continue, périodique, devenant infinie aux 
points de E et sommable, et nous envisageons l'intégrale de Porsson: 





T 


Kir, 9j — : | Lee af (wu) du 


27 I — 2r cos (0 — u) +7 
0 
qui représente bien une fonction harmonique continue sur C, et prenant 
la valeur + co aux points de E; de plus elle reste positive à l'intérieur 


de C. 


3. Pour aller plus loin dans l'étude de l'intégrale de Poisson prenons 
la dérivée par rapport à @ des différents termes des égalités: 





+7 
I 4 we: 
Er; 6) ^ 27 | I — 2r cos (f — u) + r° f (u)du 
=>; (a, cos n8 + b, sin n6). 
n=0 


Nous définissons ainsi une nouvelle fonction harmonique: 


+7 
° I i (1 — r?)2r sin (u = A 


— Fir, 0) = — (= nr „ef (tu) du 


n= 


= L mr'(— a, sin n6 + b, cos n6). ? 
n=1 


Nous allons démontrer que si en un point w,, la fonction f(w) admet une 
ion oras ne 
dérivée finie f'(w,), la fonction gg tend vers f’(w,) quand le point (r, 6) 


se rapproche indéfiniment du point (1, «,), suivant le rayon qui y aboutit. 
Nous donnons done à @ une valeur constante (on peut prendre 0 — o) et 
nous cherchons si l'intégrale: 


+7 


I i (I — r*)2r sin uo f (u)du 


[I — 2r cos u + *]* 





=, 





' La dérivation sous le signe J pour r < I se justifie très aisément. 
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tend vers une limite quand r tend vers 1. En faisant f(w) = u (dans 
(—z, + 7)) la fonction F(r, 0) est connue et l'on trouve ainsi que l'inté- 
grale précédente a pour valeur: 

I +r 


et tend vers r en méme temps que 7. On conclut de là qu'on peut sans 


restreindre la généralité, supposer: 
(kD) emu lS) ess Gi, 


Posant pour abréger l'écriture 


LE CH 


I — 2r cos u + 7? 








nous éerirons l'intégrale précédente sous la forme: 











+7 
I 2r sin u 
= H f(w)du. 
27 , I— 2rcosu + 7 : 
nt (5 
A 5 : 2r sin u 2 I 
Or si dans l'expression , on pose r — 1, elle devient 5 
I — 2rcosu + T^ a 
tang — 
2 
et l'intégrale se réduit a: 
Mm 
a] 
I u 
a jJ Fu) du 
27 L 


a 
tang — 
2 2 
qui tend vers zéro avec 1—7, car f(w) ayant une dérivée nulle pour 
Cu (Cu 
fu), fle) 
U U 


tang zi 


HO} tend vers zéro avec u, de sorte que la fonction qui 


multiplie // dans l'intégrale ci-dessus étant continue pour # — O, on se 


trouve dans le cas classique de l'intégrale de Poısson. 
Tout revient done a démontrer que l'intégrale 


+7 


I | H [ic Bes sinu — sin % \ (si) du 


27 | \1—2rcosu + 7? I — cos u 
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a aussi une limite nulle, ce qui se voit aisément en la mettant sous la forme 





I (I — mr) (u) 
—— pr — f du 
I — 27 cos u + r^ 1 
\ tang — 
> 


i 
cam le second facteur qui figure sous le signe is etant toujours compris 


entre o et 1 lintégrale précédente est plus petite en valeur absolue que 


, a 


x > 








qui tend vers zéro d’aprés un raisonnement que nous venons de faire. 
Il est à remarquer que le résultat établi subsiste lorsqu'on suppose 
seulement que: 





. fot+ta—fo—a) 
lim — 


E 24 
existe et est finie; c'est ce qu'on voit facilement en réunissant, dans les 
intégrales qui précédent, les éléments qui correspondent à des valeurs 
égales et de signe contraire de w. On voit aussi sans peine qu'il n'y a 
rien de changé si cette limite est égale à + co ou à — co. 
Supposons maintenant que la fonction dérivée f'(w) existe dans tout 
un intervalle et soit continue en un point w, de cet intervalle. Nous 


F 


allons montrer que, dans ces conditions, la fonction harmonique 3B prend 
la valeur f'(x,) au point «,, quel que soit le chemin par lequel on par- 
vient à ce point. — 

En effet la fonction f'(w) étant finie et continue en w, est bornée 
dans un intervalle fini s — [4, B] enfermant ce point; soit S l'arc comple- 





mentaire de s: l'intégrale: 


Per 2s — oy rn 
— | —_—_~, f (u) du 
2z ] [t + r?— 2rcos(u—@)]* ^ 


S 
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a pour limite zéro, comme le montre un raisonnement déja employé, et 


l'on a d'autre part 


I [ (1 — r°)2r sin (u — 8) 
22. [1 + r* — 2r cos (u — 6) 





af (w)du 





nk Seren ( [+ X tech 7 f'(u)du 
ur Free" i) 4 27. I + r* — 2r cos (u — A) 


$ 


l'intégration par parties étant justifiée par ce fait que dans s la fonction 
f'(u) est bornée et admet son intégrale indéfinie comme fonction primitive. 
La partie tout intégrée s'évanouit à la limite et l'autre tend vers f’(u,) 
lorsque le point (r, 0) tend vers le point (1, w,). 

En résumé, étant donnée une fonction f'(w) égale à la dérivée d'une 
fonction continue f(w) de période 2z,'il est possible de déterminer une 
fonction harmonique réguliére à l'intérieur d'un cercle et satisfaisant aux 
conditions suivantes: 


1°) en tout point d’argument #, de la circonférence, tel que f'(w,) 


0 
ait une valeur déterminée, finie ou infinie, la fonetion harmonique prend 
la valeur f'(4, quand on s'approche de ce point suivant le rayon; 

2°) en tout point #, pour lequel f'(w) est finie et continue la fonc- 
tion harmonique prend la valeur f'(w,), quel que soit le chemin suivi. 

Remarquons d'ailleurs que f’(w) n'étant pas nécessairement bornée peut 
n'être pas intégrable, de sorte que la solution de probleme de Drmucnnkr 
(étendu) que nous venons d'obtenir, ne peut pas toujours se mettre sous 
la forme d'une intégrale de Poısson. 

Les résultats qui précédent vont nous permettre d'étudier l'intégrale 
de PorssoN lorsque la fonction f(w) est une fonction périodique, bornée 
et sommable; en effet, d’après un théorème de M. LEBESGUE, pour un 
ensemble de valeurs de w dont le complémentaire est de mesure nulle, 
f(u) est la dérivée de son intégrale indéfinie F(w) (on peut supposer F(w) 


f Auen, On 


I 





périodique, en retranchant de f(w) la constante a, — 
2z - 


peut alors employer l'intégration par parties et écrire 


' On peut évidemment supposer que /(w) présente des infinis ou des discontinuités 
isolées pourvu qu'elle soit absolument intégrable. 
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+z +7 


| 2 F(u)du — | oF Flu)du; ! 


+x 


2- f By f(u)du — —— 


i <7 








90 
<x E 
on voit alors que pour tous les points «, où f(w) est la dérivée de F(w), 
l'intégrale de Porssow tend vers f(w,), quand r tend vers 1, 0 restant 
égal à w, (c. a. d. lorsqu'on chemine suivant un rayon). 
Réciproquement d'ailleurs, si la fonction harmonique Fr, 6), régulière 
à l'intérieur du cercle de rayon 1, y reste plus petite en module qu'un 
nombre fixe, et si l'on a: 
lim F(r, 0) = f(@) [sauf peut être pour un en- 
d semble de mesure nulle de 
valeurs de 6] 
la fonction F est celle qui est donnée par l'intégrale de Poısson. 
En effet: soit r « R<1. Nous avons 
Dx: 
Fr, 6) =~ | F(R, 0) 


2n 


hk? — 7? 
> ee du. 
: HO + r? — 2Rr cos (u — 0) 


Laissant 7 et 60 fixes, faisons tendre R vers l'unité; la fonction sous le signe 

J reste inférieure en valeur absolue à un nombre positif fixe, et tend 
I—7* 

vers CIE m "12 [sauf pour un ensemble de mesure nulle]. 

Nous sommes donc en droit d'appliquer le théorème de M. LEBESGUE sur 





l'interversion des signes lim et [,? et nous pouvons écrire: 





F(r, 6) = 


27 


+z 
: ‘fh Hf (u)du. 


Ainsi, le probleme de Dirıcnter dans le cas du cercle (avec le sens élargi 
que nous lui attribuons) n'a qu'une solution, si l'on assujettit la fonction 
harmonique inconnue à étre bornée à l'intérieur du cercle. Des considéra- 
tions analogues vont nous permettre de donner, en passant, une démonstra- 
tion simple d'une identité importante, se rattachant à la multiplication des 
séries de FOURIER. 





Nous appelons H, ce que devient H quand on y remplace « par (u — 6): H, 


1 


est donc fonction de r , 4, u. 
* Leçons sur l'intégration et les fonctions primitives (Paris, Gauthier-Villars 1904), 
page 114. 
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Nous avons: 


oo 


F(r,0) = Zr'(a,cosn0 + b, sinn) — (r« 1) 
0 


n= 


les a, et 6, étant les coefficients de la série de Fourier de f(@). 
Multiplions les deux membres de cette égalité par F(r, 4) et intégrons 

de —7 à +7; il est permis d'intégrer terme à terme, car la série du 

second membre est uniformément convergente si 7 < 1; on a ainsi: 


T Tz 
Of Fr, 0)d0=a,~ f Fr, 6)d6 


TT 


: 47 Tz 
+> a," a F(r , 0) cosnddé + b, pu d F(r , 0) sin n6d8 


Or on a évidemment: 


+7 


F(r, 6) cosndd9 = a,r", 


= 


if F(r , 6) sin n0d0 = b,7", 


EOS 
- f F(r, 0)d0 = 2a,. 


La formule précédente devient done: 


tz eo 
I a > 
= if F'(r,0)d0 = 2a, + Z (a; + bir". 
“a r= 
Faisons tendre r vers 1; d’aprés ce qui a été dit plus haut, le premier 
membre tend vers: 
+7 


J F*6)d6. 


I 
m. 
Il en résulte que la série de puissances de r, à coefficients positifs, qui 
figure au second membre, reste eonvergente pour r= I, car dans le cas 
contraire elle deviendrait infinie pour x tendant vers 1; l'application du 
second théorème d’ABEL sur les séries de puissances nous donne alors: 
+x 


a 


E f (8)40 = 2a? + Z (a; + b}) 


Ale 





Séries trigonométriques et séries de Taylor. 351 


égalité qui remonte à PARSEvAL et sur laquelle M. Hunwrrz est revenu 
dans un article récent des Mathematische Annalen;! elle est démontrée 
ici sous la seule condition que f(0) soit une fonction bornée, sommable au 
sens de M. LEnBrscuE.  Essayons d'étendre ce résultat au cas où la fonc- 
tion f(w) est une fonction non bornée dont le carré est intégrable; ayant 
eie dod. 
gardons f(w) comme la limite des fonctions f,(w),f,(w), ..., f, («), ... égales 
à zéro dans l'ensemble mesurable E,||f(w)| — /,|] et à f(w) pour les autres 
valeurs de x; nous considérons également les intégrales de Potsson F' (r, 4) … 
F,(r,0)... correspondant à f(u),f(u),.... Quand J, tend vers l'infini, 


Tz 


+7 Hz 
js f.(u)du tend vers ji f(u)du, et ji f.(u)du tend en croissant vers 


choisi des nombres / .,0.,... croissant de o à + co, nous re- 


MT 
if f'(u)du; de même, pour des valeurs fixes de r et 9, F,(r, 0) tend vers 


Fr, 0) et comme on a toujours 


r 


+7 
| E.G ‚|<: J F6) du 


on peut écrire, d’après un théorème connu sur l'intégration: 
Tz +7 
(1) lim f Fi(r,6)d6— [ Fr, 6)d6. 
Mais f,(4) étant une fonction bornée, nous avons d'aprés ce qui précéde: 


f rw. 8) — f pyar = Fra) 


d'où, en vertu de l'égalité (1) 
2 tz 
J F*r,6)46 « Do. f'(u) du 


c'est à dire 
+7 


Ji f’(u)du 


2a, + 2 (a; + bjr" 








1 Über die Fourierschen Konstanten integrierbarer Functionen Anita sone 
Annalen, tome 57, 1903). — Voir aussi STEKLOFF (Comptes Rendus, IO nov. 1902)- 
— PARSEVAL, sav. étr. (tome I, 1806). 
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on en conclut que la série en r du premier membre, devant rester bornée, 


converge encore pour y — 1, et l'on a 


Y *(u)du > 2a, + xi a, + 5). 


ve 


En réalité l'égalité a bien lieu, mais ce point est un peu plus délieat à 
démontrer. Nous y reviendrons ultérieurement. 

Dans tous les eas, pour toute fonction bornée ou non bornée, dont 
le carré est intégrable, la série formée par les carrés des coefficients de 
sa série de FOURIER est convergente. ' 


4. Considérons maintenant la fonction harmonique obtenue en dé- 
rivant deux fois l'intégrale de Porssow par rapport à l'argument 


M 


or I 3 ch 
Ti i 7 f(u)du. 


27 





EL 


Je vais démontrer que si pour une valeur «, de w, la fonction f(x) admet 
une dérivée seconde généralisée, c'est à dire si: 


n £t SE Au) N en ee - An) — 2f (4) 


— elu 
lm Au? f i à) 


on à également: 

lim LA = g(u,). 

On verra sans peine qu'on peut, sans restreindre la généralité, supposer 
i, u) doma. 


L'intégrale précédente, en posant: 0 — o, se met alors aisément sous la 





forme: 
+z 
I 2r "x —r 
Te —— ! [2r sin?u + 2r — (1 + 1?) eos u](f (wu) + f(— w)]du, 
"o 
NS À ae — 2rcosu, 
* Tl peut être utile ds remarquer que si la série Ya, + b, est convergente, les 

Aad An n I 
SEINS canh ch T = 
eri NS "Y à nt sont absolument convergentes pour 4 > E 


fa 
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53 
et l'on a. 
: (nu) + fu) " 
lim ^*^ + Ib =o par hypothèse. 
u=0 U 
Il s'agit de prouver que cette intégrale tend vers zéro avec 1 —r. Nous 


poserons encore pour abréger l'écriture: 


f(u) + Fu) = 9(%), 





Nous décomposons J en plusieurs termes. Soit d'abord 


I Ar’sin’u , 4. 
= 25 HA 9(u)du. 


Pour r — r, le second facteur sous le signe Ji devient: 


4 sin? u I 


4(1 — cos u)? 





t U 
ne 
ang > 


g(w) 


p tt 
tang = 


et comme tend vers zéro avec u, c'est à dire est continue pour 


^ — O, on en conclut que: 














7 2 U 
B tang” — 
0 2 
tend vers zéro avec 1 — r. 
On a d'ailleurs: 
Ar? sin’ u sin? « (r— r) (1 +7)? —4reosu I 
= SITE SE ae M E CY => a | ed 
= I — cos «)* „U 
A ( ) A A pet 
2 
(1 — v) . (I + r)’ — 4r cosu A + 2r(1— cosu) _ , 
A : A. 


A 
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de sorte que le terme complémentaire de J, est plus petit en valeur ab- 


solue que: 


2q( aL) 








du 


qui a pour limite zéro d'aprés un raisonnement plusieurs fois employé. 
On a done 
lim /, =o. 


r=1 


Considérons maintenant le terme 


g(u)du 





H [4 — 2r(1 + 7?) cos «t 





et nous voyons comme plus haut que l'intégrale 


. 


as 


tang? - 
an — 
87 
tend vers zero. 


Il ne reste done plus à considérer que l'intégrale 


E ; gr" — 2r(1 + r°) cos u = I | 
= À | AS I — cos eco du 





0 


qui se met aisément sous la forme 


I > Ilo À 
— | H A T eg [A + 2rsin? u]g(u)du 
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et que nous décomposons encore en deux parties correspondant aux deux 
termes de la parenthèse. Nous aurons d'abord à considérer l'intégrale: 





dont on voit de suite que sa limite est nulle. Puis: 


2r(Y1— v)si'u] g(w) 
fal ANC | eae. 
0 


Or le second facteur reste borné quand r tend vers 1, car on a 





: 2 
(I — r) sin u 


(1 — 1)? + 4r sin? = 





(CES Deca [S — r) sin u ii 
AS A 


La quantité élevée au carré est donc plus petit que 





sin wu 
E , dune part 
— fr. 
et que 
(D m) É 
"OU LU d'autre part, 
2r tang — 
82 


et reste bornée. 
On en déduit que l'intégrale précédente est comparable à 


mr 


| HON ay 


0 
et a par suite pour limite zéro, et notre proposition se trouve compléte- 
ment démontrée. ' 
Nous pouvons aussi démontrer que si dans un certain intervalle (A, B) 
la dérivée seconde généralisée c(w) de f(w) est bornée, et continue en un 








* On peut l'exprimer de cette facon: si f(w) est la dérivée seconde généralisée 
d'une fonction périodique et continue: g(w), on a: 


fi year 


r= 





A,r — 44,7 — ...— n! Agr” — ..] 


A, + À, + À, +... étant la série de Fourier de g(w). 
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2 


; : : : oF : 
point w, de cet intervalle, la fonction harmonique > prend au point 


(1,w,), suivant tous les chemins qui y aboutissent, une valeur limite 
égale à ¢(u,). Pour cela il suffit de remarquer comme nous l'avons fait 
plus haut, que la fonction g(w) est sommable dans l'intervalle AB, et 


ff f ¢(w)dwav 


est égal à f(w), à un terme linéaire prés, comme le démontre M. LEBESGUE 


qu'en outre 


dans son mémoire sur les séries trigonométriques. ’ 
On pourra alors appliquer à l'intégrale 


Le a oH, i» diate PE 
| YD f(u)du = — | au Flu)au 








272 
AB AB 


deux intégrations par parties ce qui nous raménera à l'intégrale 


à laquelle s'applique le raisonnement classique de M. Scawarz. Si l'on 
remarque que les parties tout intégrées s'évanouissent à la limite et qu'il 
en est de méme de 

ÉD pes D? oes : 

| og: Flu)du (étendue a l'arc complémentaire de AB) 

c(AB) 
on obtient le résultat annoncé. 
Nous aurons l'occasion, tout a l'heure, de tirer plusieurs conséquences 

intéressantes des propositions des paragraphes 3 et 4. 


' Annales de l'École normale, t. 20, p. 491. M. LEBESGUE remarque que 
@(u) étant bornée, il en est de méme du rapport 


fu + a) Tu a) — 2f(u) 


a? 





à cause d'une extension, qu'il donne, du théoréme des accroissements finis à la dérivée 
seconde généralisée. Partant de la relation 


f(u + a) + fu — a) — 2f(v) 


a? 





g(w) = lim 
il intégre deux fois de suite les deux membres, en intervertissant, comme il est permis, 


= 
les signes lim et ik On a ainsi le résultat énoncé dans le texte. 
. 
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Mais faisons voir encore que les résultats obtenus sur les valeurs limites 


: oF : ; EN : : 
de la fonction 38 subsistent lorsqu'on considére, au lieu de chemins nor- 


maux à la circonférence, des chemins faisant des angles finis avec celle-ci. 
Reprenons done l'intégrale 


+r 


I d (r — r*)2r sin (u — 08) ., C sry. 
| [I +r? — 2r cos (m — gp f C) du ^ ef E06) 








et supposant toujours f(o) = f’(0) — o, faisons tendre @ et 1 — r vers zéro, 
en supposant que le rapport — reste borné et inférieur à X. 

D'après ce qui a été dit plus haut, l'intégrale 

$x 
I [ 1—7 sin u 


= — f (u)du 


I — 2r cos (9 — u) + r* I — cos w 





e 


m 


tend vers zéro quand 1—vr et 0 tendent vers zéro. 
Il suffira done de considérer: 


+7 
u 


| "| 2r sin (u — @) == [elude 


— 








I + r* — 2r cos (u — 0) I — cos u 


t3 
A 


r 


La quantité entre parenthése s'éerit; 


2r sin (u — 08) + 2r sin 0 — (I + r’) sin 


(1 — cosu)[I + r? — 2r cos (u — 6)] 


on? 





s. | 2r[sin (u — #) + sin 6 — sin «| 
Ge eos u)[I + 7? — 2r cos (u — 6)] I + r* — 2r cos (u — 6) i TN 








Le second terme du second membre donnera lieu à une intégrale tendant 
vers zéro avec I —7, d'après un raisonnement connu. 

Le premier terme s'éerit: 

. 6, u — 06 ; .u—f 
2r sin - sin ——— Kr(1 — v) sin- 
2 2 LZ 2 I 

$ . £u —0 . U i 3 KH -u 

(1 — r)* + 4r sin ee Rd. (1 — r)? + 4r sin 2 gun 











(en valeur absolue) 
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il est done plus petit en valeur absolue, d'une part que: 








K sin 
2 I 
FREI 
sin — 
2 
et d’autre part que: 
Kit 7). uL 
.0t—40 ww 
4 sin — „ Au, 
: . . pine S K ’ n 
done, dans tous les cas, il est inférieur à e On en conclut que l'inté- 
sin — 
2 


grale qu'il faut démontrer tendre vers zéro est comparable à celle-ci: 





+7 
m H fen) du 
272 x 4) 
Sin — 
E 2 


dont l'évanouissement à la limite résulte du raisonnement classique de 
M. Scuwarz. 

Il importe d'ailleurs de remarquer que ce qui précède suppose l'existence 
de la dérivée de f(w) et non pas seulement de la dérivée généralisée 


ACE ear ee) | 
2An 


lim 


5. On pourrait étudier d'une facon analogue la facon dont se com- 
portent au voisinage de la circonférence les dérivées du premier et du 
second ordre de F(r, 0) par rapport à la variable 7; mais ce qui sera plus 
intéressant pour nous, ce sera l'étude de la fonction harmonique conjuguée 
de F', et représentant la partie imaginaire de la série de Tavron dont 
F serait la partie réelle; cette fonction ®(r, 0) est définie, à une constante 
additive prés, qui reste arbitraire, par la relation: 








Q(r, 8) = — 


| — 2r sin (4,— 0) f(ujdu. 


+ s* — 2r cos (u — 0) 
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Supposant d'abord f(w) finie, continue et périodique nous allons rechercher 
à quelle condition ®(r, 0) tend vers une limite quand 7 tend vers l'unité, 
0 restant fixe, et quelle est cette limite. 
Posons: 
f (0 t) — f(8 — t) = e(t), 
t=u— 6, 
1 + r?— 2rcost — A 


nous aurons à étudier ce que devient l'intégrale: 


+r 
I * 2rsint |, 
at m e(t)dt 


0 





quand 1: — r tend vers zéro. Nous posons: € — aresin(1 — r), et nous 
divisons le champ d'intégration en deux parties (o, ¢) et (e, +7). 
L'intégrale 





mo | 2r sim f ot) de 
0 


est plus petite en valeur absolue que 


Tee 
7; X max. de | ¢(t)| dans l'intervalle (o, ¢) 
T — 4 ; 
et tend vers zéro avec €, et même uniformément quel que soit @, a cause 
de la continuité de f. 
Nous avons ensuite 


+z 


I 2rsint , suben pn e(t) 
(1) —if AU e(f)dt = — > „dt 








+r 
OG ane 


I , —— 
— | RN ss 2 (08t =I +]. 
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La deuxième intégrale tend vers zéro avec € ou 1 — 7, et méme uniformé- 
ment; on a en effet 


; k AU 
A =(1—7)7 + 4r sin’, » 


Mn Ben 2 











Bee = à 
A sis UL: (o €t « z) 
4r sin* - 
2 
d'où: 
Tr) sn I DEN S 4 
27 | A RE or ( m 5 
2 sin — 
: 7 


Si nous prenons y =e", nous pourrons done décomposer l'intégrale J, en 
1 1 
deux parties correspondant aux intervalles e 2) et (es. + E, 


, mul- 





La premiére partie sera plus petite en valeur absolue que 


-2zr 


AN 


9 


tiplié par le maximum de |¢(¢)| dans l'intervalle is e?) et tendra uni- 
formément vers zéro avec e. 
La seconde partie sera plus petite que: 





M désignant le module maximum de g(t) dans (o, z); le facteur élevé au 
carré ayant une limite nulle, cette deuxième partie tend aussi vers zéro 
uniformément. Donc pour que ®(r, 0) ait une limite pour r = 1, il faut 
et il suffit que l'intégrale 





Tz 


J We +9 — (6 — t] cotang > dt 


€ 


ait une limite quand e tend vers zéro par valeurs positives et pour que 
Q(r,0) tend uniformément vers la limite quand v tend vers l'unité il faut 
et al suffit que l'intégrale (2) tende uniformément vers la limite. 

Si cette condition est remplie, la fonction harmonique ®(r, 0) prendra 
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sur le cercle de rayon 1, une suite de valeurs continues et bien déterminées 
^ ^ I x . LH , . 
représentées au facteur 5; prés, par la limite de l'expression (2) quand e 
prd 
tend vers zéro; ce sera encore, si lon veut, la valeur principale (au sens 
de Caucuy) de l'intégrale 
Tz 
I 


— Ju f(O+ f) cotang dt. 


2- u 


On voit en particulier que si f(w) est à nombres dérivés bornés ou 
encore satisfait à la condition: 


(3) Ira + 2) — f(w)| « &|op 


k et a étant des constantes positives, la fonction ®(r, 0) sera uniformé- 
ment continue à l'intérieur du cercle et sur le cercle. 

Je dis de plus que f(w) satisfaisant à la condition (3); la fonction 
conjuguée : 





gu)— —1 f [¢()—F(u)]eotang —— at ' 


satisfera à une condition analogue. 
Donnons à u l’accroissement Aw, nous aurons: 











‘ a E FA 
Qut Au) — —;, Ih [f(t) — f(u+ Au)] cotang Sd "dt, 
(4) plu + Au) — g(w) 
Tr 
een 1) — ft + Au) FH) FC) | 
2 27 t— u— Au ; Du d 
tang Tre ro oe ang Fan 


La fonction sous le signe [ peut s'écrire 


f(t)— fu + Au) aA o fw) Aw 
(5) _t—u , t—u—Au wt jt FRE , 
n 


Sin S1 tang 
2 2 2 











* La fonction sous le signe [ est dans le cas actuel absolument integrable; il 


est done inutile de parler ici de valeur principale. 
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Intégrons d'abord de — z à u—h, et de u+hä +7, en supposant: 
(6) h>2|Au|. 
u—h au utAu uth 


On aura alors, ¢ variant dans lun de ces intervalles, 


I C d t— u 
ee zZ — — 2€ = ; pat aes 
.t— u. t—u— Au à ; dt ( cotang 2 ) 
Bim Eine = Sinne m 








2 


C étant une constante positive, car les deux sinus du dénominateur seront 
toujours de méme signe et du méme ordre de grandeur. 

En outre f(w) étant bornée, on voit que le premier terme de (5) 
intégré de — z à u—h, et de u+h à +7, donnera pour l'intégrale (4) 
une contribution moindre en valeur absolue que: 


© .| Aw |. cotang |7. 


ou simplement 
y» I 
C Teu] pg 


oü C' désigne une constante fixe. 
Ensuite, le second terme de (5), intégré toujours entre les mémes 
limites, donnera comme résultat zéro. . 
Il nous reste a évaluer une limite supérieure de lintegrale (4) quand 
les limites d'intégrations sont w—h et w+h. En tenant compte de la 
relation (3) on trouve facilement que les termes ainsi obtenus ont une 


somme moindre en valeur absolue que: 
C"z|A|*. 


On a done en définitive: 





g(u + Au) — e(u)| « C' YA + C". 


Si l'on prend par exemple: 


1 


| h| ARE 
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(ce qui est compatible avec la condition 6, pour Aw suffisamment petit) 
on obtient: 


leu + Au) — e(0| « (€ + 07) Au **. 


Une condition de la forme (3) s'appelle généralement condition de Lir- 
SCHITZ; nous pouvons done dire que si la partie réelle d'une série de Taylor 
est continue sur son cercle de convergence et satisfait à une condition de 
Lipschitz, la partie imaginaire est également continue et satisfait & une con- 
dition de même forme.’ 

Nous avons supposé dans ce qui précéde la fonction f(w) finie et 
continue de o à 27; on voit sans peine que nos conclusions subsistent si 
la fonction f(«), supposée intégrable, n'est continue que dans un certain 
intervalle. 

Les raisonnements précédents montrent aussi que si f(w) est une 
fonetion bornée et sommable, à laquelle correspond la fonction harmonique 
F(r, 6), la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction harmo- 
nique conjuguée @(r, 0) reste bornée à l'intérieur du cerele de conver- 
gence est que l'intégrale 


re 


JU +) —F(0 — tj] cotang © dé 
reste bornée quels que soient s et 0. La fonction f ne peut pas dans 
ce cas, avoir des discontinuités de premiére espéce, car si f présente une 
telle discontinuité au point 0, O(r, 6) tend vers + co ou — co quand r 
tend vers 1. 

En résumé, nous avons pu, gráce, surtout à l'extension si importante 
de la notion d'intégrale due à M. LEBESGUE, faire l'étude de l'intégrale 
de PorssoN dans des cas bien plus étendus que ceux qui avaient été 
examinés jusqu'ici. 

Des différents résultats acquis dans ce chapitre, nous retiendrons par- 
ticulièrement le suivant: l'intégrale de Poisson, correspondant à une fonction 
périodique, bornée et sommable, représente une fonction harmonique qui, en 
tous les points de la circonférence, (sauf peut-être aux points d'un ensemble 


1 La série est alors uniformément convergente sur son cercle de convergence, 


comme il résulte de l'étude des séries de FOURIER. 
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de mesure nulle) prend une valeur bien déterminée lorsqu'on tend vers l'un 
de ces points en suivant un chemin non tangent à la circonférence. 

Le fait serait d'ailleurs évident si la fonction f(w) était intégrable au 
sens de RIEMANN, car ses points de discontinuité formeraient alors un 
ensemble de mesure nulle; mais nous verrons combien il est nécessaire de 
se placer au point de vue tout à fait général que nous avons adopté. 


DEUXIEME PARTIE. 


Étude de la série de Taylor sur son cercle de convergence. 


1. Considérons une série de TayLor dont nous supposerons dans 
tout ce qui suit le rayon de convergence égal à l'unité; soit 


(1) €(3)— C++... +67 +. 
Si nous posons: 

C, — a, ib, , 

3 = re? 


elle se mettra sous la forme 


26) = P(r, 0) + iQ(r, 0), 


(2) Pir; 0) = “aa Z (a, cos n0 + b, sin n6)r", 
Q(r, 80) = — b, + Z (a, sin nd — b, cos n@)r". 


Les coefficients a, et b, sont donnés par les formules: ! 





© Voir au sujet de ces formules: HARNACK, Fundamentalsätze der Functionentheorie 
Math. Annalen, tome 2I. 
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. 
a, = zm P(r, 0)d0, 
pens 
b, an Q(r , 6)d6, 
(3) E 1d 
= al P(r, 0) cosnüd0 = S Q(r , 0) sin n60d8 
ee es : | auc 
p d P(r, 0) sin n8d0 = T. Ji — Q(r , 8) cos n8d6 
dans lesquelles on donne à r une valeur plus petite que 1. Si, lorsque 


r tend vers 1, P(r,6) et Q(r, 0) tendent uniformément vers f(@) et g(8) 
(fonctions continues de 6), autrement dit si la série de TayLor f(3) est 


uniformément continue à l'intérieur de son cercle de convergence et sur le 


cercle, on peut écrire, en faisant tendre r vers l'unité dans les formules (3): 


Mm 
f (8) cos n0 dO =! if 4 (8) sin n0 dé, 


L5 


Mtm 


f f(8)sin n6d0 = 


+7 
pa Ji — g (8) cos n8 d8 


I x 
a z 
ce qui revient à dire que P(r,6), Q(r, 0) sont exprimables a l'aide de 
formule de Porssow: 





a FRET | 
2z 4) ee „flu)du, 


I—r: 


Q(r, 0) = — | Sera i g(u)du 
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et l'on voit aussi que, dans ce cas, l'étude de la convergence de la série 
de TavroR sur son cercle de convergence est ramenée à l'étude de séries 
de Fourier correspondant aux fonctions f(w) et g(w). 

Mais nous allons voir que les formules (4) et (4') sont applicables 
dans des cas beaucoup plus étendus que celui dont nous venons de parler.' 

Supposons simplement que c(3) soit bornée à l'intérieur de son cercle 
de convergence, mais ne faisons à priori aucune hypothése sur l'existence 
de valeurs limites de ¢(3) pour les points du cercle. Nous allons voir 
que les formules (4) et (4’) sont encore applicables. 

Il est un peu plus commode de supposer c, = o, nous aurons alors 


QOO m Uv ote dar Ey EOS 


4 


Considérons également la série de TAYLOR: 


C. X 


(5) $0)—53 5t. ee — (a. 


LE 

0 
Elle représente une fonction de ; qui reste bornée à l'intérieur du cercle 
de convergence; 


, 


qui en outre, est uniformément continue à l'intérieur du 
cercle de convergence et sur ce cercle, comme il résulte de l'inégalité: 


? 
(6) 120)—926G")| = fe Pa <|3—3’|. M, 
ego) 

D) 





M désignant le module maximum de 
Si done on pose 
d (3) = U(r, 0) + iV(r, 0) 


on pourra exprimer U et V par les formules: 





+7 
i: as 

f= E jj — E = a h(udu, 
Wi | 

d = | RE k(u)du, 


' Comptes Rendus, février 1905. 
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h(w) et k(w) étant des fonctions continues de #. Mais, en appliquant 
Vinégalité (6) aux points du cercle de convergence, on voit immédiatement 
que h(w) et k(w) sont des fonctions de # à nombres dérivés bornés. Elles 
admettent done une dérivée pour un ensemble de valeurs de #, dont le 
complémentaire est de mesure nulle. 
Mais nous avons les relations: 
V(r, 6) 


JA ri ye DT 


Ur, 8 
C= 


Il résulte done du chapitre précédent que pour toutes les valeurs uw, de w 
pour lesquelles les fonctions h(w) et k(w) ont des dérivées, les fonctions 
harmoniques P et Q prennent des valeurs bien déterminées quand le point 
(r, 6) tend vers le point (1, «,) suivant un chemin non tangent à la circon- 
férence. On pourra, en outre, appliquer les formules (4^, dans lesquelles 
f(w) et g(u) désignent non plus des fonctions continues, mais des fonctions 
bornées et sommables qui représentent, en général, la valeur limite de 
P(r,6), Q(r, 0) pour r — r. On peut si l'on veut, pour définir ces fonc- 
tions avec précision, admettre qu'elles représentent toujours la plus grande 
limite, ou la plus petite limite des fonetions P et Q pour r tendant vers 
l'unité. Neus ferons en général cette hypothèse. 

D'ailleurs ces deux fonctions f et g ne sont pas indépendantes et 
nous savons qu'elles doivent satisfaire à cette condition que les intégrales: 


+7 


fire +) —£(6 — 0) cotg 2 at et [iO +1) gO — t) cote , dt 


=? 


restent bornées quel que soient ¢ et 6. 
Nous voyons aussi que les coefficients a, et b, tendent vers zéro avec 


I ^ 3» 
-, et méme que la série 
"n 


) 
25 (a? + 5 = Per 
0 0 


est convergente. Si done, pour une série de TAvron, de rayon de con- 
vergence egal à un, cette condition n'est pas remplie, on peut affirmer 
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qu'elle n'est pas bornée, c-est-à-dire qu'elle prend des valeurs infiniment 
grandes, au voisinage de certains points de son cercle de convergence. 

En tout point réguler du cercle de convergence, les fonctions f(w) 
et g(u) ayant des dérivées, leurs séries de FOURIER sont convergentes; il 
en résulte que c(3) est convergente en tout point régulier de son cercle 
de convergence. 

Aux points #, pour lesquels |f{(u) — f (u,)| ; |g(t) — g(u,)| sont les dé- 
rivées de leur intégrale indéfinie, c'est-à-dire presque partout, la série est som- 
mable par le procédé de la moyenne arithmétique, ainsi qu'il résulte d'une 
proposition de M. LrnEscvE (C. R. de l'Académie des Sciences, 22 mai 1905). 


2. Nous allons donner immédiatement une application de ces géné- 
ralités en montrant qu'elles permettent d'ajouter un complément intéressant 
à la célèbre proposition d’EISENSTEIN, concernant le développement en série 
des fonctions algébriques.” Hermirn, dans son cours de la Faculté des 
Sciences, a donné à cette proposition la forme suivante: Si une série de 
TavLon à coefficients rationnels, représente une branche de fonction algé- 
brique, on peut toujours ramener cette série à avoir ses coefficients entiers 
(sauf le premier), en multipliant la variable par un entier convenable. 

Considérons une série de TAyLor à coefficients entiers; je dis qu'elle 
ne peut représenter une fonction algébrique que si son rayon de convergence 
est plus petit que l'unité, à moins qu'elle ne soit égale à une fraction ration- 
nelle dont tous les poles sont des racines de l'unité. 

Supposons en effet que: 


y —f(g)—«-ogt..-coer4d.., 


Tor . x ^ 
où 6,,0,, 6,, ... sont des entiers et où lim v|c,| = r, satisfasse à une équa- 


0» 
tion algébrique irréductible: 
FY, 3) =0; 


F sera nécessairement à coefficients entiers. Soit P(;) le coefficient de la 
plus haute puissance de y dans 7; la fonction algébrique # — y. P(3) 
n'aura pas de póle à distanee finie; done en multipliant le polynóme à 
coefficients entiers P(3) par la série à coefficients entiers f(3), on obtient 


' Comptes Rendus, février 1904. 
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une série de TAYLOR ¢(3), de rayon de convergence égal à un et qui doit 
rester bornée à l'intérieur de son cercle de convergence; il faut pour cela 
que les coefficients de @(3) tendent vers zéro quand leur rang augmente 
indéfiniment et comme ces coefficients sont des entiers, cela ne peut se 
produire que s'ils sont constamment nuls à partir d'un certain rang, et ¢(3) 
se réduisant à un polynóme, on voit que f(3) est égale à une fraction ra- 


tionnelle. 
Proposons nous maintenant de déterminer toutes les fractions ration- 
nelles 
46) 
B(3) 


développables en série entiére en 5, à coefficients entiers, de rayon de 
convergence égal à un. — A et B sont supposés a coefficients entiers, on 
suppose en outre qu'ils n'ont pas de diviseur commun. On peut alors 
déterminer deux polynómes à coefficients entiers A, et D, tels que l'on ait 


ALIUD UN 


2 ; a A AA : "t ue 
N étant un entier différent de zéro. Si B développe en série entière 


à coefficients entiers, il en sera de même de: 








7. zi N y 

TE rcgni RE OS 
Nous supposons les entiers (a, %,...,4,») premiers dans leur ensemble. 
Soit done: 
y Yu - 
(7) a + ]y +...+ À! a + 43+... 
par suite: 

y= d.a 


0 


et soit p un diviseur premier de a. On peut supposer que les entiers 
4o, 0, , ..., Q,,... ne sont pas tous divisibles par p, sinon on aurait une 
égalité de méme forme en divisant par p les deux membres de (7). Soit 
a, le premier coefficient non divisible par p. On peut éerire: 


y — (a + B +... + Ma, 4-03 dag ) 
+ (a + f +... + Ay) (n a" Tr ee). 


Acta mathematica. 30. Imprimé le 4 décembre 1906. 47 


ole 
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On en déduit que la série 
(a + 53 +... +)” + un +...) 
une fois ordonnée aura tous ses coefficients divisibles par p: 
ad, =O 
aa er da — © 


(mod p) 
Ayo + Pan +ı se EEG 


et comme par hypothése on a: 

a=o (mod p) et a,zgo (mod p) 
on déduit de là de proche en proche, 

B =0 (mod y), r=o (mod p), 


Les coefficients (a, B,..., À,v) ne seraient done pas premiers dans leur 
ensemble. Il faut donc que l'on ait p — 1, et par suite a doit être égal 
à l'unité. Autrement dit B(3) est égal à un facteur constant prés à: 
2 
DE Ay rt. SAM 

où f,7,...,À sont des entiers. Le produit des modules des zéros de ce 

R 7 A I : : ^ A(G 
polynôme est égal à + 7) mais comme d'autre part les póles de = 

: N 

avolr des affixes supérieures ou égales en module à l'unité, puisque le 
rayon de convergence doit étre égal à l'unité, il faut que l'on ait: 


doivent 





= 8I 


et que toutes les racines de 5(}) aient pour module 1. Mais, d’après un 
théorème de Kronecker, un nombre entier algébrique qui a pour module 
1, ainsi que tous les nombres conjugués, est une racine de l'unité. Done 
B(;) est un polynôme de division du cercle ou un produit de plusieurs 





^ N : A(3) } 
polynömes de cette espece et la fraction = pourra par suite se ramener 
3) 
a la forme 
LM P (a 
(8) a 
I 
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Ainsi, les seules fractions rationnelles développables en série entiére a 
coefficients entiers, avec un rayon de convergence égal à 1, sont les frac- 
tions rationnelles de la forme (8). 

Considérons maintenant une série de TAvron dont les coefficients n'ont 
qu'un nombre limité de valeurs, par exemple o et 1, on a alors 


aj = 1 À 
Al QU APM 
a,f,À,... étant des entiers croissants. Appelons point singulier isolé 
d'ordre fini d'une fonction analytique, un point singulier isolé 3, au voisinage 
duquel on a: 





a et k étant des constantes. Cela étant, je dis que la série de Tavron 
f(3) a néeessairement sur son cercle de convergence d'autres points singuliers 
que des points singuliers isolés d'ordre fini. En effet, s'il n'en était pas 
ainsi, en multipliant /(3) par un polynôme ayant pour zéros les points 
singuliers en question avec des ordres de multiplicité convenables, on 
aurait une nouvelle série de TAyLor qui devrait rester bornée à l'intérieur 
du cercle de rayon 1, et dont les coefficients devraient done tendre vers 
zéro. Or ces coefficients n'ayant aussi qu'un nombre limité de valeurs, 
cela est impossible s'ils ne sont pas constamment nuls à partir d'un certain 
rang, c'est-à-dire si f(5) n'est pas égale à une fraction rationnelle. 

On voit en particulier que f(;) ne peut pas être algébroide dans un 
eercle de rayon plus grand que r.' 

Nous avons, dans ce qui précéde, quelques exemples des liaisons qui 
existent entre la nature arithmétique des coefficients d'une série de TAYLOR 
et la nature analytique de la fonction qu'elle représente. 

Donnons maintenant quelques extensions de la proposition énoncée 
au début de ce chapitre. Soit D un domaine limité par un contour simple 
C et dont on puisse faire la représentation conforme sur le cercle (ce qui 
aura lieu par exemple si C est formé d'ares réguliers de courbes analy- 
tiques) et f(;) une fonction analytique régulière et bornée dans D. En 


' Relativement aux séries entières à coefficients entiers, je rappelle que M. Borer 
a obtenu un résultat trés intéressant (v. p. exemple, ses lecons sur les fonctions méro- 
morphes, Paris, Gauthier-Villars, 1903). 
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tous les points de C, sauf aux points d'un ensemble de mesure nulle, 
f(3) prend une valeur déterminée suivant les chemins non tangents à C 
et l'on pourra par suite appliquer la formule de Caucny: 





Enfin on peut étendre encore la proposition au moyen d'une transforma- 
tions homographique effectuée sur f(3). S'il existe un nombre A tel que 


f(3) —.A reste supérieure en module à un nombre positif fixe, la fonction 
I , E ZI NO 
aA sera régulière et bornée a l'intérieur de D, de telle sorte qu'on 
5) — 4 | 


pourra lui appliquer la proposition précédente; par suite f (3) aura aussi, 
en général une valeur déterminée, finie ou infinie, aux points du contour 
mais il n'est pas certain que la méme propriété s'applique à la partie 
réelle et à la partie imaginaire de f(3) considérées séparément; il faudrait 
démontrer pour que cela fût vrai, que /(3) ne peut prendre une valeur 
infinie qu'en un ensemble de mesure nulle de points de contour, et bien 
que cela paraisse trés vraisemblable, nous n'avons pas réussi à en donner 
une démonstration générale. 


A, 





Comme applications considérons la série > , les points a,, dy, ..., à, 


ayo € 
étant des points du segment o-- 1 de l'axe réel, partout denses, et la 
série | A,| étant convergente. C’est un cas particulier des séries étudiées 
par M. Borex dans sa thése,' en vue de l'extension de la notion de pro- 
longement analytique. La série que nous considérons définit une fonction 
analytique qui admet le segment o — I comme ligne singulière essentielle. 
Supposons les A, positifs et donnons à ; une valeur, «+ iy, y étant 
ion 


positif. Si l'on pose ; — a, = p,€"^, la partie imaginaire de c(3) est égale à 


À Ant 
+2 — — SIN &, 
Pn 
et comme on a O — c, « z, le coefficient de à est négatif; done lorsqu'on 
reste, par exemple, dans le demi-plan supérieur ¢(3) reste bornée projective- 


E. Borer, Sur quelques points de la théorie des fonctions, premiére partie (An- 
nales de l'Ecole normale, 1895) et Lecons sur la théorie des fonctions. 
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ment. On en conclut que tous les points du segment o — 1, sauf ceux 
d'un ensemble de mesure nulle, sont des points où ¢(3) prend, au sens 
déjà souvent expliqué, une valeur déterminée, ee qui concorde avec les ré- 
sultats de M. Borer. 

Au contraire, la premiére des fonctions uniformes affectées de coupure 
qui se soit présentée en analyse, la fonction modulaire, présente une in- 
determination becaucoup plus complète au voisinage de cette coupure, ainsi 
qu'il résulte des recherches de Riemann et DEDEKIND.’ 


3. Etude de l'intégrale de Poisson lorsque la fonction f(u) qui figure 
sous le signe D est une fonction non bornée, intégrable en valeur absolue.” 

Cette étude peut se faire comme lorsque f(w) est une fonction bornée. 
Car f(w) étant, sauf aux points d’un ensemble de mesure nulle, égale a la 
dérivée de son intégrale indéfinie, on pourra raisonner exactement de la 
méme maniére que lorsque f(w) est bornée, et lon arrivera aux mémes 
conclusions que dans le premier chapitre. Toutefois nous préférons ratta- 
cher ce cas à celui où f(w) est bornée, la méthode indirecte que nous 
emploierons conduisant à quelques résultats nouveaux; nous supposerons 
que non seulement f(4) est intégrable entre — z et +7 mais quil en 
est de méme de son carré. Posons done 


I ir: 


Dine SEMI = se 
Eu 0) 2z jJ 1 — 2r cos (u — 8) + v? f (u)du 





et supposons d'abord que /(w) soit une fonetion positive, dont le carré 
est intégrable. 
On a vu dans le premier chapitre que si l'on éerit: 


oo 


P(r,0) — a, + 2: (a,cosnd + b, sin O)r" 


n=1 


* On pourra lire à ce sujet une lettre d'HERMITE à STrELTJES (17 décembre 1886). 
— (Correspondance d’HERMITE et de STIELTIES, Paris, Gauthier-Villars 1905, page 196.) 

* Nous n'avons pas placé cette étude dans la premiére partie, parce que nous 
avons dü nous servir du théoréme établi dans le 8 I de la seconde partie. 
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2a + (a? + 0) 
est convergente. Soit Q(r, 6) la fonction harmonique conjuguée de P(r, 6) 


Q(r, 8) — b, + % (a, sin n8 — b, cos n0) v" 


n-l 





et soit: 
e(3) = P(r, 0) + iQ(r, 0), (y — re^). 
On a: 
I ET oo 
= J P'r,0)40— 2a + Y (a; + br”, 
+7 oo 
-Of Gr, a0 = 26 + X (a + Bi)”, 
dot: 
+7 E 
I PANNE: u 2 2) 2n 
= fi |g (re^) |*d6 — & (a; + bi) 


et comme la série du second membre converge encore pour r — I, on 


voit que 
+7 


F \ewenpas 


reste bornée quand r tend vers 1. Il en résulte qu'on ne peut avoir 
lim |e (re®)| = + co 
r=1 


que pour un ensemble de mesure nulle de valeurs de 6, sinon on dé- 
montrerait par un raisonnement analogue à celui qu'emploie M. LEnRESGUE,' 
que l'intégrale qui précède devrait croître indéfiniment. 

Mais d'autre part, P(r,6) étant constamment positive, la fonction 


: I 
analytique — 


I y : d. 
SE an Di Eger est bornée dans C; on en déduit comme 
aM 





* Leçons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives, page 114. 
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on vient de le voir que, ¢(3) a, en général,’ une valeur limite déterminée 
suivant les rayons et comme cette valeur est en général finie, on voit bien 
que P(r,0), Q(r, 0) ont, sauf pour un ensemble de mesure nulle de va- 
leurs de 0 une valeur limite bien déterminée pour r= 1.? 


Posons 
lim P(r, 0), = fı(0) 


r=1 
dans l’ensemble des valeurs de @ ot cette limite existe. 
Je dis que l’on a en général: 
f(8) = f(0). 
Pour le démontrer établissons d’abord le lemme suivant: 


Si des fonctions positives, bornées sommables: f(x), f(x), ... tendent 
vers une fonction bornée ou non f(x) et si 


J tax) ae 


reste, quel que soit », inférieur à un nombre fixe, la fonction f(x) est 
intégrable, et l'on a: 


b b 
Jf f(a)dz lim. inf. f f, ()dz. 


La fonction f(a) est mesurable. Soit E l'ensemble des valeurs de x pour 
lesquelles on a: 


Considérons la fonction: 
¢,(”) = f,(x) pour l'ensemble des valeurs de 


x telles que: f,(x) € L, 
e,(r)-— f(x) pour l'ensemble des valeurs de 
x telles que: f(x) > L. 
Pour les points de E les fonctions ç,(x) sont bornées dans leur ensemble 
et tendent vers f(x), on aura donc 


lim fe, ()dz — f f(z)dz. 
E 


E 





! Pour abréger, nous dirons souvent: »en général», au lieu de »sauf exception 
pour un ensemble de mesure nulle de points ou de valeurs de la variable.» 
* Tl résulte de ce raisonnement que si une fonction harmonique est régulière et bornée 


à l'intérieur d'un cercle, elle pourra être mise sous la forme d'une intégrale de Poisson. 
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Mais comme on a toujours dans E ¢,<f,, on en déduit: 
[f(x :)dx < lim. inf. RAGE TS inf. fr (x) dx « k. 


Donnons à L des valeurs positives de plus en plus grandes; nous voyons 
que lintégrale {te )dr tend vers une limite finie, qui sera égale à frs 


et l’on a bien: 


| f(a)de <lim. inf. f f (z)dz 


Si pour un ensemble de mesure nulle de valeurs de x, f,(z) n'a pas de 
limite ou a une limite infinie, il n'y a rien à changer à ce qui précède. 
On peut se rendre compte sur des exemples, que l'on peut avoir 


h 


f f(x)dx < lim. int. f f, (z)dz. 


a 


Je dois cette remarque à M. LEBESGUR. 
Ceci dit, revenons à l'intégrale de Porssox 


Tz 
I 
P(r, 0)=— f H,f(u)du 
et considérons la fonction positive f(w) comme limite de la fonction bornée 


sommable f,(«), égale à f(u) dans l’ensemble E,[f(w) <1,] et égale à 
zéro daus l'ensemble complémentaire. On aura: 


eA) if J£ EE u)du< i Hif(u)du =P(r 0) 
Mais f,(w) étant bornée, on aura sauf pour un ensemble F, de mesure 
nulle: : 
Tim 7200) — rH) 
r=1 
d’où: 


lim. inf. P(r, 0) > f, (8). 


r=1 


Mais on a f,(0)=f(@) pour tous les points de l'ensemble E,. Or l'en- 


— — db d Or — 
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semble des points communs a tous les ensembles C(E,) a une mesure nulle; 
il en est de méme de l'ensemble (F, + F,+...+/,+...). On aura done: 


lim. inf. P(r, 0) > f (0) 


r=1 
sauf dans un ensemble de mesure nulle; et par suite 
(9) f (6) > £(8) 


dans l’ensemble des points où P(r,6) a, pour r= 1, une limite: f(A). 
Mais d’aprés le lemme que nous venons de démontrer: on a 


+7 +z 
lim. inf. / P(r,6)d8 | f(6)d6 


T 


et comme on a toujours: 


+x 
f Pr, 0d0 = 2ra, = f f(6)d6 
on en conclut: 
; +7 
(10) IE d < A 0) dé 
et par suite, en vertu de l'inégalité (9): 
+x 
Ji (ff —f)d0 0 
la fonction intégrée étant constamment positive ou nulle (dans l'ensemble 
complémentaire d'un ensemble de mesure nulle), on conclut de la facilement 
p — f(8) (en général). 


Car chaeun des ensembles E or ——— es i :) aura une mesure nulle et 


il en sera de même de la somme de tous ces ensembles. 
En résumé, si f(w) est une fonction non bornée, positive, dont le carré 
est sommable, et si l'on considère l'intégrale de Poisson: 


TT 
P(r, 6) — - f Hf(w)du 


on a en général: lim P(r, 4) = f (6). 
r=1 
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Du cas de f(w)2 0, on passe facilement au cas de f(w) <0, et aussi 
au cas de f(w) bornée supérieurement ou inférieurement. 

Si maintenant f(w) n'est bornée ni supérieurement ni inférieurement 
on peut la regarder successivement comme limite des fonctions bornées 
supérieurement, puis comme limite de fonctions bornées inférieurement et 
définies toujours de la facon suivante: ayant choisi des nombres /,, /,, ..., 
l,,... échelonnés de o a + ©, on posera: 3 

1° f, (wu) —f(w) dans l'ensemble £,[f(w) <1,] et f, (u) —0, partout ailleurs; 
I 
2 





+7 
P(r, 0)=— f H,f,(u)du< P(r, 6) 


2°) fi(w) = f(u) dans l'ensemble E;[f(w) >—1,], et f;(w) — 0 partout 
ailleurs; 
I 





7 
P(r,60)— — f Hf i(u)du> P(r, 0). 


- 


On aura alors les inégalités: 


lim. inf. P(r, 0) > lim. sup. P, (r , 6), 


Tl r=1 


lim. sup. P(r, 6) € lim. inf. P?(r , 6). 


r=1 r=1 


En appliquant des raisonnements déjà employés, on en déduira facilement: 
lim P(r, 6) = f (0) 
r=1 
sauf aux points d'un ensemble de mesure nulle. ' 
Ceci va nous permettre de compléter ce que nous avons dit au sujet 


de la formule de Parsevar, dans le cas où l'on considère une fonction 
non bornée dont le carré est sommable. Nous avons démontré que l'on a: 


+r oo 
I DO ET ee 2 2 
zu f'(w)du > 2a, + 2 (a + by): 


Mais d'autre part puisque l'on a, en général, 


lim P(r, 0) = f(0) 


nz 





Indiquons encore briévement une déduction facile de la méthode employée dans 
le texte: toute fonction harmonique régulière et limitée inférieurement dans C est la somme 
d'une ‘intégrale de Poisson et d'une fonction harmonique qui reste positive dans C et qui 


prend la valeur zéro sur C, sauf aux points d'un ensemble de mesure nulle. 


os 
-1 
© 
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on en déduit en appliquant le lemme établi plus haut: 


lim ue P(r, 6)d6 > i f'(u)du, 
c'est-à-dire: 


2a, + 2 (a; + bj) = Ü TN u)du. 


I 
On a done, dans tous le cas, quand f(x) est une fonction dont le carré 
est sommable: 


tz 2 
I 22 / AE 2 2 2 
zu f(u)du = 2a, + I (a, + b}), 


a,, b, étant les constantes d'EULER-FOURIER attachées à f(x). Soient main- 
tenant deux fonctions périodiques dont le carré soit sommable: f(w) et 
g(u). On voit aisément que ({f(u) + g(w))? est aussi sommable, et qu'il 
en est de méme de (f(u)—g(u)”.  Appliquant l'égalité précédente à f+ 7 
et / — 9, comme le fait M. Hurwirz dans le mémoire déjà cité, on obtient 





par soustraction: 


+7 


f f(u) g(u)du = 2a,c, + > (a, €, + b,d,,) 


A an] 


les c,, d, étant les coefficients de la série de Fourier de g(w).' 


4. Le$ méthodes précédentes conduisent également à un résultat in- 
téressant relatif à la convergence des séries trigonométriques données par 
la loi de leurs coefficients et dont voici l'énoneé: S? na, et nb, tendent vers 


z i > : . bate 
zéro avec -, lensemble des points de divergence de la série: 
7L 


oo 
Z (a, cos nd + b, sin n6) 
1 
est de mesure nulle. 
Il y aura done des points de convergence dans tout intervalle. Con- 
sidérons en effet la fonction harmonique: 


Fb, NZ "s cos Ô + b, sin@)r +. -- (a, cos 0 + b, sin n6)r" +. 


1 vos une conséquence de la formule de PARSEVAL: soient a,, 0, les constantes 
de FounrER de f(u); si la série Xn(a, + b;) est convergente, Tan est développable 
en série de FOURIER sauf peut-être pour un ensemble de mesure nulle de valeurs de ”; 


pratiquement cette proposition ne parait pas bien utile. 
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Il est clair que la série 2 (a, + 5j), est convergente puisque ses termes 

= : , . pr. Sl PET ISI 
sont à partir d'un certain rang inférieurs à 7. Il resulte alors de l'égalité 
de Parsevaz que l'intégrale: 


4x 
f Pr, 0)a0 


reste bornée, quel que soit le nombre r« 1. Il en sera de méme de: 


Sire, 6) |d8. 


Intégrons terme à terme la série qui représente P(r, 6) (il est un peu plus 
commode de supposer a, — o, pour que l'intégration n'introduise pas de 
terme apériodique). Nous obtenons ainsi: 

r/ = (ns 5 b 

DAME NE ( “sin nd — — cos nb yr 


e \ 22 


a b : A ; : = I 
et comme = et = sont plus petits à partir d’un certain rang que "T la 
7 A 


série du second membre est absolument et uniformément convergente pour 
toutes les valeurs de 0, et pour toutes les valeurs de 7 comprises entre o 
et 1. Elle est done continue à l'intérieur du cercle de rayon un et sur 
le cercle, et l'on peut mettre U sous la forme 


Tz 
RR ct. erased ori NN 
ENG 1 zo i aep gw ddp dus 
g(u) étant une fonction continue périodique. 
Je dis en outre que g(w) est à variation bornée entre — 7 et +7. 
En effet soient 6,, 0,,..., 0, des valeurs croissantes de l'argument; la 


somme: 
[9(6,) —9(8,)1+ |9(6,) —9(6,))| +... - 19(6,) —9(69)] 
différera aussi peu que l'on veut, en prenant 7 suffisamment voisin de 1, 
de la suivante: 
| U(r, 6) — U(r, 6)| + | Ur, 6) — U(r, 8,)| 4+... 
+| U(r, 6,1) — Or, 6) 
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et dense de points de divergence; d'ailleurs on ne détruira pas cette pro- 
priété en ajoutant à une telle série, une autre série partout convergente 
par exemple Ya,sinnx, où les a, sont positifs, décroissants et tendent vers 
zéro — on déduira de là différentes séries de TAYLOR ayant leur cercle de 
convergence comme coupure. 

Indiquons maintenant le róle que jouent dans l'étude de la con- 
vergence des séries trigonométriques les points de convergence absolue. 
Soit r, un point de convergence absolue de la série 


f(x) = La, cos nx + b, sin mx. 


On aura: 
ıh 


5 


fé, +h) + f(@, —h) — 2f(z,) = —4 Y. Alsin?! 


en posant 
A} = a, cos nz, + b, sin nv,. 


La série du second membre,est done absolument et uniformément con- 
vergente puisque la série | A7| est convergente; elle représente done une 
fonction continue de /. On en déduit que si la série est convergente, 
ou continue au point (x, + h), elle est convergente ou continue au point 
(2, — h), c'est à dire que les points de continuité, de convergence, de 
divergence, de convergence absolue sont deux à deux symétriques par rapport 
aux points de convergence absolue. 

Si la série a deux points de convergence absolue dont la différence 
des arguments est incommensurable à z, on en déduira l'existence de tels 
points dans tout intervalle. 

Voici dans le méme ordre d'idées une question qui me parait intéressante 
et dont je n'ai pu trouver de solution: considérons une série trigonométrique 
dont les coefficients tendent vers zéro; nous avons vu qu'elle peut avoir 
des points de divergence dans tout intervalle, mais l'ensemble des points 
pour lesquels nous pouvons démontrer la divergence, quand elle a lieu, 
est toujours de mesure nulle. Peut-on alors donner un exemple de série 
trigonométrique, à coefficients tendant vers zéro, et qui soit divergente pour 
toutes les valeurs de l’argument ou seulement pour un ensemble de mesure 
non nulle de valeurs de l’argument? Il semble que cela puisse avoir lieu 
par exemple pour des séries présentant un grand nombre de lacunes, mais 


nous n'en avons aucune preuve rigoureuse, 
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DI 





: I A : 2 
Donnons à x la valeur 1 —-. Les termes qui viennent après le y"* auront 
y 
une somme inférieure à ¢,, et la somme de ceux qui précèdent: 
+ + +61) 
e +¢,(1—- ... £6(1—- 
4 y, x y 
peut se mettre sous la forme 
f mw d$) 20,0, vey dy 
++... +0) (e E. +2) 
0,,0,,... désignant des nombres compris entre zéro et un. Le terme 


écrit dans la seconde parenthèse peut s’écrire: 





glaub + 2lal +--+ lel 


y 
à étant un nombre dont le module est plus petit que un. Or le produit 


à rates 
ve, tendant vers zéro avec -, il en est de méme de sa valeur moyenne, 
T à 


1 . OON . , . 
de sorte que, pour que el: n ait une limite, il est nécessaire que 
y 


CC se ade ne 


ait la même limite, ce qui établit la proposition.’ 
Soit done # une valeur de l'argument pour laquelle g(4) admet une 


dérivée g'(0). Nous aurons: 


lim [(a, cos 0 + b, sin 8)r + ... + (a, cos n0 + b, sin nô)r" + .. | — g'(8) 


r=] 
done en vertu du théorème de M. PRINGSHEIM, la série 
(a, cos 8 + b, sin 0) +... + (a, cos n0 + b, sin n0) +... 
est convergente. C. Qs BE D. 


Faisons quelques remarques au sujet de ce critére de convergence. 
D'abord il est clair que la convergence d'une série trigonométrique, en 
tout point, ne saurait résulter d'une condition de la forme: 


lim e(n)a, = o, lim e(x)5, — o 








* Nous avons pour plus de commodité donné à x une suite dénombrable de valeurs 


de la forme 1 — — ; il est facile de voir que cette restriction est insignifiante. 
y 
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8 1 à 
I 
ein 
ce qui a lieu pour e(») — ». Il est d'ailleurs possible de former des séries 


si la fonction positive e(n) est telle que la série NS soit divergente, 


trigonométriques pour lesquelles na, et nb, tendent vers zéro et qui ont 
une infinité dénombrable de points de divergence; tout au plus pourrait-on, 
peut-étre, dans notre énoncé, remplacer les mots: ensemble de mesure 
nulle, par ensemble dénombrable. 

En outre la convergence des séries trigonométriques semble dépendre 
beaucoup moins de la rapidité de la décroissance des coefficients, que de 
la régularité avec laquelle ils tendent vers zéro; je ne pense done que l'on 
puisse donner de critéres de convergence de méme nature que celui que 
nous venons de donner et qui soit beaucoup plus compréhensif. Ce critère 
s'applique d'ailleurs à toutes les séries trigonométriques obtenues en inté- 
grant terme à terme une série trigonométrique dont les coefficients tendent 
vers zéro. Voici une conséquence de cette remarque; nous savons que les 
coefficients d'une série de Fourier tendent toujours vers zéro; en outre, 
M. LEBEsGUE, dans son mémoire déjà cité, a montré, en généralisant un 
théorème de Dv Bors-REvwowp,! qu'une telle série est intégrable terme à 


terme c'est-à-dire que si 
a, + (a, cos 8 + b, sin) + ... + (a, sin n0 + b, sin n6) +... 


est la série de FOURIER correspondant à /(#), on a 


Ü 
STR I ; : 
Gi (0) dé = a,(8 — a) + NS = (a, sin nd — b, cos n0 — a, sin na + b, cos na). 


Mais puisque la série SC - (a, sin nd — b, cos nf) a des points de convergence 
-—Á }| = 


dans tout intervalle, on peut supposer que 0 — « soit un tel point et écrire 
simpleinent: 


0 
J ((0)a0 =4,0+ C+ > - (a, sin nd — b, cos n0); 


a 


; : pe : 
par suite la série > asin nd — b, cosnd) est toujours convergente, et 


! Voir aussi l'article déjà cité de M. A. Hurwirz. 
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c'est à une constante prés, la série de Fourier de la fonction continue, 


périodique, a variation bornée: 
n 4x \ 
e(8) = f [£(6) — a,]d8 (a, “= "P riae ). 


Elle est done uniformément convergente. 

Nous pouvons done simplifier un peu le résultat précité de M. Le- 
BESGUE: il est inutile en effet quand on intégre terme à terme une série 
de Fourier, de retrancher une constante de l'intégrale indéfinie de chaque 
terme, pour assurer la convergence de la série obtenue. 

Faisons encore remarquer que si l'on part d'une série trigonométrique 
pour laquelle (a, + b;) est convergente (et alors en l'intégrant une fois on 
obtient une série trigonométrique uniformément convergente entre O et 27) 
on peut affirmer que la fonction harmonique associée à la série proposée: 


P(r, 0) = Y (a, cos n8 + b, sin n0)" 


se comporte, au point de vue de l'indétermination sur le cercle de con- 
vergence, comme les fonctions bornées. C'est ce qui résulte de la dé- 
monstration précédente. On peut méme ajouter que, sauf aux points d'un 
ensemble de mesure nulle, la série 


> (a, eos n8 + 6, sin n6) 


est sommable par le procédé de la moyenne arithmétique, ainsi que le 
prouve l'extension qu'a donné M. Feser lui-même de son théorème, aux 
fonctions dérivées.' 
Par exemple si l'on a: 
I 


2 2 ee, it: s 
Gna SU n log n . log, n ... (logy n)'** (a > 0) 





on se trouve en présence d’une série trigonométrique qui est sommable 
par ce procédé. 








Il résulte en effet des recherches de M. FEJER, que la fonction dérivée d'une 
fonction continue f(x) dans l’ensemble des points où elle existe, est représentable par 
la série dérivée de la série de Fourrer de /(w), sommée par une double application 
de la moyenne arithmétique. 
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Nous avons vu que si linna, — o, lim nb, = o, la série: 
(D (8) = a, + (a, cos 0 + b, sin 8) + ... + (a, cos n6 + b, sin 0) +... 
est eonvergente pour toutes les valeurs de # pour lesquelles la fonction: 


— b, cos nd 





(II) g(8) = 4,0 + Y: oe 
admet une dérivée g'(0), et a précisément pour somme 5'(0). 

Nous pouvons démontrer que réciproquement, si la série (I) est con- 
vergente elle est égale à la dérivée de la série (II). 

Pour cela il suffit de modifier légèrement la méthode qu'emploie Rır- 
MANN! pour démontrer ses deux premiéres propositions générales sur la 
représentation d'une fonction par une série trigonométrique. 

On a d'abord, en vertu du théorème 2 de RIEMANN: 

ua ++ — à — 208) _ 


a=0 (£ 


Il suffit done de démontrer que si la serie (I) converge et a pour somme 
f(0), on a: 
GO ok 2) ig (8 — 2 


2g 


lim 


a=0 





f (0). 
Or 


si l’on pose: 


) 


A, — a, cos n + 5, sin n0 


on trouve: 








q(8B + a) — g (0 — a) A y sin @ /sin na 
= — esc 4,[(— e 
24 a a au eae na, i 
Soit s le plus grand entier inférieur à Considérons la série 
a 
kd . 
5 4 (Sin na 
— TUN na ): 


On aura 


n|A,|<e, 


v étant un nombre positif arbitrairement petit, pour n>p. 


§ 8, 


1 


Über die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe ( 
théorémes I et 2). 
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p restant fixe, la première a pour limite quand a tend vers zéro: 


Quant à la seconde, on en a facilement une limite supérieure en appliquant 
y: 
"na 


le lemme d'AsEL; en effet na restant compris entre © et z, 
décroissant quand » augmente et reste positif et inférieur à 1; la série 


grand pour que: 


d'où l'on conclut: 
li 
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Si done s est supérieur à p, on aura 
= sin na^ € XX I € ee E É 
» A -) << » AE em c (Sa) 
— na / (omi sa a 2 
s+1 841 
Considérons ensuite les deux sommes: 
: s+1 mU 
Sin 1a sin n@ 
) et > A )- 
na / 


pil 


p 
xu > A E 
1 


Aj pna ep MER) 


sin na 
a en 





ZELLE NU dur. 


étant supposée convergente, on peut supposer que p ait été choisi assez 


D PNE Es AS Seen A 
Cette seconde 


On aura done: 


€ 
ze. 


soit plus petit en module que e, quel que soit l'entier q. 


partie sera alors inférieure à 
hg PU Eie rca mde qn 


2a 


AUI CR sso Ks NU aee ae 


lir 
a 


DE f(8). 


g(8 + a) — g(0) 


ta 


Le théoréme est démontré: 


Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que la série 


X (a, cos n8 + b, sin n6), 


1 


3 IX : 
où na, et nb, tendent vers zéro avec — soit convergente pour une valeur de- 
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term.née de 0, est que la fonction g(0) obtenue en intégrant terme à terme 
la série proposée ait une dérivée g'(0), qui est alors égale à la somme de 
la série donnée. 


En particulier, si D(a,cosnd + b,sin n0) est convergente en tous les 
points d'un intervalle, elle y représente une fonction dérivée c'est-à-dire 
une fonetion qui ne peut passer d'une valeur à une autre sans prendre 
toutes les valeurs intermédiaires. 


5. En combinant, comme nous l'avons fait plus haut, les résultats 
connus concernant l'intégrale de Poisson, avec le théorème de M. Prines- 
HEIM, on peut aussi retrouver certains résultats classiques concernant la 
série de Fourier. En effet, si on considère l'intégrale de Poisson relative 
à une fonction continue /(#) et supposée mise sous la forme 


Ea Y (a, cos nO + b, sin n0)r" 


on sait que P(r, 6) tend uniformément vers f(0) quand r tend vers un; 
si done on a: 
lim na, = 0, lim nd, = 0 


on en déduira la convergence uniforme vers f(#), de la serie de Fourter 
D(a,cosnd + b,sin n0). Si en particulier /(0) admet une dérivée bornée 
f'(8), on peut appliquer l'intégration par parties dans les formules: 


Tz T ck 


I Uo oe ob: 
irte f (8) cos n8 dO , gc f (8) sin n8d0 
ce qui donne: 
[^E nass 
nd, = — ma f (0) sin n6d6, ND, — u f (0) cos n8 dO , 


d MA Tu 
or ces derniéres intégrales tendent vers zéro avec -. 
n 


Nons voyons en outre que la fonction harmonique conjuguée 


Q(r, 0) = Y: (a, sin nd — 6, cos né)r" 





! TLEBESGUE, Mémoire sur les séries trigonométriques, page 471, ou ce mémoire 


page 351. 


© 7 
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tendra aussi uniformément vers une limite quand r tendra vers 1, d’après 
ce quon a vu dans le premier chapitre. Par suite la série 


X (a, sin nd — b, cos n6) 


sera, dans les mémes conditions, uniformément convergente. 
Il n'y a rien à changer si /(#) est à nombres dérivées bornés.' 


6. Nous allons maintenant montrer comment lon peut rattacher le 
second théorème d’ABEL sur les séries entières au théorème de RIEMANN 
sur les séries trigonométriques (théorème 1, $ 8 du mémoire de RIEMANN). 
Jonsidérons la série trigonométrique YX(a,cos n0 + b, sin n0), où a, et b, 


: ^ I , . 
tendent vers zéro avec - et qu'on suppose convergente pour une certaine 


valeur de 0, et égale à f(0). Si l'on pose avec Riemann: 
(on suppose @, — O pour simplifier) 


on a: 


in I Ger Ale a) — 2F(0) - f (6). 


a=0 a. 





Si U(r, 8) désigne la fonction harmonique associée a F(A): 





Ur,)=- | DT ; F(u)du, 


I — 2r cos (u — 80) -- v 


et P(r,0) la fonction harmonique associée à la série proposée, on a: 





Au sujet de la convergence uniforme des séries de FOURIER, on trouvera des 
propositions intéressantes dans le livre récemment paru de M. LEBESGUE, Leçons sur les 
series trigonométriques, (Paris, Gauthier-Villars, 1906). 
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De ces diverses égalités, on déduit, en vertu d'une étude qui a été faite 
dans la premiére partie: 
Lo Asa) COE 

ce qui est précisément le théorème d'ABEr. 

Mais nous pouvons aller plus loin: supposons que la série proposée 
soit convergente en tous les points d'un intervalle I; on a alors ima, = o, 
lim}, — o d'après un théorème de CawroR. En outre la série aura des 
points de continuité formant un ensemble dense dans I, d'aprés le théoréme 
de M. Barre, soit 6, un tel point. Il résulte alors de ce que nous avons 
établi dans la premiere partie, que l'on aura: 


lim P(r, 0) — f(6,) 


quand le point (r, 60) se rapproche indéfiniment du point (r, 6,) suivant 
un chemin quelconque tangent ou non à la circonférence. 


Ainsi, si une série de Taylor (ou la partie réelle d'une série de Taylor) 
est convergente en tous les points d'un arc S du cercle de convergence il 
existe dans tout intervalle de S, des points ou la série prend une valeur 
bien déterminée suivant tous les chemins qui y aboutissent. 


7. Ceci nous améne à parler des conditions de convergence d'une 
série de TAyLor sur son cercle de convergence. Nous avons obtenu à ce 
sujet une proposition qui parait devoir étre utile et dont voici l'énoncé: 

Si la série de Taylor 


e) 6-46. bast... 


y 9 ; I 
a un rayon de convergence égal à l'unité et si c, tend vers zéro avec zx la 


série est convergente en tout point régulier de son cercle de convergence. 
Ce théorème se déduit facilement d'un théorème de Rırmann (S 9, théo- 
réme III, du mémoire cité), et dont voici l'énoncé (en conservant les nota- 
tions du paragraphe précédent): 


«La condition nécessaire ot suffisante pour que la série: 


Abd, erst Fe: 
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soit eonvergente pour une valeur 0 de l’argument est que l'intégrale 








Tuv fs pim IT en 
27 F(t) dt? =z) - p(t)dt 
" sin 2 


b 


tende vers une limite finie quand » augmente indéfiniment, en désignant 
par D et c deux nombres quelconques comprenant la valeur 4, et p(f) une 
fonction indéterminée de ¢ assujettie aux conditions suivantes: p(t) et p'(t) 
ont la valeur zéro pour t= b, f — c et sont continues entre ces limites; 
9 (t) n'a qu'un nombre fini de maxima et de minima; en outre pour 
(— 0, on a p(t) — 1, p'(t) — o, p(t) =o et p(t), p" (£)-sont. finies eb 
continues.» ! 

Il en résulte, comme le fait remarquer RrEMANN que la convergence 
de la série en un point 0, ne dépend que des propriétés de la fonction 
Ft) dans un intervalle (5, c) aussi petit qu'on le veut entourant ce point. 

Supposons en particulier que dans (b,c), F(t) admette des dérivées 
bornées et continues d'ordre aussi élevó que nous voudrons. Nous pour- 
rons alors transformer l'intégrale précédente au moyen d'intégrations par 
parties. En posant: 


rd m E, 


2 








M ren 


2 


sin 





et tenant compte des conditions imposées à p(f), nous aurons ainsi: 


€ € 


f oT a = = ee X (Fo)dt 


dt dt 


b 


= = E (Fo! + pF’ \dt = f (Fp' 4-20 F' --pF") Mat. 
b 


b 





' Nous reproduisons ici l'énoncé de RIEMANN; parmi les conditions énoncées par 


lui relativement à la fonction p(t), il y en a qui sont superflues. 
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Or la fonction de t: Fo" + 20'F’ + pF”, est une fonction, intégrable et 
bornée qui pour / — 0 prend la valeur F"(0), et admet une dérivée finie. 
ll résulte alors des études classiques sur l'intégrale de DIRICHLET, que 
l'intégrale considérée tend vers une limite finie: /"(0), quand x augmente 
indéfiniment et que X4, est convergente au point considéré. 

Cela étant, si dans 


(1) €(3) — a3 +637 d... ey +... (on suppose encore c, = o) 


i 5 72 z "t . . PC 
on pose 3—e”, on obtient, en séparant le réel de l'imaginaire, deux séries 


trigonométriques, et les fonctions de Rızmann F(0), F,(0) correspondantes, 


s'obtiennent en posant ; — e^, dans la série: 


(IT) a) zen 


2 ... 2 


2 
n 2 n? 








qui est absolument convergente sur son cercle de convergence. 

Or les fonctions (I) et (II) ont les mémes singularités, comme il ré- 
sulte, par exemple, de l'expression de ¢(3) au moyen de ¢(3) à l'aide de 
quadratures. Si donc en un point d'argument @ du cercle de convergence, 
la fonction (I) est réguliére, il en sera de méme de la fonction (II) et par 
suite F(£), F\(t) seront analytiques, dans un intervalle fini (b, c) com- 
prenant le point 9; elles y auront donc des dérivées bornées d'ordre aussi 
élevé qu'on le voudra. Par suite, d’apres ce qu'on vient de voir, la série 


Cig Oe Ge I 
sera convergente. 

Si l'on suppose maintenant, non plus que les coefficients tendent vers 
zéro, mais qu'ils restent finis, il résulte du raisonnement de RIEMANN que 
la différence entre A, + A, +...+ 4, et l'intégrale considérée par lui 
reste bornée quand » croît indéfiniment, i| en résulte qu'en tout point ré- 
gulier du cercle de convergence, la série doit osciller entre des limites finies. 

Ces théorèmes permettent dans un grand nombre de cas de mettre en 
évidence certains points singuliers d'une série de TayLor sur son cercle 
de convergence; on peut d'ailleurs en augmenter le champ d'application 
en utilisant le principe de multiplication des singularités de M. HADAMARD: 
si en multipliant les coefficients de la série donnée par ceux d'une série 


connue admettant par exemple le point z= 1 comme point singulier unique, 


- 
e 
a 
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on obtient une nouvelle série dont les coefficients tendent vers zéro, sans 
former une série absolument convergente, tous les points de divergence 
que l'on pourra mettre en évidence sur le cercle de convergence, seront 
des points singuliers pour la série proposée. 

Exemples. 1. Considérons la série suivante, étudiée par M. Hapa- 
MARD dans sa thése: * 


Y sin (log n)3" . 


Je dis que le point 5 — 1 est un point singulier. Il suffit de remarquer 
que si l'on donne à n les valeurs entiéres comprises entre: 


073 tz— T 
eure et em a (o «cac ;) 


oo 


on obtient, dans la série Zsin(logn), une suite de termes consécutifs 
1 


supérieurs à sina, et dont le nombre croit indéfiniment avec 4; il en résulte 
que la somme de cette série n'oscille pas entre des limites finies, et par 
suite le point 5 — 1 est singulier (c'est d'ailleurs le seul point singulier, 
comme il résulte de l'expression de la fonction au moyen d'une intégrale 
définie). 

IL. Considérons la série: Zu(n);", où w(n) désigne la fonction arith- 
métique égale à zéro, quand n contient des diviseurs carrés, et dans les 
autres cas à (— 1), h étant le nombre des facteurs premiers de x. Je 
dis que le point 3 — 1 est singulier. En effet w(1) + u(2) +... + y(n) 
n’oscille pas entre des limites finies, car s'il en était ainsi la série de Dr- 


Sa) 
. n° Cs) 


serait uniformément convergente pour les valeurs de s dont la partie réelle 


RICHLET: 





serait supérieure à un nombre positif quelconque, on en déduirait que la 
fonction C(s) n'a pas de zéro imaginaire; or elle en a une infinite. 

Il est inutile de multiplier ces exemples: tant qu'il ne s'agit que de 
démontrer la divergence en wn point, c'est à dire la divergence d'une série 


1 


Essai sur les fonctions données par leur développement de Taylor (Journal de 
mathématiques pures et appliques, 4* série, tome 8, p. 163). 
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purement numérique, il n'y a aucune règle générale à donner. Ce qui est 
plus intéressant c'est de donner des exemples de séries trigonométriques, 
dont les coefficients tendent vers zéro et qui aient des points de divergence 
dans tout intervalle: on aura, en méme temps, une série de TAvron ad- 
mettant son cercle de convergence comme coupure. Nous parlerons un peu 
de cette question à la fin de ce mémoire. 


8. Pour terminer cette deuxième partie, nous allons montrer que l'on 
peut trouver des fonctions analytiques uniformes ayant pour singularité unique 
une coupure fermée, par exemple un cercle et possédant une infinite non dé- 
nombrable de zéros sur la coupwre. | En effet construisons comme il a été 
expliqué dans la premiére partie une fonetion harmonique restant positive 
dans C, régulière dans ce cercle, et prenant la valeur + co aux points 
d'un ensemble parfait de mesure nulle E, de la circonférence. On peut 
supposer que dans tout intervalle intérieur à l'un des intervalles contigus 
à E la fonction f(w) (page 344) admette une dérivée bornée, sans être 
analytique. Dans ces conditions la fonction harmonique Q(r , 0) conjuguée 
de la fonction harmonique considérée P(r, 6), prendra des valeurs bien 
déterminées sur le cercle, sauf aux points de E. La fonction analytique 
¢(3) = P + iQ, est done régulière dans C, n'y devient jamais nulle, puis- 
que P reste positif, et prend une valeur infinie aux points de E. & 
done on considére la fonction — elle sera holomorphe a l’interieur du 
cercle qu'elle admettra comme coupure, prendra sur le cercle une suite de 
valeurs bien déterminées et continues et en particulier la valeur zéro en 
tous les points de l'ensemble non dénombrable E. 

Tl serait d'ailleurs facile d'obtenir une fonction prenant la valeur zéro 
en tous les points d'un ensemble non dénombrable et partout dense sur 
une coupure; il suffira d'appliquer à l'exemple précédent le principe de 
condensation des singularités; considérons une infinité dénombrable d'en- 
eee, TE, + .… soit partout dense et construisons les fone- 
tions harmoniques positives P,,P,,..., P,,... correspondantes; choisissons 


) n) 


sembles analogues a E: £,, ‘Be... 6 22, de selle sorke- que l'ensemble 


1 On trouvera d'intéressantes remarques au sujet de cette question dans la thése 
de Mr Zorerri: Sur les fonclions analytiques uniformes ete., (Journal de mathéma- 
tiques, 1900). 


Acta mathematica. 30. Imprimé le 8 décembre 1966, 50 
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ensuite les constantes positives ¢,,¢,,¢,,-.- de telle sorte que la série 
cP, +¢P, +... +6 P, +... soit convergente pour le centre du cercle; 
elle représentera alors une fonction harmonique reguliére dans C et devenant 
infinie en tous les points de l'ensemble (E, +E,+...+E,+..) En 
raisonnant comme plus haut, on obtiendra une fonction uniforme définie 
dans C et prenant la valeur zéro en tous les points de l'ensemble considéré. 

La forme de la coupure ne joue ici aucun role essentiel. Les inté- 
erales définies étudiées par HERMITE et STIELTJES, par exemple la suivante: 


oe 


| 2s 3 du 
qui) 





0 
permettraient d'obtenir des fonctions jouissant des mémes propriétés, la 
coupure étant cette fois une demi-droite, ou un segment de droite. 

Mais lensemble des zéros que l'on obtient ainsi est toujours de mesure 
nulle et il est aisó de voir que la méthode que nous avons employée ne 
permet pas d'aller plus loin; à vrai dire il est probable qu'une fonction 
uniforme ne peut prendre la valeur zéro qu'en un ensemble de mesure 
nulle de points d'une coupure isolée, mais il parait bien difficile de donner 
de ce fait une démonstration générale. On pourrait méme se demander 
sil ne serait pas possible d'obtenir une fonction analytique définie par 
exemple par une série de TAYLOR à rayon de convergence fini, et non 
continuable, qui prenne la valeur zéro en tous les points du cercle de con- 
vergence suivant les rayons qui y aboutissent. Nous pouvons seulement 
affirmer que si une telle fonction existe elle n'est pas bornée à l'intérieur 
du cercle et méme qu'elle peut sapprocher autant que l'on veut de toute 
valeur donnée à l'avance. 

D'une facon un peu plus précise supposons que la série de Taytor 
f(3) converge à l'intérieur du cercle C de rayon un, et y reste bornée; 
je dis que si f(3) n'est pas identiquement nulle, l'ensemble des valeurs de 
0 pour lesquelles f(re") ne tend pas vers zéro, r tendant vers un, est de 
mesure non nulle dans tout intervalle. En effet, si l'on avait 

um fire”) = 0, pour , € 0 « 0, -- a 


à un ensemble de mesure nulle prés, en choisissant un entier » tel que 
na 2z, on en déduirait que la fonction 
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Nous allons encore, en terminant ces généralités sur la convergence 
des séries trigonométriques démontrer une proposition qui parait avoir été 
jusqu'ici admise sans démonstration rigoureuse: si la série 


La, cos nz + b, sin nx 


est absolument convergente en tous les points d'un intervalle, les deur séries 
Xa, et Xb, sont absolument convergentes. 

En effet s'il en est ainsi la série proposée sera absolument convergente 
pour toutes les valeurs de x; en faisant & — © on obtient la série Ya, qui 
doit étre, d'aprés l'hypothése, absolument convergente. Reste à démontrer 
que si la série Xb, sin #x est absolument convergente pour toutes les valeurs 
de x, la série Y |»?.| est convergente. 

Considérons la fonction 


E 
= 2|», |. [sin nx] 


qui a en chaque point une valeur finie; cette fonction, limite de fonctions 
continues, étant d’après le théorème de M. Batre ponctuellement discontinue, 
era bornée dans certains intervalles tels « que (a, £). Soit S,(x) la somme 
des » premiers termes de la série qui m g(a). On a: 


S, (2) x € (ac), 


< f :)dx < nom )dr (quantité finie). 


a 


Or, on vérifie aisément que l'intégrale 


B 
f| sin NT | dx 
a 


a une valeur qui tend vers 2(—a) pour n infiniment grand, qui reste 
donc supérieure à un nombre positif fixe. 

Il résulte alors de la dernière inégalité que nous avons écrite que 
|^, | -— | 0; | +... + |^] doit rester bornée quand x eroit indéfiniment, 
c'est à dire que la série X5, est absolument convergente. 


Nous concluons de là que si les series Ya,, Xb, ne sont pas toutes 


n 


les denx absolument convergentes, il y a dans tout intervalle des valeurs 
de x pour lesquelles la série >| a, cos zz + 5, sin nx | est divergente. 
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: ; h Eye Pn A 
dont les abscisses sont de la forme ——. Si done ^ est la valeur approchée 
In+1 In 


PM : A 
de « à — prés par défaut, on aura: 
Qn 


Pn+1 





y Pn+1 + I Pn ap. 

ee an = 

In An-+ı Qn41 In 
(Dans le cas où 9,41 = 2q,, lune des deux inégalités extrêmes pourrait 
devenir une égalité.) 


Supposons maintenant que l'on ait: 


qn 
je dis que lon pourra trouver dans tout intervalle des nombres x en in- 


finité non dénombrable, tels aue l'on ait à partir d'une certaine valeur de 7: 
(In x) > JA 


f désignant un nombre positif fixe et (g,æ) la valeur absolue de la diffé- 
rence entre q,x et l’entier le plus voisin. 
3 2 98 De ln 
En effet, pour ? suffisamment grand l'intervalle (b y — 2j sera 
+ di «di 
compris à l'intérieur d'un intervalle donné AB, en choisissant p; convenable- 
^ S512 . ys G41 Digi + 1 ES S Ys 
ment.  Considérons maintenant l'intervalle (B 5 CARIBE: -) compris à l'in- 
di+1 dit1 
térieur de l'intervalle de rang 7. 
Sil y a plusieurs intervalles de rang 7+ 1 entre lesquels nous avons 
le choix, nous prendrons celui qui comprend le milieu de l'intervalle de 
, p 1 I 
rang 4. 


En continuant ainsi nous obtiendrons un nombre x défini par la suite 





T IN I I : 2e ; 
de ses valeurs approchées à — —— ...— ... prés par défaut et par excès 
qi Fir In 
et que nous appelons ;, &;,13 «vv, Oy - oj Pry Per «is Ra ES 
a 
Un Intl Bai Bn 


Or d'après la facon dont les a et 8 ont été choisis, l'un et l'autre des 


intervalles a, 4,41, 7,/8,,, sont plus grands que 


^ I I 
IE 1) 14A. 
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On aura par suite, puisque @ est compris entre q,,, et BE 


ce qu'il fallait démontrer. 
x10 5 In+1 E » : 
Si maintenant le rapport m augmente indéfiniment avec n on verra 
In 


aisément qu'il existe dans tout intervalle des nombres x tels que (g,®) 


- 


tende vers telle limite que lon voudra (comprise entre o et =): 


Nous deduisons de la une démonstration simple du théoréme de CANTOR 
d'après lequel une série trigonométrique dont les coefficients ne tendent 
pas vers zéro a des points de divergence dans tout intervalle. On voit 


aisément qu'il suffit de considérer une série de sinus: 
X c, sin (nz). 


S'il existe en effet une infinité de valeurs de m: Q, » 4a» =: -» In, -:* pour 
lesquelles Jc, | reste supérieur à un nombre positif 4, on peut supposer, 


en négligeant au besoin certains des q;, que l'on ait constamment 


(ixl = k> 2 
qi 


et comme on peut alors choisir n, dans tout intervalle, de telle facon que 


sin(g;zx) reste supérieur en module à sin(zf) (o «f « 5) les termes 


correspondants de la série ne tendent pas vers zéro et celle-ci est divergente. 
On obtient aussi trés aisément les propositions suivantes que nous 
nous contentons d'énoncer. 


a 


. ^ Pire . +1 . 
Considérons la série ZA,sin(a,æ) dans laquelle “— > 522: s la 
L 


^ 
série YA, n'est pas absolument convergente, cette série aura des points de 
divergence dans tout intervalle. 

Si rapidement croissantes que soient les constantes |.4, |, Bee BR 
croissant assez 


on pourra toujours trouver des entiers 4,, 0, ,..., 0 


UP 
. Lu 14 Sin; : : 
vite pour que la serie Dy, BEE (a,x) ait des points de convergence dans 
tout intervalle. 
On voit qu'il est facile de former des séries trigonométriques dont 


les coefficients tendent vers zéro et qui ont une infinité non. dénombrable 
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et dense de points de divergence; d'ailleurs on ne détruira pas cette pro- 
priété en ajoutant à une telle série, une autre série partout convergente 
par exemple Xa,sin»r, où les a, sont positifs, décroissants et tendent vers 
zéro — on déduira de là différentes séries de TAYLOR ayant leur cercle de 
convergence comme coupure. 

Indiquons maintenant le róle que jouent dans l'étude de la con- 
vergence des séries trigonométriques les points de convergence absolue. 
Soit r, un point de convergence absolue de la série 


CAE La, cos nz + b, sin nz. 
On aura: 
2 nh 


f(x, +h) + f(a; — h) — 2f(x,) = —4 > A; sin 


2 


en posant 
Aj = a, cos nz, + b, sin nx,. 


La série du second membre „est done absolument et uniformément con- 
vergente puisque la série 2| 4| est convergente; elle représente donc une 
fonction continue de h. On en déduit que si la série est convergente, 
ou continue au point (x, + k), elle est convergente ou continue au point 
(rc, — h), c'est à dire que les points de continuité, de convergence, de 
divergence, de convergence absolue sont deux à deux symétriques par rapport 
aux points de convergence absolue. 

Si la série a deux points de convergence absolue dont la différence 
des arguments est incommensurable à z, on en déduira l'existence de tels 
points dans tout intervalle. 

Voici dans le méme ordre d'idées une question qui me parait intéressante 
et dont je n'ai pu trouver de solution: considérons une série trigonométrique 
dont les coefficients tendent vers zéro; nous avons vu qu'elle peut avoir 
des points de divergence dans tout intervalle, mais l'ensemble des points 
pour lesquels nous pouvons démontrer la divergence, quand elle a lieu, 
est toujours de mesure nulle. Peut-on alors donner un exemple de série 
trigonométrique, à coefficients tendant vers zéro, et qui soit divergente pour 
toutes les valeurs de argument ou seulement pour un ensemble de mesure 
non nulle de valeurs de l’argument? Il semble que cela puisse avoir lieu 
par exemple pour des séries présentant un grand nombre de lacunes, mais 


nous n'en avons aucune preuve rigoureuse, 
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Nous allons encore, en terminant ces généralités sur la convergence 
des séries trigonométriques démontrer une proposition qui parait avoir été 
jusqu'ici admise sans démonstration rigoureuse: si la série 


La, cos x + b, sin nx 


est absolument convergente en tous les points d'un intervalle, les deux séries 
Na, et Xb, sont absolument convergentes. 

En effet s'il en est ainsi la série proposée sera absolument convergente 
pour toutes les valeurs de x; en faisant x — o on obtient la série Ya, qui 
doit être, d'après l'hypothèse, absolument convergente. Reste à démontrer 
que si la série Yb, sin #x est absolument convergente pour toutes les valeurs 


b 


Considérons la fonction 


de x, la série >> 








est convergente. 


n 


g(x) = 2 |^, |. [sin nx | 


qui a en chaque point une valeur finie; cette fonction, limite de fonctions 
continues, étant d'aprés le theoreme de M. Batre ponctuellement discontinue, 
sera bornée dans certains intervalles tels que (a, ff). Soit S,(x) la somme 
des x premiers termes de la série qui définit ç(x). On a: 


Sx) « ex), 
A : 
(eee [ S,(a) dex < / c(r)dr (quantité finie). 


t 
a 


Or, on vérifie aisément que l'mtégrale 
A 
[sin ne | de 
a 


a une valeur qui tend vers 2(f—«) pour » infiniment grand, qui reste 
done supérieure à un nombre positif fixe. 
Il résulte alors de la derniére inégalité que nous avons écrite que 
b b, aie b,| doit rester bornée quand n eroit indéfiniment 
1 2 n 1 ) 
c'est à dire que la série Yb, est absolument convergente. 
Nous coneluons de là que si les séries Ya,, 4b, ne sont pas toutes 
n) n 


les denx absolument convergentes, il y a dans tout intervalle des valeurs 
de x pour lesquelles la série | a, cosnx + 5, sin nz | est divergente. 
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Comme application, faisons voir que si l'on a une série trigonomé- 
trique: 


À, + A, +... + 4, +... (A, — a, cos ix + b, sin nr) 


telle que lima, — o, limb, — o pour » infini, la serie I Va; + b, étant 
divergente, on pourra toujours en changeant le signe de certains des A,, 
obtenir une nouvelle série qui ait des points de divergence dans tout 
intervalle. 

Soient en effet z,, r,,..., 7,,... une infinité dénombrable et partout 
dense d'arguments compris entre o et 27 et telle qu'il y en ait une in- 
finité qui soient égaux à l'un quelconque d'entre eux. D'après ce qui 
précède je puis toujours supposer ces arguments tels que pour =%,, zs, ... 
la série Y | 4, | soit divergente. On peut alors déterminer une suite d'entiers 








croissants 7;, 75, 7,,... tels que l'on ait: 
| 4.] + |4,(x)| sis | 4,(2,)| pus mr | 4,, (a1) | > T 
|a eee e em oe +]4,(&)|> 2 
P désignant un nombre positif quelconque; pour 
a IESU SS 
donnons à e, — + I, le signe de 4A,(a#,). Dans ces conditions, la série: 
£d, EPA CPR ed ee 
sera divergente pour z— 2,,2— 2,,.... ll en résulte (page 389) que 
la série de TAyLor: 
> (a, n ib,)e, 3" 
aura son cercle de convergence pour coupure. 
Ainsi on peut toujours en multipliant par — 1 certains coefficients 


d'une série de TayLor obtenir une nouvelle série qui admette son cercle 
de convergence comme coupure, au moins lorsque les coefficients satisfont 
aux conditions énoncées au haut de cette page; il est infiniment probable 
que cela a lieu dans tous les eas. 
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